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Méthode de décomposition de domaine et de
couplage pour des problemes d’évolution

Véronique Martin

Résumé

Nous proposons dans ce papier une nouvelle approche des méth-
odes de décomposition de domaine appliquées & la résolution des prob-
lemes d’évolution. Nous appliquons ici cette méthode a I’équation de

" convection diffusion.
Nous introduisons par ailleurs un algorithme de couplage de 1’équation
de convection diffusion et de I’équation de convection.

1 Introduction

Résoudre numériquement une équation sur un domaine comme ’'océan con-
duit & un probléme discrétisé de grande taille. Sil’on veut mailler finement le
domaine pour obtenir une solution précise, la résolution numérique ne peut
souvent étre gérée par un seul ordinateur.

Les méthodes de décomposition de domaine consistent & diviser le domaine
initial en sous domaines de plus petite taille. Chaque sous-probléme ainsi
introduit, est alors résolu par un processeur ; et un échange d’informations
entre les processeurs, selon un processus itératif permet d’obtenir la solution
globale.

Par ailleurs, pour obtenir une simulation réaliste de la circulation de
I'océan, il est intéressant d’utiliser un modele différent selon la région géo-
graphique. Le probléme revient alors a coupler différents modeles. Les méth-
odes de couplage s’inspirent des méthodes de décomposition de domaine, mais
dans ce cas on résout sur chaque sous domaine une équation différente.

Nous nous intéressons ici au probleme modele de ’équation de convec-
tion diffusion pour lequel nous écrivons un algorithme de décomposition de
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domaine et auquel nous appliquons une méthode de couplage.

Le but de cette étude est de résoudre le probleme de Cauchy associé a
1’équation de convection diffusion scalaire dans 2 = R? :

ow =
{ _5?+B-Vw—yAw+cw—f dans 2x]0, +oo] (1.1)

w(+,,0) = woy dans 2

avec B = (a,b) la vitesse de convection supposée constante, v > 0 la
viscosité et ¢ une constante strictement positive.
On note L.p 'opérateur de convection diffusion :

a —
£CD:5¥+B'V"VA+C (1.2)
Nous souhaitons résoudre ce probléeme par décomposition de domaine.
Différentes stratégies ont déja été introduites ; elles se différencient par le
type d’informations échangées au niveau de l'interface commune.

Pour traiter des problémes d’évolution les méthodes classiques consistent
A discrétiser 1’équation selon la variable temporelle et a résoudre a chaque pas
de temps le probléme stationnaire ainsi introduit par une méthode classique
de décomposition de domaine : dans [11] il a été introduit des conditions de
Dirichlet pour des domaines se recouvrant. Puis des conditions de type Robin
s’appliquant également & des domaines sans recouvrement ont été étudiées
([7], [10]), avec plus récemment ([5]) 'introduction de conditions de Robin
optimisées qui permettent une amélioration nette de la vitesse de convergence
de l'algorithme.
Nous proposons ici une approche nouvelle qui applique les méthodes de dé-
composition de domaine directement au probléme d’évolution, i.e. nous
n’échangeons les informations qu’a la fin de I'intervalle de temps. Ceci nous
permet alors une plus grande souplesse dans le choix des pas de temps et
d’espace dans chaque sous domaine. Nous généralisons au cas de la dimen-
sion 2 le cas 1D introduit dans [2] .

Dans la section 2 nous construisons un algorithme de décomposition de
domaine optimal dans le sens ou il converge en deux itérations. Mais nous
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verrons qu'’il n’est pas directement applicable puisque les opérateurs mis en
jeu ne sont pas locaux. Suivant [1] nous remplagons ces opérateurs par des
opérateurs locaux, et nous discutons les différentes stratégies possibles.

Dans la section 3 nous supposons la viscosité trés faible dans un des deux
sous-domaines et résolvons & cet endroit 1’équation de convection. Nous

proposons alors un algorithme de couplage entre ’équation de convection et
de convection diffusion.

2 Meéthode de décomposition de domaine

Nous décomposons ici le domaine R? en deux sous-domaines 0~ = R~ xR et
Ot = Rt x R L’interface entre ces sous-domaines qui ne se recouvrent pas
est alors la droite d’équation z = 0. Nous cherchons & résoudre le probléeme
(1.1) par décomposition de domaine.

2.1 Algorithme optimal

Nous considérons l'algorithme de Schwarz suivant :

( Lopubtt = f dans Q7 x]0, +o0[
) uk+i(.,-,0) = wp dans 0~
auk+1 ok 6vk k
& - S u = 5 —S57v*  sur I'x]0, oo
(2.3)
( Lop vkt = f dans Q*x]0, +-o00[
) vh+1(. -, 0) = wp dans Q+
k+1 k
o _ Sttt = u” _ S*tu*  sur I'x]0, +o0]
\ Oz Oz

ot ST et S~ sont des opérateurs pseudodifférentiels dans les variables y et ¢.
Le théoreme suivant nécessite I'introduction de la transformée de Fourier
en temps et dans la variable spatiale tangentielle d’une fonction L2(Q* x R) :

1 .
ﬁ(z,k’w) = 5.7; // v(l.,y’t)ez(ky+wt) dy dt

Théoréme 2.1: L’algorithme (2.3) converge en deuz itérations vers la so-
lution de (1.1) pourvu que les symboles de Fourier de S* et S~ sont respec-
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tivement :

A* (a + /@ + wi(w + bk) + A2k + 41/0) (2.4)

ot la racine carrée du nombre compleze t + iy, z,y € R est définie par
Z((@+ 22 +y?) +i(—z + V2? +¢?)).

PREUVE: On introduit U* (resp. V¥) Derreur a I’étape k dans le domaine
Q- (resp. Q) ie. U* = wig- — u* (resp. V¥ = wyg+ — v*). Ces erreurs
vérifient I’algorithme suivant :

( LopUFH! =0 dans 0~ x]0, +o00[
) uk+;(_'1’ ,0) =0 . dans Q~
ou 9
| & - S-yF+ = a_: — 87 V*  sur I'x]0, +o0[
(2.5)
( Lop VEH =0 dans Q*x]0, 4+o00[
) V(. . 0) - 0 dans O
k41 k
(;_l; — Stk — %I-;— — STU*  sur I'x]0, +oof
\

On prolonge U* et V¥ par 0 pour les t < 0 et on note encore U* et V¥ ces
prolongements. Les transformées de Fourier en temps et en espace de Uk et
VE vérifient :

Loplf =0 et LopV* =0
: & d 2 e 77k ok
ou Lep = vﬁ+ad—m+ ((w+bk)+c+uk). Ainsi U* et V* sont
des distributions tempérées, solutions d’une équation différentielle ordinaire

d’ordre 2 dont la solution est :

Uk (z, k,w) = o (k,w)e™*
"k k A~ (2.6)
VE(z, k,w) = BF(k,w)er *
ol M\ sont donnés par (2.4) et vérifient Re(A*) > 0, Re(A™) < 0.
On a alors les relations suivantes en variables de Fourier :

o )
‘Z/ -tk =0 o
dV’“ (27)

k _
T - A VE=0.
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Si les symboles de Fourier de S* sont respectivement \*, alors dés k =
2, Derreur dans chaque sous-domaine vérifie un probleme homogeéne avec
des conditions limites et une condition initiale nulle, i.e. par unicité de la
solution, l'erreur dans chaque sous-domaine est nulle. Par suite, u? = wiq-
et v = wig+. O

Les opérateurs S+ et S~ sont exacts mais non locaux, nous ne pouvons
donc pas les utiliser directement dans I’algorithme. En fait, nous les rem-
placons par des opérateurs différentiels d’ordre 0 ou 1, i.e. nous remplagons
les A* par des polynomes en k et w.

2.2 Algorithme de Schwarz généralisé
Nous introduisons les polynémes d’ordre 1 :

a ——
M=t P g titkg et AT = 2P g —ibkq
2v 2v
ou p > |a| et ¢ > 0. Les opérateurs différentiels correspondants, AE, qui

remplaceront dans (2.3) les opérateurs S* sont donnés par :

a+p 0 0 a—p 0 0

A = 9 g2 oA =2P 9 9
1=, Tagthg, i A= 5T g — b

(2.8)

Ce qui meéne a l'algorithme suivant :

L ukt! = f dans Q™ x]0,4oo[
uk+1(.,.,0) = wp dans Q"
0 a-p 0 O\ g1 _ (0 a-p 0 0\ &
(5 =75 rag thagy )" = (5= 5" + g +bagy )" sur TXI0,wos
L vkt = f dans Q*x]0, +o0[
vk+1(.,.)0) = wp dans QF

(2 _etp_ Q_bqa)vm = (Z-ate_ 0.

AW
E 5 95 bqa—y)u sur I'x]0, 4+o0[

On pourra trouver dans [8] la démonstration des théorémes suivants :

Théoréme 2.2: Soit p > |a| et ¢ > 0. Soit f dans H'/2(Q x (0,T)) et
wo dans H(Q). Sous certaines conditions de compatibilité sur l’itération 0,
les sous problemes (2.9) et (2.10) sont bien posés dans H>*2(Q~ x (0,T)) N
H3¥2(QF x (0,T)).
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2
Théoréme 2.3: Sip — a—q > 0 lalgorithme (2.9),(2.10) converge dans

L*®((0,T); HX(Q7))NL2(0, T; H(Q7))x L>°(0, T; HY(Q))NL2(0, T; HY(QF))
vers la solution de (1.1).

Remarque: ladéfinition et les propriétés des espaces de Sobolev H™*(2x]0, T')
pourront étre trouvés dans [6].

1l reste & choisir p et q. Pour cela on peut envisager deux stratégies. La
premiére consiste & approcher les symboles A* par un développement de Tay-
lor en basses fréquences (voir [1],[9]). Mais dans le but de tenir compte de
toutes les fréquences et d’obtenir ainsi une méthode plus performante, nous
adoptons une autre stratégie : nous introduisons le taux de convergence de
’algorithme (2.9), (2.10) et choisissons les p et ¢ qui minimisent ce taux sur
toutes les fréquences. Ce raisonnement a été appliqué au probléme station-
naire en dimension 2 dans [4], puis au probléme instationnaire en dimension
1 dans [2].

Nous présentons ici des résultats numériques qui illustrent V'efficacité des
méthodes optimisées.
Nous résolvons ’équation de convection diffusion sur le carré unité et sur
lintervalle de temps ]0,1[. Nous placons I'interface en z = 0.6 et les deux
sous domaines se recouvrent d’une maille. Les données physiques utilisées
sonta=b=1,c=0,v=0.05.
La figure 1 montre 1'évolution de ’erreur en fonction des itérations de ’algorithme
de Schwarz. Nous montrons les résultats obtenus avec I’algorithme de Schwarz
classique (conditions de Dirichlet), puis avec I'algorithme (2.9), (2.10). Les
parametres p et ¢ sont d’abord choisis par développement de Taylor, puis
par optimisation du taux de convergence. On voit que la méthode optimisée
améliore nettement la vitesse de convergence de I’algorithme.

3 Couplage de I’équation de convection diffusion et de
I’équation de convection

Nous reprenons dans cette section le raisonnement précédent : nous décom-
posons le domaine €2 en deux sous-domaines Q- et Q*, mais cette fois-ci nous
considérons que la viscosité est faible sur {2 et méme négligeable sur Q.

Nous résolvons I’équation de convection sur Q* et notons L. = e +BV+e

304



METHODE DE DECOMPOSITION DE DOMAINE ET DE COUPLAGE
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Figure 1: Logarithme de I’erreur L2(I'x]0, T[) en fonction des itérations

I'opérateur correspondant.

Nous introduisons le probléme :

[ dans Q*x]0, +oo[

Lcpu = f dans Q™ x]0, +oo] Lov
wp dans QF

u(-,0) wo dans 2~ v(-,0)

Il
]

Pour que u et v soient compatibles avec la solution de I’équation de convec-

u=v
tion diffusion sur 2, nous cherchons u et v vérifiant & 'interface { Ou Ov .
oz 0Oz

Notons qu’une définition différente du couplage a été introduite dans [3]
et les conditions imposées sur l'interface sont différentes de celles que nous
imposons ici.

Dans la section suivante, nous écrivons l'algorithme de couplage correspon-
dant et proposons des conditions de transmission satisfaisant la continuité
de la solution et de son flux au niveau a interface.

3.1 Algorithme de couplage

L’opérateur de convection est un opérateur de transport, ainsi le nombre de
conditions limites & imposer au probleme dans Q% dépend du signe de la
composante normale de la vitesse de convection (B - 7).

Nous détaillons ici I’algorithme de couplage selon le signe de la vitesse de
convection.
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3.1.1 Cas de la vitesse sortante vers QF

Dans le cas ot B - 7 = a est strictement positif sur I', 'algorithme s’écrit :

s ﬁCDuk‘H — f dans Q_ X]Oa +OO[
ﬁ ut+1(., . 0) = wp dans €2~
k+1 k
L Z_Z — Skttt = % — S57v*  sur I'x]0, +oo]
' (3.11)
Ecvk+1 = f da:ns Q+X]0, +OO[
] V(- 0) = o dans 7
k41 k
g_g — Gtpktl = % — S*Tu*  sur I'x]0, +o00]
\ .

Comme dans le cas de la décomposition de domaine, nous écrivons ’algorithme
vérifié par les erreurs dans 0~ et QF, que nous notons U* et V¥. Les trans-
formées de Fourier en temps et espace de U* et V* vérifient :

«

Lo =0 et LoVk=0

ou 2
Lep v— ta—+ (i(w+bk)+c+uk2)
df dz
I ——a(——zw+bk—£)
¢ dx a a

Ainsi U* et V¥ sont solutions d’équations différentielles ordinaires que
I’on peut résoudre aisément :

L?k(z, k,w) = ak(k,w)e)\+a:
{ Vh(z, k,w) = BF(k,w)er* (3.12)

avec A\, = iw—‘%—% + ;cl_ et At donné par (2.4).

Ce qui signifie que les relations suivantes sont vérifiées :

~k
~k
M\ =0
dz, (3.13)
v sk
£ -V =0
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Dans les variables initiales, ces relations deviennent :

M 10 8 (3.14)
5z a'ot oy

Nous notons que cette fois A, est déja un polyndéme dans les variables de
Fourier k et w ; nous avons donc pu introduire I'opérateur exact sur le bord.
L’opérateur St est celui que nous avons introduit dans la premiére section.
Il sera remplacé par un opérateur différentiel d’ordre 0 (¢ = 0).

Nous proposons alors I'algorithme de couplage suivant :

( .Lcouk“ = f dans Q7 x]0, +o0[
< uk‘:(i, 0) = W dans Q-
ou™t 1.0 3} ov*® 1,0 1o}
urt _ 29 9 k1 _ vt 1.0 .0 k
| % a(8t+ 8y+c)u e a(6t+b8y+c)v sur I"x]0, +o0[
[ Lov*t! = f dans Qx]0, +o0[
< v**1(-,0) = wp dans QF
ok a—p k1 ot a-p ,
% o = 5 "5y W sw I'x]0, +o00[

(3.15)

Théoréme 3.1: Si B -7 =a > 0 est constant, Ualgorithme (3.15) converge
en deur itérations.

PREUVE: Le résultat vient du fait que I'opérateur sur le bord du co6té Q—

est exact. -

3.1.2 Cas de la vitesse entrante vers Q~

Dans le cas o B- 7 = a < 0 sur I, ’équation de convection dans Q+ ne
nécessite pas de conditions aux limites. Dans Q~, ol ’on résout I’équation

de convection diffusion, nous imposons une condition de Dirichlet pour nous
assurer un minimum de continuité.
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3.1.3 Cas de la vitesse tournante

Dans le cas ot la vitesse n’est plus ni purement sortante, ni purement entrante
(par exemple vitesse tournante), nous introduisons :

Tou={z€l,B-7>0}
Iip={z€l,B-i<0}

ou 7 est la normale sortante de Q= et ot 'on a Tyt UTin =T €t Tppe Ny = 0
L’algorithme proposé est le suivant :

( LopuFtt = f dans Q™ x]0, +-o0]
ubt1(-,0) = wp dans Q~
ﬁ Louftt = Lov* sur Touex]0, 400[
{ uktl = oF sur T';, %]0, +oof
[ Lovktt = f dans Q*x]0, +o00[
< vF+1(.,0) = wp dans QF
8 k+1 a k
\ 8_:0 —AFoFl = 53— — Mtk sur Ty x]0, 400f

A convergence on aura alors

v = v  sur I'x]0, +o0f

Ou ov
_6; = EI_ sur FoutX]O, +OO[

3.2 Résultats numériques
3.2.1 Vitesse constante

On résout ici ’équation de convection diffusion sur le carré unité et sur
I'intervalle de temps [0, 7] avec les parameétres physiques : v = 0.001, a = 0.1,
et b=0.1.

L’interface est placée en z = 0.6. Les figures (2) et (3) montrent la condition
initiale et la solution au temps t = 7.
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Figure 2: Condition Initiale Figure 3: Solution at =7

On peut alors observer sur la figure
4 la coupe en y = 0.5 de la solution
du couplage au temps ¢ = 7, quand

l’algorithme a convergé i.e. apres deux " somon coumamn | |
itérations. On compare cette solution ~— °|- Sculonvsiesse )\

a la solution visqueuse (solution de 0ss \\
I’équation de convection diffusion sur o \
'espace entier 2). Dans le domaine 02
27, la solution du couplage correspond o \

3 la solution visqueuse ; dans le do- . \
maine %, on observe bien une solu- T

06 o8 1

tion qui convecte mais ne diffuse plus.
On voit par ailleurs que la solution et
sa premiere dérivée sont bien continues
au niveau de I'interface.

Figure 4: Coupe de la solu-
tion

3.2.2 Vitesse tournante

On résout ici I’équation de convection diffusion sur le carré unité, et sur
l'intervalle de temps [0, 1] avec les parametres physiques ¥ = 0.001, a =
1-2y,b=1.

L’interface se trouve en z = 0.6. Les figures (5) et (6) montrent la
condition initiale et la solution & ¢t = 1.

Les figures (7) et (8) montrent deux coupes en y < 0.5, i.e. dans la région
ou la vitesse de convection se dirige vers 2*. On voit que, comme pour la
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Figure 5: Condition Initiale Figure 6: Solution &4t =1

vitesse constante, la solution du couplage correspond 2 la solution visqueuse
dans 2. Dans O, la solution convecte mais ne diffuse plus.

Les figures (9) et (10) montrent deux coupes en y > 0.5 (région ou la vitesse
de convection sort de 2%). On voit que puisque la solution n’a pas diffusé
dans Q%, la pertubation qui en résulte se propage a Q™.

os}f — Solution couplage

==+ Solution visqueuse| ool T S i 2

Solution visqueuse|

02 o4 06 o8 1 02 04 06 08

Figure 7: Coupe en y = 0.3 Figure 8: Coupe en y = 0.5

ool — Solution couplage
==+ Solution visqueuse| f.,

_,)
o
H

o8 0

Figure 9: Coupe en y = 0.7 Figure 10: Coupe en y = 0.9
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4 Conclusion

Avec I'objectif de résoudre numériquement des équations sur un domaine de
grande taille, nous avons mis en place un algorithme de décomposition de do-
maine global en temps pour le probleme modele de I’équation de convection
diffusion. Et I'optimisation des conditions de transmission nous ont donné
une convergence rapide vers la solution globale et donc un algorithme moins
coliteux.

Ensuite nous nous sommes inspirés de cette méthode pour écrire un algo-
rithme de couplage entre deux équations, que des résultats numériques ont
validé.

Ces méthodes ont été étudiées dans un cas scalaire, nous travaillons main-
tenant & leur généralisation au cas vectoriel pour le systeme Shallow Water.
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