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Rayon de convergence générique des équations
différentielles a coefficients polynomiaux sur un corps
de nombres

S. Manjra, S. Remmal

Introduction

La fonction "Rayon de convergence générique” R(M,r) (r > 0) d’'un module
différentiel p-adique M introduite par Dwork-Robba a joué un role fondamental dans le
développement de la théorie des équations différentielles p-adiques ainsi que dans ses ap-
plications arithmétiques : sommes exponentielles, fonctions L d’une variété algébrique,
théorie de transcendance, etc...(Cf. [CR], [Bo], [Rel], [Al], [A2]...). Le calcul de
R(M,) est en général trés difficile si on n’a pas une base cyclique et si la matrice
de dérivation est petite [CD1]. Cependant, lorsque M est un k(z)-module différentiel
(ot k est un corps de nombres) les résultats de Christol- Dwork et Pons ainsi qu'une
évaluation de cette fonction au voisinage des singularités ([RC]) nous ont permis de
montrer que I'ensemble des pentes de tous les graphes des fonctions R, (M,r)(avec
v décrivant les places finies de k) est fini (théoréme 3.1). Nous trouvons également
des relations de comparaisons entre R,(M,1) et le rayon de convergence R,(Y) de
la matrice uniforme Y des solutions formelles de Turrittin de M en 0 dans le cas ou
M est un module différentiel non soluble & coefficients éléments analytiques sur une
couronne (théoréme 2.2). Nous concluons ce travail par une application intéressante .
des résultats précédents aux G-modules. On vérifiera notamment que les propriétés
” Bombieri”, ”local Bombieri” et "local Galochkin” (Cf. [CD2]6) sont équivalentes pour
un k(z)-module différentiel régulier en 0 avec des exposants rationnels.

1 Définitions et rappels

Soit K un anneau commutatif muni d’une dérivation D e, soit k I’anneau des constantes
de D. Un K-module différentiel M est un module libre de rang n sur K muni d’un
opérateur différentiel 8, c’est-a-dire d’un k-endomorphisme de M qui vérifie pour tout
élément a de K et tout vecteur m de M :

§(am) = aé(m) + D(a)m.

Pour respecter la tradition des équations différentielles, nous dirons qu’il est représenté



80 S. MANJRA ET S. REMMAL

dans la base £ ={¢;} par la matrice G = (Gi;) définie par :

6(6,’) = E G’,-,-e,- *

=1

On notera alors : G = Mat(6,£).
Soit maintenant F ={f;} une autre base de M et soit Y = (Y;;) € GL(n, K) la matrice
de changement de base définie par :f; = 12; Y;je;, en posant Y[G] = Mat(6, F), on
<Fen
trouve facilement :
Y[G)=YGY '+ D(Y)Y L.

On appellera solution dans K du module M toute application K-lineaire s de M

dans K telle que : s(6(m)) = D(s(m)); Ym € M c’est & dire :

D(s(e;)) = s(b(es)) = i;G;,-s(ej) i=1,2,..,n.

Autrement dit, le vecteur (s(e1), ..., s(en)) est solution du systéme différentiel :
DX =GX.
Inversement, étant donné un tel systéme différentiel (c’est & dire étant donné une
matrice G), on peut lui associer le K-module K™ oit 'opérateur différentiel est défini
dans la base canonique {e;} de K™ par .

SiL=D"+ay1D*+..4+ap € K[D]. On lui associe le K-module différentiel
M = K[D]/K[D].L. Ce module est libre de rang n, de base {1,D,...,D""'} avec
§(D*) = D! pour i = 0,1,..,n— 1 et §(D") = —ap_; D" — .. — qg.

D’autre part, lorsque K est un corps de carK = 0, tout K-module différentiel M
de rang n, posséde un vecteur cyclique c’est & dire un élément de M tel que la famille
{m, §(m),..,6" }(m)} forme une base de M.(pour plus de détails voir[ De]). La donnée
de M correspond finalement & celle d’un opérateur ou d’un systéme différentiel.

1.1 Modules différentiels algébriques

Soient k un corps commutatif algébriquement clos de caractéristique 0 et K = k((z))
le corps des séries formelles & coefficients dans k . On sait que la cloture algébrique de
K est: m'EJN Km(ott Km = K(z'/™)) et que la dérivation D = & de K s’etend d'une
maniére unique sur U K,

meN |
Si G est sous la forme : s; G,z*/™ avec G; # 0; G, € k (resp. G, € M(n,k)); on

posera : ord,G = l/m.
Définition 1.1 Soient M un K-module différentiel de rang n, £ une base de M, et
G = Mat(6,€). On appelle rang de Poincaré-Katz de M le nombre :

rpko(M) = sup  sup  {min{-1,0rd;Y[G]}}.
meN* YeGL(n,Km)
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Remarque: Par construction, le nombre rpko(M) ne dépend pas de la base choisie,
de plus on a : rpko(M) = rpko(Km ®x M).

Si rpko(M) = —1 (resp. rpko(M) < —1) on dira que M a une singularité réguliére
(resp. irréguliére) en 0.

On dira qu’une matrice G de M(n, K) a une singularité réguliére (resp. irréguliére) en
0, si le module associé a une singularité réguliére (resp. irréguliére) en 0.

Proposition 1.1 [Ka]-[BV]

Soit M un K-module de rang n. Soit G € M(n,K) une matrice qui représente la
dérivation £ dans une base de M.

1) S’il existe une matrice H € GL(n, K,) telle que @ = ord H[G] < —1 et (z~*H[G])(0)
soit non nilpotente alors rpko(M) = c.

2)I1 eziste m € IN* et une matrice H € GL(n,k(z'/™)) telle que :

ord, H(G] = rpko(M).
8)8i {m,é(m),..,6"1(m)} est une base de M : §*(m) + an_18"1(m) + .. + ao = 0,

alors :
Ord(a;)

~1}.

Soit L = D™ + an_1 D" 1 +.. + ao € K[D]. on dit que L posséde une singularité
réguliére (resp. irréguliere) en 0 si

rpko(M) = inf {

rpko(L) = inf{ Z2%)

-1} =-1

(resp. 7Tpko(L) < —1). D’autre part; on notera rpk¢(L) (resp. rpks(L)) le rang de
Poincare-Katz de 'opérateur obtenu & partir de L par le changement :

T — z—( =z (resp. £ — 1/z = 2) en 0, autrement dit rpk¢(L) (resp. rpkm(L))
caractérise la nature de la singularité de L en { (resp. & l’mﬁm) L peut s’ecrire sous
la forme : z"L = (z£)" +bn-1 (T )" +..+bp € k[lz]][z£] si rpko(L) = —1. Dans ce
cas le K-module K [D]/K [D]L posséde une base dans laquelle £ est représentée par
une matrice G de € M(n, 2k[[z]]).

Décomposition de Krull-Turrittin:

Proposition 1.2 [Bq] et [RC]
Soit G une matrice de M(n,K), alors :
1)Si G a une singularité réguliére en 0, il eziste une matrice Y € GL(n,K) et une

matrice C € M(n, k) telles que :
Y-1(G) = ~C
z

Ce qui revient d dire que Y exp(C log(z)) est une solution formelle de l’équation différen-
tielle £(2) = G(z)Z.

2)Si G a une singularité irréguliére en 0 telle que rpko(G) = —1 < —1, il eziste un en-
tier m diviseur de n!, des matricesY € GL(n,Kp), C € M(n, k) triangulaire supérieur
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et des matrices C,, de M(n,k) diagonales commutant deuz & deuz et commutant avec
C tels que :

Y Gl =Cp iz + ...+ Cp 2™ + %C

r1 = 1pko(M) < ... <1y < =1 et mr; € £ pouri =1,..,q. Autrement dit, la matrice

Yexp(;?ﬁ_’;:v"“ + .+ %x'ﬂ‘” + Clogz) est solution du systéme £(Z) = G(z)Z.

Soient m un entier naturel non nul, M un K-module différentiel de rang n et G(z)
une matrice représentant -d“; dans une base de M. Posons M,, = K,,, ® M le module
différentiel obtenu & partir de M par le changement de variables : £ —» z/™ = 2 c’est
a dire le k((z))-module différentiel de rang 7 tel que la matrice m2™~1G(2™) représente

la dérivation -&‘i— = mz"“li‘; dans une base de M.

Remarques 1.1

1)8i rpko(M) < -1, la proposition(1.2) montre que la dérivation £ est représentée
dans une base de M, par une matrice F =Y ~(z)[mz™1G(2™)) telle que :
F=mCpz" +..+mC, 2 + miC avec s; =mri + m-1€ E pouri=1,..,q .
2)Si G € M(n, LK[[z]]) alors :

a)il eziste une matrice H € GL(n, K[z, %)) (transformation de Schearing) telle que les
valeurs propres de (zH|G])(0) n’aient pas des différences dans E*.

b)si F € M(n,LK][[z]]) est une autre matrice qui représente la dérivation £ dans une
autre base de M, les matrices (zG)(0) et (zF)(0) auront les mémes valeurs propres
modulo ©. ‘

Définitions 1.1

1)Les valeurs propres de la matrice C de la proposition 1.2 seront appelées les exposants
de G.

2)La matrice Y de la méme proposition sera appelée matrice de réduction.

1.2 Modules différentiels p-adiques

Soient @;, le complété de la cldture algébrique de@ pour la valeur absolue ultramétrique
|| associée & p et , une extension de @, compléte, algébriquement close, dont 1’ensemble
[%| des valeurs absolues est R}, et dont le corps résiduel est transcendant sur celui de
Cy.

Définition : On dit que ¢, € {0, est un point générique de valeur absolue 7; (r € R),
si |t,| =7 et D™(t,,7)NC, = 0.

Un tel point existe pour tout r € R. On appelle D~ (t,,) un disque générique.

Soient 0 < 71 < 75. On note Hj,, | 'anneau des éléments analytiques dans la
couronne C(Jry,73[) = {z € O, | 7, < |z| <12} c’est & dire le complété pour la norme :

Il = sup | /()]
zeC
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de I’anneau des fractions rationnelles a coefficients dans @, sans poles dans C. C’est un
sous-anneau de ’anneau des fonctions analytiques dans C:
Ayt = {Y iz’ a; €T, et Vr €)ry,ro[: lim o) =0},
i€E oo
Dans le cas d’un intervalle fermé, on a ‘Hjy, v} = Afry -
On note Hjry rof, Ajry,r[ Tespectivements les corps des quotients des anneaux: Hjy, r|
et A}y, r,[- Pour chaque élément a de H, r,( il existe un polynéme P de Cy[z] tel que

Pa € Hyr, ryf. .
Pour tout 7 €]ry, 2|, on définit une valeur absolue | |, sur Ay, ,,{ en posant :

|f|r = If(tr)l

et une norme || ||, sur M(n, Ay, () en posant : |G|, = sup;; |Gijl» o

G = (Gi;) € M(n, Ajr, roy)-

La dérivation - de @p(z) se prolonge en une dérivation continue des anneaux Hjp, ry[,

Ay sy Hyrs 2t €6 Ajraira( - De plus on &, pour tout 7 €]ry,mo et f € Ay, g, I'inégalité

suivante : 1. d
Dl <7l 5 Vne IV

Remarques 1.2

1)Si f € Ajpy g, alors la fonction : ps log|fl.r est continue, affine par morceauz sur

Vintervalle Jlog 1, log s, et conveze si f € Ay, ryt.

2)Si f € H],,,,Zl, alors la fonction : p— log|fle est continue méme auz extrémités.

(Cf. [CR]).

1.3 Rayon de convergence générique

“La grande différence entre la théorie des équations difféntielles complexes et la théorie
des équations différentielles p-adiques est qu’une solution p-adique ne converge pas
jusqu’ala prémiére singularité contrairement & une solution complexe. Ceci nous améne
a introduire le rayon de convergence des solutions au voisinage d’un point.

Soient M un Aj,, ,,-module différentiel de rang n, G = Mat(é,€) et G, = Mat(8°,€),
les matrices (Gs)s30 sont alors liées par la formule de récurrence :

Go=1I, Gy = D(Gs) + G,G.

Si t est un point générique de la couronne C, on vérifie aisément que la matrice :

(z—-t)

uc'g(m) = ZG, )

8=0

est (’unique) solution de 1'équation différentielle : %UG,, = GUg, avec
Ug,4(t) = I. En particulier, si z est dans le disque de convergence de Ug,, on aura :

Ug,:(z) = Us e (T)Ugs(2).
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Par définition, la matrice Ug, est analytique dans le disque "ouvert” de centre ¢, et de
rayon liminf ||G,/s!||;Y/>.

8§—0
Posons :

R(G,r) = inf(lim inf 1Gs/s!lI2/2,7).

Soit maintenant Y = (Y;;) € GL(n, Ay, ), alors :R(G,r) = R(Y[G],r); autrement
dit ce rayon ne dépend pas de la base dans laquelle on le calcule. Pour plus de détails
voir [CD)].

Nous sommes amenés & définir le rayon de convergence de M au bord du disque
D(0,7~) en posant :

R(M,r) = min(iminf |G./sll; /).

Remarques:
1)On dira que M est soluble en 7 si liminf R(M,p) =r.
. p—r

2)Par le théoréme de Lutz on a :R(M,r) > 0 pour tout r > 0.

Proposition 1.3

Soit M un Ay, r,(-module.

1)S0it My le Ay jhyropni-module obtenu & partir de M par le changement :
z — zh =z, h €@}, alors pour tout r €]r1, 72, R(Ms,7|h]) = R(M,r)|h).
2)Soit M, le .A],-: i -module obtenu & partir de M par le changement :

z — 1/z = 2, alors pour tout r €]ry,r3[, R(Meo, ") = R(M,r)r=2.
3)Soit My, le Ajrm rp-module obtenu & partir de M par le changement :
z—z/™ =2 me N* |m[,D =1, alors pour tout r €]ry,ry[
R(Mpm,r™) = R(M,T)r™

4)Soit M, le .A],h,,[ module obtenu d partir de M par le changement :
T—z—a=2,a€C, etla, <1, alors R(M,,r) = R(M,r) pour tout r €]r), .

La démonstration de cette proposition est simple.
Remarque : Dans le cas o M est un 'H},., rral-module, d’aprés le théoréme ci-dessous,
I'egalité dans 4) de la proposition précédente reste valide méme en r;.

On trouve dans les travaux de Christol-Dwork et E. Pons (Cf. [CD1] et [Po])les
propriétés essentielles du rayon de convergence générique qu'on peut résumer dans le
théoréme ci-dessous :

Théoréme 1.1

Soient 0 < 1y < 12 deuz réels.

1)Soit M un Ay, r,(-module, alors la fonction : r + log R(M,exp(r)) est définie
continue sur | logry,logrs| et son graphe P, ., est un polygone dont les cétés ont des
pentes rationnelles a dénominateurs inférieurs ou égauz au rang de M.

2)5i M est un Ay, ,,-module, alors ce graphe est concave.

3)Si M est un H,, .,;-module, alors la fonction  + log R(M, exp(r)) est continue
sur [logry,logry] et son graphe est un polygone @ un nombre fini de cétés.
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La propriété 2) de la proposition 1.3 montre que le théoréme ci-dessus reste vrai méme
dans le cas o = 00.

Soit Y € M(n,0y((z))), on note (Y') le plus grand nombre réel positif r tel que
les coefficients de la matrice Y soient analytiques dans la couronne C(]J0,7[). Et si en
particulier Y € GL(n,l,((z))), on appellera rayon de convergence de Y le nombre :
R(Y) =inf(r(Y),r(Y™1)).

Remarques 1.3

Soient M un @p(z)-module de rang n, G une matrice qui represente = dans une base
deMeY € GL(n Cyl[z/™)]) (m < n!) une matrice de reductzon de G en Ofvoir
proposition 1.2 avec k =T,), alors on a :

1) R(Y') > 0 Si les ezposants de G sont des nombres algébriques (Cf. |Ba)).

2)R(Y) est mdependant de la matrice G, autrement dit si G est une autre matrice qui
représente £ dans une autre base de M et Z une matrice de réduction associée & G'

en 0, alors R(Y) R(Z) (Cf. [CH,[RQ).

2 Comparaison entre R(Y;) et R(G,1) dans le cas
non soluble ‘

Dans ce paragraphe nous donnerons une comparaison entre le rayon de convergence
d’une matrice de réduction d’un module M au voisinage d’un point singulier régulier
et le rayon de convergence générique de M en 1. Pour celd nous aurons besoin du
principe de transfert au voisinage d’un point singulier régulier.

Un élément de @), est appelé nombre de Liouville s’il existe un nombre r < 1 pour
lequel V’inégalité : |\ — n|, < ri™l= se produit pour une infinité d’entier n de E.
Remarque : Tout élément algébrique sur @ n’est pas un nombre de Liouville.

Théoréme 2.1 principe de transfert{Ch]

Soit M un @p(z)-module de dimension n. Soit G € M(n,ly(z)) une matrice qui
représente la dérivation T 4 dans une base de M qui n’a pas de singularités dans le
disque D™ (0, R). Supposons que les valeurs propres de G(0) soient dans E, et leurs
différences ne soient pas des nombres de Liouville, alors il eziste Y € GL(n,(L’,[[a:]])
telle que : Y|G] = G(0) et pour0<r<Rona:

R(M,r)=1r ssi R(Y)>r.

Autrement dit, R(Y) = sup{0 < < R| R(M,r) =r}.

Théoréme 2.2 ( cas singulier régulier)

Soit M un @y(z)-module de dimension n. Soit G une matrice de M(n,Cy(z)), n'ayant
pas de singularités dans le disque D™(0,1), qui représente 2 dans une base de M
telle que les exposants de G(0) soient dans E, et leur différences ne soient pas des
nombres de Liouville. SoitY € GL(n,@y|[z]]) une matrice de réduction de G en 0 telle

95
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que R(Y) < 1. Soient B (resp. B') la plus grande pente différente de 1 (resp. la plus
petite pente) du graphe Py y|, alors:

1)R(Y) > R(M,1)}/1-8,

2) R(M,1) > R(Y)*-A.

Démonstration: la condition : R(Y) < 1 entraine que le polygone Pjo;; posséde au
moins deux pentes. D’apreés les théorémes 1.1 et 2.1, il existe des nombres réels : r;, C;
et des nombres rationnels & dénominateurs dans [1,7] : £, i = 1,...,m tels que :

O<rg=RY)<n <..<rp=1¢et Cpn=R(M,I1)

et
R(M,r) = { :5"+IC,~+1 : ::]?7::‘7)']:41[; 0<i<m.
La concavité de la fonction R(M,.) entraine que :
B =Pn<.<h=B<L
Par continuité de la fonction R(M,.) sur |0, 1], on aura en tout point r; (0 < i < m):
PG = O,
Donc d’une part, on a :

Ci2C 2.2 Cm=R(Ma1)'

Or:
R(Y)=15'C,
d'ou : .
R(Y)=CF% > R(G,1)7A.
Et d’autre part, on a :
R(Y)=ro=18'C,
et
Ciy =r{7P4C; > R(Y)#0AC; pouri > 1.
En particulier : R(M, 1) = Cp > R(Y)'F.

corollaire 2.1
En particulier on a : R(Y) > R(M,1)".

Démonstration:
-Si B < 0 alors par la concavité du graphe et le principe de transfert, on aura :

R(Y) = R(M,R(Y)) 2 R(M,1) > R(M,1)".
-S5i 0 < 8 < 1 alors par définition : 8 < 3;71 et comme R(M,1) <1, alors :

R(Y) > R(M,1)T% > R(M,1)",
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corollaire 2.2

Soit M un @y(z)-module de dimension n. Soit G une matrice de

M(n,@y(z)) (r > 0), n'ayant pas de singularités dans le disque D~ (0, ), qui représente
zL dans une base de M telle que les ezposants de G(0) soient dans E, et leurs
différences ne soient pas des nombres de Liouville. SoitY € GL(n,@,[[z]]) une matrice
de réduction de G en 0 telle que: R(Y) < r. Soient B (resp. B') la plus grande pente
différente de 1 (resp. la plus petite pente) du graphe Pyo ., alors :

DR(Y)r™ > (R(M,r)r‘l)l/l“ls.

2) R(M,r)r=1 2 (R(Y)r )2

la démonstraton se déduit du théoréme précédent et de la proposition (1.3).

3 Polygone de convergence

On suppose dorénavant que k est un corps de nombres. On notera S ’ensemble de
toutes les places finies ¥ normalisées sur k. On note |r|, la valeur absolue d’une solu-
tion dans @ de ’équation : z°~! = —p oli p est le seul nombre premier tel que: |p}, < 1.

Si M est un k(z)-module différentiel alors, pour chaque place finie v de k, M
peut étre considéré comme un @y(z)-module (o |p}, < 1). Les quantités : R,(M,.),
Ry (Y),Hy ey rat €6 Pujryry désigneront alors respectivement le rayon de convergence
générique, le rayon de convergence de la matrice de réduction Y, I’anneau des éléments
analytiques sur la couronne C,(Jry,m2[) = {z € @, | 11 < |z|, < 72} et le graphe de la
fonction r — log Ry, (M, €") associés & la place finie v de k définies précédement pour
chaque p.

Dans ce paragraphe, nous montrerons que si M est un k(z)-module différentiel
alors, sauf pour un nombre fini de places finies de k, les polygones de convergence de
M associés aux diftérentes places finies v de k ont la méme premiére pente qui est
égale & ~rpko(M). Ensuite nous donnerons une minoration de la variation de la pente
du polygone de convergence d'un H,),, »,(-module au voisinage d’un point singulier fini
non nul. Ce qui nous permettra de prouver que l'ensemble des pentes des polygones
de convergence d’un k(z)-module associés aux différentes places finies v est fini.

Proposition 3.1

Soit M un k(z)-module de rang n associé au systéme différentiel & — 1C o4 C €
M(n, k) , alors pour toute place v € S il eziste une constante 0 < ¢, < 1, dépendant
seulement des valeurs propres de la matrice C, telle que :

R,(M,r)=7rc,; Vr>0

Proposition 3.2

Soit M un k(z)-module de rang n associé au systéme différentiel £ — G ou G =
Coz + ...+ Cyp x% + -;—C telle que :

1) les C,, sont des matrices carrées diagonales non nulles, & coefficients dans k, com-
mutant deuz & deuz et commutant avec la matrice C € M(n,k).
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2)sg<..<sy<-letsjeli=1,.,q
Alors il eriste un sous-ensemble Sy C S fini, tel que pour toute place finiev € S — Sy,
il existe 0 < ¢, <1 tel que :

R,(M,r) = inf{1i<ri!£q{’r"‘IWI,]IC,'.H;I},TCV} i Vr > 0.

L’évaluation du rayon de convergence générique, dans les propositions 3.1 et 3.2, resulte
du calcul de rayon de convergence des opérateurs différentiels de la forme : = — & ol

aed’; et s€ IN*:

Lemme 3.1 [R(]
Soient « €5, s € IN* et r > 0. Alors

(_d___g_r)_ rcot0<c<l s s=1
de zo ' | inf(r,r°|mje|™) si s>let|s—1p,=1

Dans tout le reste de ce travail, Sp désignera I’ensemble fini des places de la proposition
3.2.

Considérons la matrice de réduction Y de la proposition 1.2. Comme pour tout
r < R,(Y), le rayon de convergence générique R,(M,r) peut étre calculé & partir de
n’importe quelle base de M puisque le disque générique D~ (t,, ) (ol [t,|, = 7 |p|, < 1)
est contenu dans la couronne C(]0, R, (Y)[). Nous pouvons donc choisir une base e de
M telle que mat(diz, e) soit une matrice canonique.
Les proposition 3.1, 3.2 et la propriété 3) de la proposition 1.3 permettent d’avoir:

corollaire 3.1
Soit M un k(z)-module de rang n.
1) Sirpko(M) = =1 < =1, alors il eziste une matrice A € M(n,Q) et un sous-ensemble
So C S fini de sorte que pour toute place finiev € S — Sp, il existe 0 < €, < R,(Y)
tels que : :

R, (M,r) =r|r|,|Al, ; YO < r <¢,.

2)8i rpko(M) = —1, alors pour toute place finie v, il existe 0 < €, < R,(Y) et une
constante 0 < ¢, < 1 tels que :

R,(M,r)=1¢,; VO T <§¢,.

Remarques 3.1
1)Soit M un k(z)-module de rang n tel que rpko(M) < —1, alors, sauf pour un nombre
fini de places, il eziste €, > 0 tel que U'on ait : R,(M,r) =rl|r], pour 0 <7 < ¢,.
2) Si M est un k(z)-module de rang n, alors pour toute place finie v € S— Sy, il eziste
€, € R tel que :

dlog R,(M,e)

o (p) = —rpko(M) ; Vp < €,
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En particulier si M n'a pas de singularités dans C,(J0,r]) ot v € S — So, alors :

d~ log R,(M,¢?)
dp

(logr) < —rpko(M).

8)8i M est un k(%)-module n'a pas de singularités dans C,(Jr,y00[) de rang n ot v €
S — So, on trouve :
d* log R,(M, €”)
dp

(logr) = 2 + rpkeo(M).

La démonstration se déduit du théoréme 1.1, de 2) proposition 1.3 et du corollaire 3.1.

Cette remarque nous permet de retrouver une forme affaiblie du théoréme de Katz
[Ka]:

corollaire 3.2
Soit M un k(z)-module tel que R,(M,1) > |r], pour presque toute les places finies v,
alors M n’a que des singularités réguliéres.

Démonstration : Supposons que M ait une singularité irréguliére en { € @. La proposi-
tion 1.3 permet de supposer que ¢ = 0. Soit S’ le sous-ensemble de S contenant toutes
les places finies v pour lesquelles toutes les singularités finies non nulle ont la valeur
absolue 1 avec R, (M, 1) = #|r|, (I = —rpko(M)) pour r assez petit. Clairement 5 -85
est fini. Soit maintenant ¥ € S', M est alors un H,jo,y-module. D’apres la concavité
de la fonction : p — log R,(M, €?) sur l'intervalle | — 00, 0[ et la remarque précédente
on aura : R,(M,1) < |r|,, ce qui contredit les hypothéses.

Lemme 3.2

Soient p un nombre premier fizé et G € M(n, Hiro-erore) (0 < € < 7o) telle que toutes
les singularités de G, dans {z € Qp | 1o — € < |z]| < 10 + €}, aient la valeur absolue ro.
Soit m le degré du polynéme unitaire minimal P(z) tel que P(z)G € M(n, Hjro—erotel)-
Soit B (resp. B') la plus petite pente du graphe Piry—cro (Tesp. la plus grande pente du
graphe Pieg ro+el), alors :

I)SZ R(G,’l‘o) <ro, B2 ﬁl - m.

Q)SZ R(G,‘f‘o) =To, ,B Z ﬂ’.

Autrement dit, si R(G, 7o) < 7o, alors :

dlogR(G, &), | d*log R(G,e’)

dp (log 7o) p (logo) 2 —m.

Dans le cas ott R(G, 7o) = 1o, le graphe Pjr;_cro+¢| €St concave.
Démonstration:1) Par construction de Pon a :

\P|, = rg si <71
T ™ si > 10
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Comme R(G,ro) < 7o, alors par continuité, il existe 0 < €y < € tel que :
R(G,r) = lim inf IGs/8!172 ; ¥r €]ro — €0, 70 + €ol.

Posons F; = P(z)G; = P(z)G et F, = P(z)°G, Vs € IN. Clairement F, €
M (1, Hjro—eo,ro+eof) POUr tout entier s. Et comme I'enveloppe supérieure de fonctions
convexes est convexe, il en résulte que les fonctions :

p = log || Fyller = m'_?x log |(F3)ijler
sont convexes sur |log(ry — €),log(ro + €)[. La fonction :
. 1
h(p) = lim sup(=log || Fs/s!]les)

qui est limite supérieur de fonctions convexes est également convexe. D’autre part :

mlogro+ limsup (3log||G./s!|les) si p <logro
- 8—00
MO =\ mo+ tmap (GlogllGufsllle) s 2 logro
c'est a dire
h(p) = mlogre — log R(G,e?) si p<logry
PI=1\ mp- log R(G, e?) si p>logrg
et puisque
d~ log R(G,e*)
ap
existent et sont finis en tout point de l'intervalle ]log(ro — &), log(ro + €)], alors en
vertu de la convexité de la fonction h sur le méme intervalle on aura :
)= d” log R(G,e?) ) d*log R(G,€?)

(o) et T1ER(G.E) f/fc’ ) o)

(P)+m20

dh(g),  , dh(),
dp (p) + B

pour tout p €]log(ro — €),log(ro + €o)| et en particulier en logry. D'ou 1).

2) Si R(G,1¢) = T, alors du fait que R(G,r) est toujours inferieur & r, il est clair qu'on
a: 2124

Théoréme 3.1 Soit M un k(z)-module de rang n, alors l’ensemble contenant les
pentes des polygones de convergence de M associés auz différentes places finies v est
fini.

Démonstration: Soit G € M(n,k(z)) une matrice qui représente la dérivation -&4; dans
une base de M. Soit v une place finie fixée dans S. Désignons par r;,; i = 1,..,9
les valeurs absolues (associées & v) des singularités finies non nulles de G telles que :
0<my<ryy L. £y, Posons :

m;, = inf{degP | P € k[z], PG € M(n,Hy}r, s i)} i 8=2,0g— 1
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my, = inf{degP | P € k(z], PG € M(n, Hujoran)} ;
myq, = inf{degP | P € k[z], PG € M(n, Hore-1ao00l)} 5

et
_ _d logR,(M,e?) + _ d*log R,(M,e)
:Bi,v = dp (log ra,v) et v = "—"—r(]og r:,u)
pourt =1,..,q.

D’aprés le lemme précédent, on a : §;, > B, —m; pouri=1,2,...,q.
Soit Bj, une pente d'un cété du polygone Pujrsursrnl> donc par concavité sur chaque
intervalle ] log(r;,), log(ris1,)[, on a d’une part :

j q
ﬁjo S ﬁfu S ﬂ]:y + Ernl',ll S ﬁl—,y + Emi,ll
i=1

i=1

et d’autre part :

q q
ﬂjo _>_ j-+1,y Z ﬁ;:y - E "Li,u 2 ;B;:y - E’ni,ll‘
i=j+1 i=1

Comme ’entier

q
m = m;, = inf{degP | P € klz], PG € M(n,k[z))}
i=1

est indépendent de la place v, alors :
;:y—mSBjo Sﬁ]:y‘*'m

-Si maintenant v € S — Sy, alors d’aprés la remarque 3.1 on a : Br, < —rpko(M) et
iy = 2+ TPk (M). Dot :

2 —m+rpke(M) < By < m — Tpko(M).

Or les pentes du polygone de convergence P, sont rationnelles 3 dénominateurs dans
[1,n], I’ensemble :

{8, € R| B, est une pente de P,, v €S- S}

est donc fini d’aprés la théoréme 1.1. Et comme 'ensemble S, est fini, il sera de méme

pour:
{8, € R| B, est une pente de P,, v € S}.

Conséquence: en particulier si M n’a que 0 et co comme singularités, alors toute
pente 3, de {P, | v € S — Sy} est comprise entre —rpko(M) et 2 + rphoo(M).
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4 (G-modules et G-fonctions

Soit (as)s>0 une suite de nombres algébriques vérifiant les conditions suivantes :

(G) : il existe une constante C > 0 telle que pour tout s :

(G1) : les conjugusés de a, sont de valeurs absolues (archimédienne) inférieure a C*.
(Gz) : le dénominateur commun & ag,ay,,a, est de valeur absolue (archimédienne)
inferieure & C°. 4

Définition 4.1 Une fonction f, solution d’un opérateur de kiz, £], est dite une G-
fonction si elle est de la forme : ;o asz°, ot les a, vérifient les conditions précédentes.
$2

Notons que les G-fonctions forment une §z]-sous-algébre de §||z]] stable par
dérivation.

Soit ¢ € k(z)[:£]. On dit que ¢ est un G-opérateur s'il verifie la condition suivante

I R.(¢,1) #0 (CE [A]V5.2).

Techniquement, il est parfois plus commode de travailler avec des modules différentiels
sur §(z) plutdt qu'avec des opérateurs différentiels. Les définitions sont compatibles
au sens ot §(z)[£] /@ (z)[£]$ est G-module si et seulement si ¢ I’est.

Si ¢ est un G-opérateur, on aura : R,(¢,1) > |r|, pour toute place v au-dessus d’un
ensemble de nombres premiers de densité 1. En vertu du théoréme de Katz ([A1]V5.2),
@ n’a que des singularités régulieres & exposants rationnels.

Théoréme 4.1 (Chudnousky) [A1]
Soit f € Q[[z]] une G-fonction, et soit ¢ € k(z)[s£] un opérateur non nul d’ordre
minimal tel que ¢f = 0. Alors ¢ est un G-opérateur.

Lemme 4.1
Soit M un k(z)-module de rang n, et soit N le k(z)-module obtenu d partir de M par

un des changements figurant dans la proposition 1.8, alors :
Ru(Mr 1) = RV(Na 1)
sauf pour un nombre fini de places finies v.

La démonstration est une conséquence immédiate de la proposition 1.3 et la remarque
qui la suit.

Théoréme 4.2
Soit M un G-module de rang n. Soit Y € GL(n,Q[z]]) une matrice de réduction de
M en ¢ €Q. Alors pour tout sous-ensemble non vide S ¢ S on a :

I RAY) #0.

ves'
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Démonstration : D’une part, on sait que les G-modules sont stables par des change-
ments rationnels de la variable z( lemme 4.1), donc on peut supposer que { =
D'autre part, soit T I'ensemble des v € S’ tel que toutes les éventuelles singularités
non nulles ¢ de M vérifient |[(], = 1 et tous les exposants sont dans Z,; ou |p], < 1.
D'ou nécessairement S' — T est fini. Notons S; le sous ensemble de T tel que I'on a
pour chaque v € S}, R,(Y) > 1 de telle sorte que M est un H,jo,1-module pour toute
v €T — S;. D’apres le corollaire (2.1) on a :

IR II RY)> I RM)">I]RM,1)"#0

veT veT-51 veT-$ veS

car R,(M,1) < 1. Et comme S’ — T est fini et R,(Y) > 0 pour tout v € S alors :
[, Ru(Y) #0.

vesS
En particulier, si on note S’ I’ensemble de toutes les places v € S telles que

R,(Y) <1, on obtiendra : [I_ inf(R,(Y),1)= [, R,(Y)#0.

veS

corollaire 4.1
1)Soit S’ un sous-ensemble de S, alors si f est une G-fonction, on aura :

H, m(f) # 0.

veS

2)Soit Y € GL(n,Q|[z]]) telle que les coefficients de Y et Y~! soient des G-fonctions,
alors : gs R,(Y) #0.

Démonstration : 1)se déduit des théoremes 4.1 et 4.2
2)-a) Posons : ,(Y) = mf 7,(Y;;), alors H r,(Y) # 0 pour tout S’ C S.

En effet, si on munit !’ ensemble [1,n] x[1, 'n,] de Vordre lexicographique > et si on pose
Su={ves |r(Y)= 7v(Yu1)} et pour (3,5) 2 (1,1):

S;; = GS"‘ ) Suw |1 (Y) =1,(Y;5 ’
= eS~ U Suln®)=nl)

la famille (S;;);; formera une partition de §'. Dot :

I =TI n =TI I n%).

ves' i,j v€S;; i,J V€S

Or, d’apres 1), on a ‘[;[ 7,(Yi;) #0Vi,j € [1,n]. Par suite [I, r,(Y) #£0.

vES

Et par la méme démarche, on montre que : ] r, (Y1) #
ves'

-b)Si on note S’ I'ensemble de toutes les places v € S telles que :
7,(Y) > r,(Y 1), on obtiendra & partir de a) :

HR,,(Y): H (Y )H (Y™ 1)750

ves ves-S' ves'
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Théoréme 4.3
Soit M un k(z)[£]-module de rang n, ayant 0 comme singularité réguliére & ezposants
rationnels. Soit Y € GL(n,Q|[z]]) une matrice de réduction de M en 0. Si

IIR.(Y)#0

VES
alors M est un G-module.

Démonstration : soit T le sous-ensemble de toutes les places v € S pour lesquelles,
toutes les éventuelles singularités finies non nuls de M sont de valeurs absolues (as-
sociées & v)1, tous les exposants en 0 sont dans Z,, avec [p|, < 1. Nécessairement S—T
est fini. Désignons par S le sous-ensemble de toutes les places v € T' pour lesquelles :
R,(Y) > 1 et par § la borne inférieure de I’ensemble fini des pentes des polygones de
convergence de M associées aux différentes places de S (théoréme 3.1). M est alors
un H,,jo,1(-module pour toute place v € T — Sj. D’aprés le théoréme (2.2), on aura :

H RV('M) 1) = H RV(M7 1) > H RV(Y)I—ﬁ 7£ 0
veT veT-8; veT-8,
car par le principe de transfert on a : R,(M,1) =1 Wv € S;. Et comme S — T est
fini et R,(M,1) > 0 pour tout v € S alors : Iels R,(M,1) #0. Par suite M est un
14

G-module.

Remarques 4.1
1) Les théorémes 4.1 et 4.2 montrent que les conditions "Bombieri” (B) et "local
Bombieri” (LB) (Cf. [CD26) sont équivalentes en un point singulier régulier d ez-
posants rationnels.

2) Le corollaire 4.1 montre que la condition ”local Galochkin” (LG) entraine (LB)(Cf.
[CDg))6.

8)Une consequence importante de ce travail est de donner une caractérisation p-adique
des E-opérateurs. On montrera notamment dans [MR] une version d’une conjecture
d’Yves André(Cf. [A4)).
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