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AQMISSIBILITE DE L’0OBSERVATION POUR DES SYSTEMES i
BILINEAIRES CONTROLES PAR DES OPERATEURS NON BORNES.

ABDELALI IDRISSI

RESUME. Moyenant la notion de systémes de contréle bilinéaires abstraits, présentée
dans (2], nous avons montré I'existence et I'unicité d’une famille d’évolution génératrice
de la solution réguli¢re d’un systéme bilinéaire contr6lé par un opérateur non borné
admissible. Des conditions suffisantes ont été données sur I’admissibilité d’une famille
d’observation dépendant du temps pour ce genre de systéme.

Mots clés. Systéme bilinéaire, extrapolation, opérateur de contréle admissible,
opérateur d’observation dépendant du temps.
MSC 2000. 31C25, 31B90, 42A85, 31A10.

1. INTRODUCTION.

La modélisation du contrdle et de I'observation pour certains systémes réels dont la
représentation se fait, par exemple, par des E.D.P., fait intervenir des opérateurs de
contrdle et d’observation non bornés. Cela se produit, par exemple, quand le contrdle est
frontiére ou quand les mesures se font en un point ou sur un domaine spatial limité. C’est
le cas aussi pour des équations fonctionnelles avec des entrées et sorties qui dépendent
du retard, cf. exemples 3.9 et 5.1. Contrairement au cas classique ou les opérateurs
sont bornés, cette non bornitude représente un handicap lors de la phase d’analyse et
de contrdle des systémes: stabilisabilité, observabilité, probléme de contréle optimal et
détectabilité. Cela revient au fait que la solution peut ne pas exister dans I'espace d’état,
qu’ elle ne dépend pas continiment du contrdle introduit et que la fonction de sortie peut
perdre son interprétation ponctuelle au dela d’'un domaine des états initiaux. Ce probléme
a été un sujet stimulant & de nombreux travaux. Nous citons, entre autres, les premiers
papiers de Russel [26], [27], Fattorini [14], les ouvrages de Lions [19], Curtain-Pritchard (7}
et le plus récent de Keulen [18]. Dans ce travail, on considére les systémes bilinéaires qui
forment une classe de transition entre les systémes linéaires et les systémes non linéaires,
voir, e.g., [3], [12], et qui sont de la forme suivante

i (1)
-y {20

muni de I'équation de sortie:

Az (t) +u(t)Bz(t), t>0,
Zo;

(1.2) y(B)=C®H)z(t), t>0,
ol (4, D (A)) est le générateur d’un Co-semi-groupe (T (t)),5, dans un espace de Banach
X, la fonction de contréle v € L) (R;) (Ry := [0,400[, p € [1,00]) et la fonction
de sortie y(-) est & valeurs dans un espace de Banach Y. L'opérateur de controle B
et les opérateurs d'observation C (t), t > 0, sont supposés non bornés dans le sens ou
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Bel (X,Y) et C(t) € L(X,Y) ot X et X sont des espaces de Banach tels que

X x4 X, ou” S est P’injection continue et dense, et que

T (-) := (T (t)),»o est prolongeable par continuité & un Cp — semi-groupe
T (-) de générateur A sur X et se restreint & un Cy — semi-groupe

T (-) de générateurA dans X.

(Hy) :

Cette hypothése n’est pas trop restrictive, car il englobe plusieurs exemples & savoir, e.g.,
les espaces d’extrapolation X}, n € Z, associés & A, introduit par Da Prato-Grisvard [10]
et Nagel [21], les espaces interpolés de Holder X2, n € R\Z, cf. [13], et aussi, pour des
situations plus liées aux opérateurs B et C(t), t > 0, on peut voir les exemples 3.5, 3.9
et 5.1.

Dans ce travail on s’intéresse, dans un premier temps, & P'existence et I'unicité de la
solution réguliére de (1.1). Plus précisément, on cherche & assurer P'existence et I'unicité
de la solution dans ’espace X (resp. X) pour des données initiales dans X (resp. dans
X)) pour tout contrdle u € L} (R, ). Notre fagon de faire consiste, moyenant la notion de
systémes de controle bilinéaires abstraits que nous avons introduit dans [2], & considérer
des opérateurs de contrdle non bornés dit admissibles, pour lesquels on montre I’existence

d’une famile d’évolution (@, (2, 5)) (;»>0) dans X (resp. X), solution de 'équation intégrale

(1.3) é(t,s)z=T (- s)x+/tT(t—0)u(a)B¢(a,s)zda,_

pour tout € X (resp. z €X). Notons que ce résultat généralise le théoréme 2.9, [2], ol
les auteurs ont considéré des opérateurs de contrdle non bornés a valeurs dans I’espace
d’extrapolation X4, de X qui est un cas particulier des X considérés ici.

Dans un deuxiéme temps, on s’intéresse & I’admissibilité de 'opérateur d’observation
non borné qui assure l'obtention d’une fonction de sortie y(-) LP-intégrable pour toute
donnée initiale dans l'espace d’état X. -Dans la littérature, on trouve plusieurs au-
teurs qui ont accordé un grand intérét & ce probléme. Nous citons, & titre d’exemple,
Curtain-Weiss [9], Weiss [30], Keulen [18] et Salamon [29] qui se sont intéressés au cas des
systémes linéaires autonomes avec une observation qui ne dépend pas du temps. Cette
notion d’admissibilité est nécessaire pour 'analyse des systémes. On cite, par exemple, le
probléme de la stabilité robuste (cf. Hinrichsen-Pritchard [15], Jacobe-Dragan-Pritchard
[17)) ou le probléme de contrdle linéaire quadratique, (cf. Curtain-Pritchard [8]). Ici,
nous donnons des conditions suffisantes pour 'admissibilité de la famille des opérateurs
(C (t)) ;> non bornés, donnés dans (1.2). Cela va permettre d’appliquer les résultats de
[16] pour ce genre de systéme qui constituera I'objet de notre prochain travail.

Ce travail est divisé en quatre sections: la section 2 est une section préliminaire, essen-
tiellement consacrée & la notion du systéme de contréle bilinéaire abstrait et des propriétés
qui sont nécessaires pour le développement de la section 3. Un résultat sur la localisa-
tion des espaces des opérateurs de contréle admissibles par rapport & un espace bien
concret a été donné. Dans la section 3, on donne un résultat d'existence et d’unicité de
la famille d’évolution génératrice de la solution réguliére de (1.1). Nous avons, ensuite,
obtenu un résultat sur la différentiabilité de cette solution dans X' et X, en remplagant
Vopérateur B par d’autres opérateurs & images dans l'espace de Favard et I’espace de
Favard extrapolé associés & 'opérateur dynamique A. Des exemples ont été donnés pour
illustrer les résultats obtenus. Dans la section 4, on donne des conditions suffisantes de
I'admissibilité de C (-) pour le systéme bilinéaire (1.1) contrélé par un opérateur non
borné admissible. Une application sur un systéme bilinéaire de conduction controlé par
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un opérateur non borné, avec des observations autonomes et non autonomes, a été donnée
dans la section 5.

2. NOTIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES.

Dans cette section, on introduit des notions et résultats qui nous seront utiles par la
suite et dont les démonstrations sont données dans [2]. Pour cela on commence par in-
troduire la notion de systémes de contrdle bilinéaires abstraits:

Soient f,g € L. (R;, E), ot E est un espace de Banach, et 7 > 0. Alors la 7-concaténation

de deux fonctions f et g, notée par f S g, est définie par:
_ | f® si te€[0,7]
(f & 9)t) = { g(t—1) si t€[r,00].

Définition 2.1. Soient T (-) un Cy-semi-groupe dans un espace de Banach X et p €

[1,00]. Un systéme de contréle bilinéaire abstrait (s.c.b.a.) pour X et p est un couple

(T'(-),¥), avec W := (¥;)s»0 est une famille d’opérateurs de BL (L? (Ry) x L (R, X), X)
(espace des opérateurs bilinéaires bornés), et 1 s+ 1 =1, qui vérifie

(2.1) | Urie(u O v,2 O 9) = T () ¥ (1, 7) + Wilv,9)

pour tout u,v € L? (R}), z,y € LI (R, X) et t,7 > 0.
Un simple exemple d’un s.c.b.a. est de considérer un opérateur B borné dans X, un
Cy-semi-groupe T'(-) sur X et la famille d’opérateurs bilinéaires

Uy(u,z) := /otT(t —8)u(s)Bz(s)ds, t>0,

qui sont bornés de L? (R;) x LI(R;, X) vers X (p € [1,+0o0] et },+ % = 1). Alors, par
intégration par parties, on vérifié facilement que (7'(-), ¥) est un s.c.b.a. pour X et p. On
verra aprés, cf. remarque 2.6 (ii), que certains opérateurs non bornés permettent aussi
de définir un s.c.b.a..

Remarque 2.2. Soit (T'(-), ¥) un s.c.b.a.. Alorson a

(1) \I’o = 0,

(#4) pour tout t > 0, la valeur de ¥, ne dépend que de la restriction de u et z sur [0,1],
i.e.,

(2.2) Uy(u,z) = T, (u$0,z80).

(#3) Pour (v,y) € L}, (Ry) x LY. (Ry, X), on définit
(2.3) T (v,9)= 0 (v 0,y 60).

Alors U, est un prolongement par continuité de ¥, & un opérateur bilinéaire borné de
L}, (Ry) x LY, (R4, X) vers X, qui vérifie les propriétés de composition (2.1) et de
causalité (2.2).

On donne maintenant quelques propriétés topologiques de la famille (¥¢),5, -
Proposition 2.3. [2] Soit (T (-), ¥) un s.c.b.a. pour X etp € |1,00[. Alors, la fonction

(t,u,z) = ¥y(u, 1)
est continue de Ry x LP(R,) x L?(R;,X) vers X. Par suite, via (2.3), la fonction
(t,u.z) ¥ t(u, ) est aussi continue de Ry x L (R,) x LI _(Ry,X) vers X.

75



76 Abdelali IDRISSI

La proposition suivante donne une estimation exponentielle de [|¥:|.

Proposition 2.4. [2] Soit (T (-),¥) un s.c.b.a. pour X etp € [1,00]. Soient M > 1 et
w € R telles que
IT@)]| < Mexp(wt), Vt20.

Alors
(3) siw >0, il eviste L > 0 tel que

1%ells, < Lexp(wt), V20

(#) siw <0, ¥ est uniformément bornée.

Définition 2.5. Soient (T (t)),»o un Co-semi-groupe dans X et X un espace de Banach
tels que -

() XSX, _ _

(i3) le semi-groupe T (-) admet une ectension par continuité T (-) sur X qui est un Co-

semi-groupe dans X.
Alors on dit qu'un opérateur B € £ (X, X) est un opérateur de contréle p-admissible pour
X et T(-) (ou admissible si il n’y a pas de.confusion sur p € [1,00]) si

/tT(t—s)u(s)Bx(s)dseX

pour tout t > 0 et (u,z) € L, (Ry) x L, (R, X), >+ % =1.

On verra dans la troisitme section que le systéme bilinéaire (1.1) contrélé par un
opérateur admissible admet une solution réguliére, i.e., il existe une fonction z(:) €
C(R,, X) solution de I'équation:

:z:(t)=T(t)zo+/tT(t—a)u(0’)Bx(0)da

pour zo € X et u € L}, (R;) . Cette solution sera donnée par une famille d’évolution (cf.

théoréme 3.2). .
On note par B, (X , X, T ()) I’espace des opérateurs B € £ (X ,7) p-admissibles pour

XetT().
Remarque 2.6. (i) L’espace B, (X ,X,T () est un espace de Banach muni de la norme

: ”u“u(o,f) <let “x”LQ(O,r;X) < 1}

1By, = sup{ / T(r — s)u(s)Bx(s)ds
0

pour 7 > 0. Les normes IH|§, sont équivalentes pour le choiz de 7.

(i) Soit B € B, (X, X,T()),pe€[l,00]. Pourt >0, on définit l’opérateur

(2.4) ¥, : LP(R,) x LI (R, X) = X : (u,7) = /tT(t—s)u(s)Bz(s)ds,
0

ol ;7+% =1. Alors ¥, € BL (L (R,) x L(Ry, X), X) et (T (), ¥) est un s.c.b.a. pour
X etp. ‘ ‘

Dans le théoreme 2.9, on donne un résultat permettant la localisation de 'espace
B, (X, X,T(:)) suivant celle de D(A) par rapport a4 X et dans certains cas, on mon-
tre qu’il s'identifie avec un espace bien concret (cf. corollaire 2.11). Avant cela, on
considére un cas particulier des espaces vérifiant (H,), mais qui sont importants lors de
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la représentation d’un s.c.b.a. (cf. théoreme 2.8). Ces espaces sont liés & la fois au semi-
groupe T'(-) et a l'espace d’état X, appelés espaces d’extrapolation définis comme suit:
sur X, on introduit la nouvelle norme

llzll_; == ||(AoI = A) z|| pour z € X,

ou A est le générateur du semi-groupe T (-) et Ay € p(A) est fixé. Alors I'espace
d’extrapolation X%, de X par rapport & T (-) (ou & A) est le complété de (X,]-||_;)
(cf., e.g., [1], [10], [13]). A noter que 'espace X est I'espace d’extrapolation de X{* (do-
maine de A muni de la norme du graphe) par rapport & T; (-) (la restriction de T (-) sur
X{). De plus, le semi-groupe T (-) admet une extension par continuité & un Co-semi-
groupe sur X#, noté par T_; (-) dont le générateur, noté par A_,, est une extension par
continuité de A sur X 3 un opérateur de £ (X, X4 ). Par ce méme procédé on construit
la tour de Sobolev constituée d’une chaine d’espaces X2, n € Z, tels que X! := X et
XA | est I'espace d’extrapolation de X2 par rapport & T, (-) (ot Ty, (-) est I'extension de
T (-) sur XA sin <0, et c’est la restriction de T'(-) sur X2 si n > 0), (cf. [13], [21]). Soit
w > wp (T (+)) fixé, ot wy (T (-)) est le type du semi-groupe T (-). L’espace défini par:

Fy:= {:c €X: sup1 le“*T(t)z - z|| < oo} )
>0 ¢

est dit espace de Favard associé & T (-) (ou & A). L’espace F,4 est un espace de Banach
muni de la norme

1
llzllF, = sup 7 e T(t)z — =]
£>0

(cf. [5],(13] et [28]). On note par F4_, I'espace de Favard associé a T_, (-) (dit aussi
espace de Favard extrapolé associé & T (-)). Notons que dans le cas ou X est un espace
de Banach réflexif alors 'espace Favard coincide avec le domaine du générateur (cf. [13],
[28]). Par suite, 'espace de Favard extrapolé coincide avec I'espace X (= D (A-1)).

Exemples 2.7. (i) Sur l’espace X := Coo (I), espace des fonctions continues qui s’annulent

auz extrémités de lintervalle I C R, on définit le semi-groupe de multiplication suivant:
T, (t) f:=€"f, pourt>0et f € X,
ot g : I — C est une fonction continue telle que supReq(s) < 0. Alors T,(-) est un
Cy-semi-groupe dans X engendré par l’opérateur !
Af :=qf pour fe D(A):={g€e X :qg€ X}.

Il est facile de vérifier que:

X4 = {¢'f: feX}={geC(I): qg € X}
Fy = {f€eCop(I): qf est bornée}
Fo, = {feC(): festbornéeetq'f € Coo(I)}.

(#) Sur Uespace X := L?(R), on considére le (semi) groupe de translation d gauche
(Ty (£)) 50 défini par
T,(t)f 1= £ (-+1), ¥t 20,
de générateur
Af := f' pour f € X' :=W'2(R).
Alors X2, = W1 (R), Fy = W2 (R) et Fa_, = L?>(R) car X est un espace réflezif.
Pour d’autres ezemples, on renvoie le lecteur a [13]. [21] et [22].

7
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Dans [2], on montre un résultat permettant de représenter un s.c.b.a. (T(-), ¥), pour
X et p €]1,+00], par une convolution & ’aide d’un opérateur B € £ (X , X fl), ou A est
le générateur du semi-groupe 7 (-). Cela fait 'objet du théoréme suivant.

Théoréme 2.8. Soient X un espace de Banach et (T (-),¥) un s.c.b.a. pour X et
p € |1,00(. Alors, il eziste un unigue opérateur B € L(X,X4,) tel que

(2.5) Py(u,z) = /: T_,(t—s)u(s)Bz(s)ds, V(u,z) € L? (Ry)x LI (R, X) et V>0,

avec i— + -;— =1.
La démonstration se base essentiellement sur la transformée de Laplace. Pour les détails

on renvoie le lecteur a [2]. _
Le résultat suivant donne la localisation des espaces B, (X X, T (-)) selon 'emplacement

de D(A) par rapport & 'espace d’état X.

Théoréme 2.9. Soient T(-) un Cy-semi-groupe dans X et X un espace de Banach tels
que (3) et (ii) de la définition 2.5 soient satisfaites. Alors on a les implications suivantes.

() D@ <X = LX,Fp) = By(X, X, T ().

(i) X < D(A)= B(X,X,T () = L(X, Fy)
ot ” <=7 désigne l'injection continue.

Pour la démonstration de ce théoréme on aurra besoin du lemme suivant qui est di

a Desch-Schappacher [11, thm. 9]. Des versions similaires sont aussi données dans [23,
prop. 3.3] et (28, lem. 4.3.9].
Lemme 2.10. Soit T(-) un Cy-semi-groupe dans X de générateur (A, D(A)). Pour tout
f €L}, (0,+00; F4) et t >0, on pose

(T* f)(&) = /0 T(t — 5)f(s)ds.

Alors on a

(1) (T * f)(¢) € D (4),

(ii) pour w > wo(T(+)), il eziste une constante N > 0, independente de (t, f), telle que
(T £)E)lxp < Nexp (wlt) | fllzro )

ot ||-llxs est la norme du graphe associée & A, i.e., Nzllxa = ll=ll + I|Az]|, z € D (A).

Preuve du théoréme. (i) Soient B € L (X, Fy) et (u,z) € L} (R}) x Li (R4, X),
avec p € [1,+o0] et ;—)—*—5 =1. Alors u (*) Bz (*) € L}, (R}, F). Ainsi, par le lemme 2.10

et I'injection D(A) < X, on obtient que B € B,(X,X,T(")) et que

15T (-5 u()Ba(s)ds| < const.exp(wlt) u () Bz (s or)
< const. exp (|wlt) ”B”s(‘\',rx) ”u“u(o,z) ”-'””Lq(o,c;X)

ott w > wo(T(+)). Donc
B[y, < const. exp ([[t) Bl v pey -

(ii) Soit B € By(X,X,T(-)). Comme F; < X, il suffit alors de montrer que B(X) C Fg
pour obtenir que B € L(.X, Fy;) grace au théoréme du graphe fermé. Alors, soit z € X et



Admissibilité de I’observation pour des systémes bilinéaires ..... 79

t > 0. Par le fait que X < D (A), on a

|le=T (t) Bz - Bz||5

”(Z -wl) j: e™*T (s) B:x:ds"x
const. ” fot e~*T (s) Ba:ds”
const. | B, ll=]

IANIA

Par la croissance de la quantité IIBHZ(; par rapport & t > 0, (ceci s’obtient en utilisant la
propriété (2.1) pour le s.c.b.a. associé & B via la remarque 2.6 (ii)), on déduit que

1 —wt R _ 1‘_ —wtr — l —wt -— —_
sup - |le“*T (t) Bz - Bz||¢ < tz;;g] : |le“*T (¢) Bz Bx”7+s¢x>1{)t le™*T (¢t) Bz - Bz||%

const. || Bll,, llzl| + const. ||Bllzxx li=

IA

ie., Bz € Fz . L'injection continue de B,(X, X, T (-)) dans L(X, Fx) est ainsi obtenue
par la derniére inégalité et l'injection B,(X, X, T (-)) — L(X, X). Montrons alors, cette
dérniére injection. Soient B € B,(X,X,T (-)) et z € X. Donc on a
s

T,

. t .
const. tl_l):g i | Js T (s) Bzds
const. ||BI,  llzll, (r>0),

)

|Bz]lx

IA

IA

ce qui termine la démonstration. O

Comme conséquence, on obtient cette identification intéressante de B,(X, X, T(-)) avec
L(X, Fy) qui est indépendante de p.
Corollaire 2.11. Dans la situation du théoréme 2.9, s’il existe un isomorphisme entre
D (A) et X (en particulier pour D(A_y)), alors

B,(X,X,T(-)) = L(X,Fy) pour tout p € [1,+00)

avec des normes équivalentes.
Remarque 2.12. (i) Ce résultat généralise celui donné dans (2], ou il a été montré que

By (X, X2,T()) = L (X, Fa.,).

Ainsi, par le théoréme 2.8, tout s.c.b.a. pour X et p €]1,00[ est représenté par un
opérateur unique B € L (X,Fy_,).

(i) Si X est un espace de Banach réflezif alors Fy_, = X(= D(A-,)), par suite on
obtient

By(X,X_1,T(-)) = L(X) pour tout p € [1,+00).

3. SYSTEME BILINEAIRE CONTROLE PAR UN OPERATEUR ADMISSIBLE.

Dans cette section, on montre un résultat d’existence et d'unicité de la solution réguliére
du systéme bilinéaire (1.1) contrdlé par un opérateur admissible. Sous des hypotheéses sur
P'opérateur de contréle qui est & image dans une extension .X de X, on montre I'existence
de la solution dans .X' et X suivant I'état initial du systéme (1.1). Pour cela, on fait appel
3 la notion d’une famille d’évolution.
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Définition 3.1. Soient I un intervalle de R : =]—o00,+00[ et ¢ (t,s), (¢,8) € A :=
{(r,0) € I*;1 > 0}, une famille d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach

X. (o(t, .s))(.,’t)(E a, €st dite une famille d’évolution fortement continue si les assertions
suivantes sont satisfaites:

(1) ¢(tt)=1Id, ¢(t)¢(r,s)=¢(ts) pour (t7),(r,s) €4y,

(i) Ar 3 (t,s) — ¢(t,8)z est continue pour tout z € X.

Théoréme 3.2. Soient T (-) un Co-semi-groupe dans un espace de Banach X de générateur

A et X, X des espaces de Banach satisfaisant (H;). Soit B € B, (X, X, T (-))NB, (X, X, T (-))
avec p € ]1,00{. Alors, pour tout u(-) € LY (R} ), il existe une famille d’évolution unique

(¢u (2, s))(t,a)eA.+ dans X ( resp. (Qu (¢, s))(t'a)eA. dans X ) solution de l’équation

intégrale (1.3) pour toutz € X (resp. z€ X ).
Preuve. On commence par montrer ’existence de ¢,. Ce qui permet d’en déduire, par

restriction sur X, celle de [
Existence de ¢,: soit la suite d’opérateurs suivante

do(t,s) = T(t—s)

Bas1 (8,8) = f T (t—0o)u(o)Béy(0,s)zdo, z€ X,
pour (t,s) € Ag, et n €N.
Notons par ¥, I’opérateur bilinéaire associé & B défini par (2.4). Alors, d’aprés la remarque
2.6, (i), le couple (T'(-), ¥) fome un s.c.b.a. pour p et X (resp. pour p et X ), et on
peut écrire

T,_, (u(-+8),0n(-+s5,5)2)
0, (u (-+5) 0 0,8,(-+s,8)z o)

(3.1) ¢n+l (t; S)I

ol ¥, est I'opérateur défini par (2.3). Par récurrence, on obtient, via les propositions 2.3
et 2.4, que la famille ¢ = (¢ (£, 5)) e enq, ot dans £(X) N L(X) pour n € N, elle

est fortement continue dans X et X et que pour tout w > sup (wp (T (+)),wo (Z (+)),0)., il
existe Ly > 0 telle que

1
ew(t=3) (1 T, WA\ 7
(32)  sup ("¢" (t )z - l18n (2, S)Hc(x)) < Loe (=) («L" | ":!r(s.n) (t-9) )"

pour (t,s) € Ar,, ol ¢ = ;2. Ainsi, la série de Dayson-Philips E on (t,s) converge

normalement dans £ (X) et £(X) uniformément sur Aprj pour tout T > 0. Ce qui
implique que la famille d’opérateurs

Z¢ﬂ(t8 tS €.§x+,

n=0

est fortement continue dans X" et X. De plus, on a
kzodhc (t,s)z = ¢o(t,3)~’r+§‘,‘¢k (t,s)z
T{t—-s)z+ ). f:T(t —o)u(o) Bx-, (0,8) zdo
k=1

i

I

T(i-—- s):c+f:T(t —-o)u(a)B’iK‘qSk (0,s) z do.
k=0
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o0
Donc, par la convergence uniforme de la série Y @, (t, s) sur Ap7), pour tout T > 0, on

déduit que ¢, (¢, s) vérifie (1.3). "
Maintenant, soient (t,7), (r,s) € A7} pour certain T > 0 et z € X. Alors
$u(t,r)du(r,5)z = T(t—s)z+ [T (t—0)u(o)Bpu(o,s)zdo

+ f: T(t-o)u(o)Boy (0,7) ¢y (r,8) zdo

= T(t-s)z+ f:T(t —0)u (o) Boy (0,8)zdo

+['T (t - 0)u(0) B(¢u (0,7) b4 (1, 8) — b4 (0, 5)) z do.

On pose f (0) := ¢y (0,7) ¢y (1, 5) z — ¢, (0, ) z pour o € [r,t]. Alors, d’aprés (3.3), on a
Ft) = [T(t-0)u(o)Bf(0)do
= Yo, (w(+7),f(+1).

En utilisant la proposition 2.4, on obtient

15 @I < const. [ 17 @) de, 05 25T,

ou la constante dépend de u et T. Le lemme de Gronwall permet donc de conclure que
f() =0, ie,; ¢y(t,s) = ¢y (t,r)du(r,s): Ainsi, on a montré I'existence d’une famille
d’évolution ¢, solution de (1.3).

L’unicité de ¢,: supposons qu'il y a une autre famille d’évolution (¢ (¢, 5)) ;,5¢ Ae, dans
X solution de (1.3). Pour z € X, on pose

9(t) :=u(t,s)z — o (2,5)z.

(3.3)

Alors on peut écrire _

L‘T(t —o)u(o) Bg(o)do
= Y, (u(-+9),9(+9).

D’aprés la proposition 2.4, on obtient

lg@)® < const. [!|lg (o)) do.

Ainsi, 'unicité de ¢, est obtenu en vertu du lemme de Gronwall. L’unicité de Qu s’obtient
de la méme manieére, en travaillant dans X au lieu de X. m]

g(t)

Le théoréme 2.8 permet de remplacer un opérateur admissible B, & image dans une
extension X de X, par d’autres opérateurs, 4 images dans des espaces bien déterminés,
pour lesquels ¢u et @, sont aussi solutions de certains équations intégrales.

Corollaire 3.3. Dans le cadre du théoréme 3.2, si X = X {{, alors il eziste des opérateurs
uniques B € L (X A F A) etBeLl (X, F, A-—x) tels que, la famille d’évolution &, est aussi
solution de

t
(3.4) ¢(t,s):c=T(t—-s)J:+/T(t—o)u(a)ﬁq&(a,s)xda, vz € X},
et ¢, est solution de

t
(3.5) ¢(t,s)x=T(t—s)J:+/T_l(t—a)u(a)_gtﬁ(o,s)xdo, Vr € X,

pour tout u € LP(R,), p € |]1,00[ et (t,s) € Ag, . Par suite, on obtient la différentiabilité
de ¢, et , respectivement dans X et X2, et on a

a¢ (t,s)z = (d+u(t)B)¢ (ts)z, V€ X},

(3.6) =9, s,
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(3.7) -g?b,, (t9)z = (A +u(®)B)dult,s)z, Voe X

p.p. toutt>s2>0. .

Preuve. Soit ¥;, t > 0, lopérateur défini par (2.4) via 'opérateur B € B, (X, X,T()n
B, (X,X,T (). Alors, daprés la remarque 2.6, (i), (T (), ®) est un s.c.b.a. pour X
et p. Ainsi, en vertu du théoréme 2.8 et le corollaire 2.11, il existe des opérateurs uniques
Be L(X{, Fa)et Be L(X,Fa_,) tels que, pour tout u € L? (R;), p € J1,00[, on a

T, (u,2) = /otT(t—a)u(o)_Bia: (¢) do pour tout z (-) € Lf,, (R, X)

et aussi

T, (u,z) = /otT_l (t - 0) u (o) Bz (o) do pour tout z (-) € Li, (R, X),

ot U, est défini & partir de ¥, par (2.3) avec % +:=1

Donc, d’aprés le théoréme 3.2, on déduit que ¢, et ¢, sont respectivement solutions de
(3.4) et (3.5).

Pour la différentiabilité de ¢ (-, s): soit z € XA. Alors, par le théoréme de Fubini et (3.4),
on peut écrire

f:A (_(éu(a,s) —T(a—s))xda

I

JPA[2T (o~ B)u(B)Bg, (B,5)z dBd
JEALL [3T (o - B)u(B) B, (B,s) zdadB
= ['T(t-PB)u(B)Bs,(B,s)zdf
— [tu(B) B, (B,5)zdB
= ¢ (t,s)z-T(t-s)z~ Jiu(B) B, (B,s)zdB.

I

Donc, .
b, (t,s)z—z= / (A+u(B)B) g, (8,0)xdb.
Ce qui donne alors (3.6). Pour (3.9), on procéde de la méme maniére. o

Remarque 3.4. En utilisant la suite d’opérateurs suivante

#o(t,s) = T(t-3s),
o1 (t,8) = L‘¢n(t,a)u(a)§T(a—s)zda, T € X{,

avec B est Vopérateur donné dans le corollaire 8.8, on montre d’une maniére similaire
o
& la démonstration du théoréme 3.2, que la série Y ¢n (t,5) converge normalement vers
n=0
Qu uniformément sur tout A, T > 0. Ainsi, on obtient que Qu est aussi solution de
{’équation
t
(38) ¢(t,s)z=T(t— s)z+/ ¢ (t,0)u(oc) BT (0 —s)zdo, (t,5) € Ar, 1T € X
S
ou encore
t
(3.9) o(t,s)z—z= / é(t,0)(A+u(o)B)zdo, (t,s) € Ar, etT € X
s

ie, ¢ (¢ )z est dérivable presque partout sur [0,t[ et on a

'6‘2,‘ (t,s)z=—¢ (t,s)(A+u(s)B)z, VI € X,

(3.10) %
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On termine cette section par deux exemples, I'un sur la localisation de certains opérateurs
de contréle admissibles et 'autre sur I'existence de la solution réguliére d’une équation a
retard.

Exemple 3.5. Sur l'espace X := L™ (0,1), 1 < 1 < 00, on considére le Cy-semi-groupe
de translation d droite suivant

(T f)(s) :=xpy(s—t) f(s—1), s€[0,1],£20.
Soient X et X des espaces définis comme suit
Co[0,1] = {f € C[0,1] : £ (0) =0} (muni de la norme uniforme)
= L(0,1).
Alors il est clair que X, X, X et T(-) vérifient (H,), ot T(-) et T(-) sont aussi des semi-
groupes de translation & droite dont les générateurs (4, D (4)) et (A,D (E)) sont définis
par

><|I>< |

D(4) {fec'o,]nX: f'(0) = 0}
Af = —f pour feD(A),
D(4) {f € X : f est absolument continue, f' € X et f(0) =0}
Af -f pourfeDO
Comme D (A) <= X < X, donc d’aprés le théoréme (2.9) on déduit que
L(X,Fy) = L(X, Fy) N L(X,Fg) C B, (X,X,T()) NB, (X,X,T())

pour tout p € [1,+00]. Ainsi on est amené d identifier I’espace de Favard F5. Pour cela
on introduit l'espace V B [0,1] des fonctions é variation bornée sur [0,1], i.e., vérifiant

'li i

var (f) := sup {g:lf(t,) — f(tiz1)], pourtout 0=t < ..<t, = 1} < 00
i=1

Alors, le résultat suivant montre que lespace Fx coincide bien avec VB|0,1].

Proposition 3.6.
Fz=VB[0,1]

et IIIIFX est équivalente & la norme ||| f||| := |||l +var (f), f € F5.
Pour la démonstration, on fait appel au résultat sutvant.
Lemme 3.7. ([4], prop. A.5) Soient f € L*(0,1) et ¢ > 0 une constante. Alors, les
propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) il eziste f, € VB[0,1] telle que var (fi) < c et f (t) = f1(t) p.p. sur [0,1] .

(ii) f M1f (t+h) — f(t)|dt < ch pour tout h €]0,1].
Preuve de la proposition. Soient h €)0,1[ et f € L' (0,1). Alors, I’égalité

h 1
1T f - Fllg= [ @lds+ [ 1 5= 0= f (1ds
permet facilement, via le lemme 8.7, d’en déduire que F;z = V B0, 1] avec

(3.11) var (f) < [Iflle < 211 £1l

pour tout f € VB[0,1) C L*(0,1). Les injections continues de L™ (0,1) et de Fy dans
L' (0,1) et les inégalités (3.11) entrainent que (V'B[0,1],|||-|||) est un espace de Banach.
Donce, d’aprés le théoréme de l'application ouverte, les deuzr normes ||-|| Fy €t |l sont

équivalentes. 0
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Ainsi, d’aprés le théoréme 3.2, on déduit le résultat suivant.

Proposition 3.8. Pour tout opérateur B € L(Co[0,1],VB|0,1]) il eziste une famille
d’évolution unique ¢, dans L7 (0,1), 1 < 7 < 00, (resp. ¢, dans Co [0, 1)) solution de
’équation intégrale

¢(t,s)f=T(t—s)f+/tT(t—a)u(U)B¢(a,s)fda

pour tout f € L7 (0,1) (resp. f € Co[0,1]) etu € I*(R,), avec p €]1,+00[.
Exemple 3.9. On considére l’équation différentielle d retard suivante

(3.12) i (f) = Az(t) + Mz, + Nv, (@ (0) == (t+06), 8 € [-,0])
avec les conditions :
(3.13) v@)=u()z(t) et To=9p, w=% t20,

ot A est le générateur d’un Cy-semi-groupe dans un espace de Banach E, ¢ € X =
C(~r,0),E),p €V :=L'(-1,0;E), u € IP(R,),1<p<oo, et M (resp. N) est un
opérateur borné de X (resp. de V) vers E.

Dans le but d’établir une reformulation du probléme (8.12)-(3.13) sous la forme d’un
systéme bilinéaire, on définit les opérateurs matriciels:

(0 Ab+M-8

A= 0 2 avec
36
D (A) = {0} x {p € C* ([-,0], E), »(0) € D(A)}
et
8
Ap = gz 0 avec

D (4s) = WH (=1,0; E) x {0},
ot 8gp := ¢ (0) et Sy :=¢' (0).
Sur l'espace de Banach Z := E x X X V x E, lopérateur

A D
.A:=( 01 A2), D (A) := D (A1) x D(A2)
est un opérateur de Hille-Yosida, puisque c’est une perturbatibn additive de Popérateur

A 0 )
( 01 A, ) avec le domaine D(A),

qui est de Hille-Yosida, voir [20] et [28, lem. 4.1.1]. Ainsi, si on pose z (t) := (0, 24,2, 0),
ot z(-) € C([-r,00[, E) et v () € L' (=r,00; E) sont solutions de (3.12)-(3.13), alors
le Probléme (3.12 )-(3.13) est équivalent au systéme bilinéaire

(3.14) 3 ()= Az (t) +u(t) B2 (), 2(0) = (0,0,%,0)
ot
0 0 00
~lo 0o 00
Bi= 0 0 00
0 -6 00
est un opérateur borné dans Z. D’aprés (13, cor. 11.3.21], la part (D, D (D)) de (A, D (A))

sur 2o := D(A) =0 x X x V x 0 définie par

D (D) :={z € D(A) : Az € Z}
Dz := Az pour z € D(D)
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engendre un Co-semi-groupe (T (t)),5, dans Z9. Comme Z < Fp_, (cf. [23, prop. 3.2]),
alors B € L (2y,Fp_,). Donc, par le corollaire 2.11 et le théoréme 3.2, on déduit que
(8.12)-(3.13) admet une solution réguliére dans C (R, Z,) vérifiant

0 0 . 0

Ty | _ "4 _ Ts

w | = T(t) ¥ + .L T (t—s)u(s)B 0, ds,
0 0 0

pour tout (p,%) € X x V. D’aprés le corollaire 3.3, la solution 2(t) = (0,z,u.,0) est
différentiable p.p. sur R, d valeurs dans Zy et on a

%z(t) = (D_1+u(t)B)z(t) pp.t>0.

4. SYSTEME BILINEAIRE OBSERVE PAR UNE FAMILLE ADMISSIBLE.

Nous abordons cette section par Iintroduction de la notion de I’admissibilité d’une
famille d’observation pour des systémes non autonomes et qui généralise celle considérée
par Weiss [30], pour des systémes autonomes avec une observation qui ne dépend pas du
temps.

Soient (2(_, ”‘”x) (XD et (Y, | lly) des espaces de Banach tels que

XS X |
Définition 4.1. Soit ¢ := (¢ (¢, s))(t,‘)e As, UNE famille d’évolution sur X qui laisse invari-

ant l’espace X et (C(t))s>0 une famille d’opérateurs linéaires de LS, (R, L, (X,Y)) (es-
pace des fonctions F (-) & valeurs dans L (X,Y) telles que F (-) z € L. (R}, Y) pour tout
z € X). Alors la famille (C(t))e>o0 est dite une famille d’observation admissible (f.o.a.),
pour (X, X,Y,p,$), pour p € [1,00], s’il eziste une fonction croissante 7 :]0,c0[— R,
telle que

(41)  1COC)zlmry S 7T~ 9)lall pour tout z € X et (T,5) € Ag,.

Remarque 4.2. (i) Soient S(-) un Cy-semi-groupe dans X qui laisse invariant X et
C € L(X,Y) un opérateur d’observation admissible (0.0.a.) pour (X,X,Y,p,S()) au
sens de Weiss, 1.e., il existe tg > 0 et ¢ > 0 telles que

(4.2) ICS()zllLo(spevy < cllzll pour tout z € X.

Alors la famille autonome C (-) = C est une f.o.a. pour (X, X,Y,p, ds), ot ¢s(t,s) :=
S(t—3s) (cf. lemme 4.3). Ainsi, l'admissibilité donnée dans la définition 4.1 est aussi
vérifiée par la classe de systémes autonomes de Pritchard-Salamon [25].
(27) La notion d’admissibilité d’une famille d’évolution a été étudiée dans [16] ot il a
été montré que c’est équivalent & l’admissibilité d’un opérateur d’observation, au sens de
Weiss, pour certains systémes autonomes via la théorie des semi-groupes d’évolution.
On a vu que le théoréme 3.2 assure l'existence d'une famille d’évolution fortement
continue dans les espases X et .\' et qui donne la solution réguliére du systéme bilinéaire
(1.1), pour des opérateurs de contrdle non bornés admissibles. On est donc en mesure de
discuter I'admissibilité d'une famille d’observations par rapport & ce systéme. On donne
des conditions suffisantes, sur les données du probleme, pour qu'une telle famille soit
admissible. Nous commencons par le cas ot la famille d’observation est autonome. Pour
cela, on donne un lemme utile par la suite dont la démonstration est donnée dans [16] et

(30].
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Lemme 4.3. Soient S () un Co-semi-groupe dans X et C € L(X, Y) un o.0.a. pour
(X,X,Y,p,S () au sens de Weiss (cf. remarque 4.2, (3)). Alors il eziste une fonction
croissante & : ]0,00[ = Ry telle que

1CS (Vallpesr, < 6@ lizlly, Vze X, Ve>0.

En particulier, si S(-) est ezponentiellement stable alors il existe une constante 6 > 0

telle que
ICS () 2llpoooyy < Ollzllx, Yz EX

Soit maintenant I’ensemble des fonctions suivant

UP .= {u € L (R;): il existe une fonction f, : Ry — R, croissante telle que

lellzoep < fu - a), V(a,b) € A, }
qui est dense dans I'espace de Fréchet L}, (Ry),pe (1,00
Théoréme 4.4. Supposons que (H,) est vérifie. SoientC € L(X,Y) et B € B, (X, X, T())n
B, (X, X,T () avec p €]1,00[. On suppose que
(Hy) : XCD(4), |
(H) : il existe A€ p (A) N p(A) tel que CR (A, A) (= CR(), A)) admet une extension

par continuité & X, notée par CR (/\,Z) eL (7) ,
(Hy) : C est un o.0.0. pour (X, X,Y,p,T(-)) au sens de Weiss (cf remarque 4.2, (3)).
Alors C (-) = C est une f.o.a. pour (X, X,Y,p, du) pour tout u € UP.

Preuve. Soient z € X et u € UP. On pose
t
£(t,s) = / T (t — o) u(0) Béu (0,8) zdo

pour (t,5) € Ag,. Alors £(t,5) € X et d’apres la proposition 2.4, on a

(4.3) 1€ (¢, 8)]| < Le“t9) (¢ — )7 fu (t = 5) sup [l4 (r, )l gy Nl
ol w > sup (wo (T () ,0) et L > 0. En utilisant Pestimation (3.2), on obtient
(44) e (&, )| < Le®2) (¢ = 5)3 fu (¢ = s) o (t = ) |1z
ot la fonction oy : R, — Ry est définie par

(e NG LAY
(4.5) ou(r) = ZoLoe ( o

avec ¢ = ;{—1. D’autre part, d’aprés (H3), on a

ficem sl ar = [|CRAA (A-Fé sy dr

= I “C’R(/\,X) (A-De(rs) |
const. 1| (A= A) £, ) e
const. f: € (r, 3)”;? dr.

]

dr
Y

Ce qui implique, via (4.4),
ICE (-, M oe sy < const. (€479 (¢ =) fu (t =) ou(t = )’ Nzl
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car linjection canonique X < D (A) est continue ( par (H,) et le théoréme du graphe
fermé ). En vertu de (Hy), on obtient alors

184 () Zlniuy < const. (IICT ()2l sy + ICE (s 8)Eniesiry)
<t sPlal?

olt v, (r) := const. (6 (r)? + (€“"1 fu (1) 0 (r))”)!l" et 6(-) est la fonction donnée par le
lemme 4.3. Comme 7, est croissante, on en déduit le résultat. 0O
Dans certains exemples, il est difficile de vérifier (H;). Alors on est amené 3 utiliser
des résultats existant sur 'admissibilité de ’observation par rapport au semi-groupe 7°(-),
ce qui permet donc de donner une alternative assurant le résultat du théoréme 4.4. Dans
cette optique, on donne une condition suffisante pour que ’hypothése (Hj) soit vérifiée.
Proposition 4.5. Supposons que (H,) est satisfaite. SiC € L(X,Y) est un 0.0.a. pour
(X,X,Y,p, T () avec 1 < p < oo, alors pour toutw > sup (wo ('T()) ywo (T (-))) il existe

a, > 0 telle que
[CR (A 4) =], <

pourtout \>wetz € X avecq=;’;—1.

Notons ici, que R (A,Z) et R (), A) existent, d’aprés le théoréme de Hille-Yosida (cf.
[13], [24]) et ils coincident sur X.
Preuve. Soient w > sup (wo (T'()) ,wo (T () et A > w. Alors, le semi-groupe T, (t) :=
e~“*T (t) est exponentiellement stable dans X et C reste un o.0.a. pour (X, X,Y,p, T, (-)).
Alors, via le lemme 4.3, il existe ¢, > 0 telle que

( /Om |CT. @) =%, dt) % <cllzllg, V2 € X.

Q,
— llzlix

- w);

Donc, on obtient

ICR(\A) o), = ”c [T (t) zdt]],
= | eeeT, )z,
< ([ NICTy (all} de)? (f5° exto— 2t dt)
< P llzllx -
D’oti le résultat. ]

Une conséquence directe du théoreme 4.4 est le corollaire suivant.
Corollaire 4.6. Supposons que (H,) et (Hz) sont satisfaites. Soient C € L(X,Y) et
BeB (;:, Y,I(-)) NnB, (X,.—X?,T(-)). Si C est un o.0.a. pour (&,—X,Y,p,T(-)) avec
p € ]1,00][ alors C (-) = C est une f.0.a. pour (X, X,Y,p, d.), pour tout u € UP.

Dans le reste de cette section, on considére le cas général ot la famille (C (t)),5, est
non autonome et qui appartient & L}, (Ry, £(X,Y)). On suppose que
(Hs) : la famille (C (t)),5, est une f.o a. pour (X, X,Y,p, ¢7), ot ¢5(t,s) ;=T (t—3s),
(t,s) € Ag,. i.e., il existe une fonction croissante v, : R, — Ry, telle que

ICOT (=92l 1y 7y S 1 (T = 9) lallx, Vo € X et V(T,s) € Ag,.

Alors, on a le résultat suivant qui assure, sous certaines conditions, I'admissibilité de
I'observation non autonome par rapport a @, si elle I'est par rapport au semi-groupe 7'(-).
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Théoreme 4.7. Sous Uhypothése (H,), on suppose que D (22) C X. Soient B €

B, (X, X,T()) N B, (X,X,T()), avec p € J1,00] et (C(t))s0 € Li% (Re, LIX,Y))
une famille qui vérifie (Hs). Alors, (C (t))e>o €st une f.o.a. pour (X, X,Y,p, &) pour
tout u € UP. -

Preuve. Soient z € X, u € UP et w > sup (wo (T () ,wo (T () ,0) . On pose

t
Eap(t,8) == MuC (t) R(M, A) R (u, A) / T (t — 0)u (o) Bou(0,8) zdo
pour (t,s) € Ag, et A, u > w. Donc, par le théoreme de Hille-Yosida (cf. [13], [24]), on a
t
(4.6) im 6,(t,5) =C 0 / T (¢t - o) u (0) Bba (0, 5) z do.
¥ d a
D’autre part, en utilisant le fait que R (A, A) est la restriction de R (/\,Z) sur X et que
D (712) C X, on obtient
P
f.sT fﬁ&\'# (t7 3)“ dt =
I || [tC()T (t-o)u(o)R(NA) R (1, A) Bou(0,5) xda“” dt <

const. (T — 8)% [T [1]|C(H)T (¢ — o) u(0) R (A, A) R (1, A) Béu (0, 9) z||” dodt
et par le théoréme de Fubini, on a

T T T
/ l6x, (&, $)IIP dt < const. (T — 3)5 / / IC ()T (t— o) gan (o, s)||? dtdo,

oliga, (t,8) :==Auu(t) R (A A) R (u, A) By (t,5) 7. Ce qui donne, via (Hs) et le théoréme
de Hille-Yosida appliqué cette fois dans X, D'inégalité suivante

I 6w @ 9)IPdt < const. (T - 8) 1 (T = 5 [, llgru (0,55 do

const. (T — s)f 7 (T = s)? fsT llu (o) Béu (0, ) zll5 do

const. (T — 8)3 1 (T = ) fu (T = s 0u (T = 8" ll=II",

ol o, est donnée par (4.5). Ainsi, d’aprés (4.6), (1.3) et ’hypothese (Hs) , on obtient que
IC () bu (+8) @l oy < (T = 8) llzll,

avec 0 (r) := const.m (r) (1 474 fy () oy (r)p)% . a

Remarque 4.8. (i) Soient, en particulier, X = XA et X = X5 avec (¢, 8) € Ry xR,
ot ,\’,‘;‘ est l’espace de Sobolev associé @ A s17y € Z, et c’est l’espace de Holder assocté a
A siy € R\Z, (cf. [13]). Alors, Uhypothése (H,) est satisfaite et si B € |—o00, —1] alors,
(Hy) l'est aussi.

(1) En général, p (—-!_) # p(A) et on ne peut pas les comparer par inclusion. Toutefots,
on a l'égalité dans le cas considéré dans (i) (cf. [13]) ou si D (A) € X (eg, X=X2et
X = X2,.), (¢f (18], prop. 1V.2.17). Cependant, cette derniére inclusion n’assure pas
I'égalité des types wo (T (-)) et wo (L (")) . Pour avoir Végalité de wo (T () et wo (T (),
il faut supposer, en plus de l'inclusion D (X) C X, que par exemple:

(a) o (T (t)) € o, (L (to))U{0} et o (T (t1)) € op (T (1)) U{0} pour des réels to, 1 > 0,

ou que _
(b) T (to) et T (t1) sont auto-adjoints pour des réels to,t, > 0.
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Sur ce sujet, on renvoie le lecteur au travail de Curtain- Logemann- Townley- Zwart (6].
(445) D’aprés le théoréme 4.7, on déduit que, dans le cas ot (C (t)),>p est autonome, le

corollaire 4.6 reste vrai si on remplace (Hy) par Uinclusion D (Zz) C X qui est aussi

vérifiée par les espaces X, X considérés dans (i) .

5. APPLICATION.

Dans cette section, on donne un exemple qui illustre notre approche théorique présentée
dans la section 4, sur un systéme de conduction contrdlé par un opérateur non borné, avec
des observations autonome et non autonome.

Exemple 5.1. Considérons un systéme de conduction dont un modéle monodimensionnel
simplifié est I’équation d’évolution bilinéaire suivante

L2(s,t) = g—,x(s, t) +u(t)Bz(-t)(s), t>0, s€[0,1],
(5.1) z(0,t) = z(1,t) =0, t>0,

z(s,0) Zo(s), s€[0,1],

muni de l’équation de sortie

Il

(5.2) y(s,) = Ea;z(s, f), 120, s€0,1].

Ici, Popérateur d’observation C := % représente le fluz de la chaleur le long d’une barre
de longueur 1. Cet opérateur est non borné puisque il n'est pas défini sur espace d’état
X ={z € C[0,1] : 2(0) = (1) = 0} (=: Co[0,1]) tout entier. On considére Uespace
X = C?[0,1] N Cyy [0,1] muni de la norme induite de C? [0,1] et B un opérateur de
controle borné de X mais d valeurs dans Uespace X := L*(0,1). On montre que certains
de ces opérateurs de contréle assurent bien Ueristence de la solution réguliére associée
a (5.1) et que Vopérateur d’observation autonome C est bien admissible pour le systéme
(5.1 ), ce qui assure l'existence d’une fonction de sortie t — y(-,t), LP-intégrable avec p
bien choisi, pour toute donnée initiale zo(-) dans Uespace d’état Coq [0,1].

Notre opérateur dynamique

A = 56;'7,
D(A) = C?[0,1]NCx[0,1] (= X),

engendre le Cy-semi-groupe de diffusion suivant
1
T (t)z(s) :=/ 9:(s,r)z(r)dr, t>0, s€|0,1],
0

ou g est la fonction de Green donnée par

1 _!:—r—Qkﬂ'!z _(.l+r—2kvr)2
§,T) = e i - € 4t .
o= 7= 3| |

Ainsi, on peut facilement vérifier que T(-),X , N et X satisfont (H,) et on remarque que
Uopérateur (A, D (A)) défini par
A = % (dérivée seconde au sens des distributions),
D (A) H%[0,1]n H}[0,1],
engendre un semi-groupe analytique borné T(-) sur X qui prolonge le semi-groue de dif-

fusion T(-) sur X.

Une conséquence direct du théoréme 3.2 est le résultat suivant.

i
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Proposition 5.2. Soit u € L, (R,) avec p €]1,+0o[. Alors, pour tout opérateur

B € L(Cu[0,1]) p-admissible, pour C2[0,1] N Coo[0,1] et T (), il existe une famille
d’évolution unique ¢, qui donne lunique solution réguliére de (5.1) dans Co [0,1] (resp.
Cc? [0, ].] ] Coo {0, 1]) st l‘o(') € Coo [0, 1] (resp. .’L‘o(') € c? [0, 1] N Coo [O, 1])

On s'intéresse maitenant d l'observation autonome C € £ (C?[0,1] N Coo [0, 1], L* (0, 1))
par rapport au systéme bilinéaire (5.1). On montre qu il est admissible pour p €]1,2[.
Proposition 5.3. Soient p €]1,2[ et B € L(Cwo [0,1], H*[0,1] N H}[0,1]) un opérateur
de controle p-admissible pour C?[0,1) N Coo [0,1] et T(-). Alors,

C est un 0.0.a. pour (C*[0,1]N Coo[0,1],Coo [0, 1],L%(0,1),p, ¢u)
pour tout u € UP.
Preuve. Comme D(Zz) C X, alors grice d lo remarque 4.8, (1), il suffit de vérifier que
C est un o.0.a. pour (C2[0,1]NCo [0, 1] ,L2(0,1),L2(0,1),p,T(-)) pourp € [1,2[. Ce
qui nous permet alors de conclure via le corollaire 4.6. _ .
On sait que (Z,D(A)) engendre un semi-groupe analytique et borné T (-) sur X. Donc,
d’aprés [13, thm. I1.4.6], il eziste une constante a >0 telle que
S a
“AT(t)”L(L’(O,I)) < rX vt > 0.
Ainsi, par intégration par partie on obtient

leT®sll, = KIETOE] ds
- AT {t)z)(s)T )z (s)ds
& [ (0 2l el
£ Jlzllz2
pour z € C?[0,1]N Cy[0,1],t > O et une constante a' > 0. Par cette majoration, on
déduit alors que C est admissible pour (C?[0,1]0 Cw (0,1}, L (0,1),L%(0,1), 2T (")
pour p € [1,2[. Ce qui fallait démontrer. n|
Dans la suite, on va considérer le systéme (5.1) dans l'espace d’état X = X = L*0,1)
avec la famille d’observations non autonome suivante
Ct)z:=x(c(t)), z€X, 20,
ot ¢ () est une fonction continue de Ry & valeurs dans |0,1[. Dans ce cas, les opérateurs
C(t), t 2 0, sont non bornés et ils donnent des mesures de température auz points ol
la fonction c(-) prend ses valeurs. En particulier, lorsque ¢(-) est une fonction constante
égale a sy €]0,1{, alors la famille d’observations est autonome et c’est l'opérateur du
Dirac 8, au point de mesure so. Remarquons, d’aprés le théoréme 3.2, que pour tout
opérateur B € L(L*(0,1)), p-admissible pour C*[0,1] N Coo [0,1] et T(-), il eziste une
famille d’évolution unique ¢, dans L2(0,1) et C2[0,1)NCoo [0,1] qui engendre la solution
réguliére associée & (5.1). Le résultat suivant assure que la famille d’observation C(-) est
admissible pour la famille d’évolution ¢, pour certains p.
Proposition 5.4. Soientp €]1,4[ et B € L(L*(0,1)) un opérateur de contréle p-admissible
pour C2[0,1]N Coo [0,1] et T(:). Alors,

C(-) est une f.o.a. pour (C*[0,1]N Cyo {0, 1},L%(0,1),R,p, é)

pour tout u € UP.
Preuve. Dans [16, prop.17], les auteurs ont montré que C(-) est admissible pour

(}1‘2 [0’ 1] n H(; [0) 1] ) L2 (0’ 1) ) R) Dy ¢T‘)

I
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avec p € [1,4. Donc, elle l'est aussi pour (C?[0,1]N Cy [0,1],L2(0,1),R,p,¢7). Par
suite, le résutat s’obtient du théoréme 4.7. 0

Remarque 5.5. En particulier, si on prend B = 0 et c(-) constante (dans ce cas: ¢, = ¢z
et C(-) = d,,), ce résultat est proche de celui trouvé par Pritchard-Salamon, & savoir que

l'opérateur §,, est un o.0.a. pour (C[0,1],L2(0,1),R,p, T (-)) pourp € [1.4], (¢f. [7], p.
216).
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