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Existence et unicité de solutions peur une inéquation de type
hyperbolique du second ordre non linéaire
Brahim Hajouj

Résumé: On étudie existence et ’unicité de la solution pour une inéquation variationnelle gou-

vernée par I'opérateur hyperbolique défini par

u  8d(u)  OSu  8g(u)
=52~ to%* 8 ~/

Su
et les deux contraintes —6—( ) <1let % S < 0 p.p.. Deux situations sont considérées, la premiére
lorsque la dérivée &' de la fonctlon & est minorée par une constante strictement positive, la seconde

lorsque &' > 0, Popérateur L peut ainsi dégénérer dans toute partie du domaine od ¥'(u) =

Abstract: We study the existence and uniqueness of the solution of a variational inequality relative

to the hyperbolic operator defined by

8%u 32§>(u) du  Bg(u)
=% o Tomta

and the two constraint %(%) <1land %t—u < O a.e.. Two situations are examined, a first one

when the derivative &’ of the function ® satisfies: k < &' » Where k € R}, a second one when &' > 0,

in this case the operator L could degenerate in all part of domain where &’ (w)=0.
Introduction

On s’intéresse dans ce papier aux solutions d’une inéquation variationnelle, issue de la théorie
Su

de V'elasto-plasticité non linéaire, régie par Yopérateur L et les contraintes )-a%(-g—l:) <let Bt <0

p-p. La non linéarité de L intervient au niveau des dérivées de u d’ordre un et deux par rapport

3 la variable d’espace. On distinguera deux cas selon que l'opérateur L est non dégénéré ou peut
dégénérer dans toute partie du domaine ot & (u) s’annule.

Divers auteurs ont obtenus des résultats d'existence et d’unicité de la solution pour des prob-
lémes similaires. Nous citons par exemple les travaux de J.L. Lions [6] sur des inéquations varia-

8%
tionnelles relative & Popérateur u — F -Au +h( ), N.A. Lar’kin [5] sur des inéquations régies
—Au+— bu +u —f (¢ > 0), Y-Ebihara [3], F.G. Maksudov, A.B. Aliev

I'opérateur u — € &u
par l'op 6 Tl 5%
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and D.M. Tahirov [9] et plus récemment ceux de B. Hajouj [4] sur des inéquations gouvernées par
P'opérateur u — egt— [k(u)%] -9 Au+ h(%t-u,u) - f(e>0,9,>0).

Cependant, pour les inéquations ayant des non linéarités dans les termes dérivés d’ordre un
et deux de u par rapport & la variable d’espace, il ne semble pas qu'un travail sur l'existence et
'unicité de la solution ait été entrepris et ce papier a pour objet de présenter et d’établir quelques
résultats dans ce sens. .

On désigne par 2 Vintervalle ouvert ]a,b{ de R, @ < b, par T > 0 un réel donné et par Q le
pavé ouvert 2 x ]0,T[. K est'le convexe {v € Hy(Q); Ig—:-l <1l etv<0pp. sur Q} . On note
(. ,. ) le produit scalaire dans L2(Q) et les produits de dualité entre les espaces Wy'9(Q)
et W17 (Q) d'une part et les espaces LI(S2); L (£2) d’autre part avec 142 =1 Lesdérivéesde
u, au sens des distributions vectorielles par rapport au temps ¢, sont représentées par «/, u", 4", ...

On considére le probléme variationnel hyperbolique P d’inconnue w:

u € L®(0,T; H3(R)) , ¥ € L*(0,T; H}(Q)) ,¥(t) € K p.p. t €]0,T[,v" € L}Q),
Pl { Vv e K, ppagt(:)]O T, 8<I>(u) ,
(W' +av' + ==~ fiu—v) + (5=, 5o -v)) 2
u(z,0) = uo(z), u (w, 0)=wu(z) pp. = € 9-
ol les données vérifient I’hypothése:

@ : R — R est une fonction de classe C® vérifiant: $(0) =0
g:R— R est une fonction de classe C? vérifiant: g(0) = 0
a>0, feL*0,T; H)(Q)) telle que f' € L*(0,T; L*(5)),
o € HY(Q) N H(Q), u €K,

en outre, on suppose d’'une part que la fonction g vérifie 'hypothése
H,{ I(co, 1, ) € R xR xR*; tel que: |¢(v)] L co+arfvf”, Vv €R,

d’autre part, que la dérivée & de ® notée ¢ satisfait soit & hypothese

{ 3o € Ry, p(v) >0, Vv ER, ¢(v) 20, Vv eR,

soit & 'hypothese Hpy
¢ (v) est non négative sur R,

¢/ (v) est non négative sur R.

Le plan est le suivant:
Au paragraphe I, on établit sous la condition H,, un résultat d’existence et d'unicité de la
solution pour le probléme non dégénéré P. Sous I'hypothése Hp, le probléme P peut dégénérer,
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dans ce cas aussi, on obtient au § II, un résultat d’existence d’une solution de P. A 'aide d’une

condition supplémentaire sur ¢ et g, on obtient I'unicité.

I- Existence et unicité de la solution pour le probléme non dégénéré

Théoréme 1-1: Sous les hypothéses H, H, et H, le probléme P admet une unigue solution u:
" € L=(0,T; L*(Q)).

Preuve du théoréme 1-1:

Eristence : On utilise une méthode de pénalisation et de régularisation. On commence par
régulariser le probléme P. On note L l'espace {v € L®(0,T; H3()) /¢ € L°(Q)}, p un réel
positif, 7 > 0 destiné 3 tendre vers 0. et A un opérateur de régularisation tels que:

W { max(3, ) < § (i est déﬁm dans Ihypothése H,),

Vv € L5 A(v) = (¢ (v)—)’tf +WP,

puis, pour tout 7 > 0, on considere le probléme P, régularisé de P, d’inconnue u,, suivant

’ ty € L(0,T; HY(®)) , u; € L°(0,T; HYQ)) ,,(t) € K pp. t€[0,T],
uy € L%(0,T; L’(Q)),
P,,J L9 YweK, pp.t€]0,T],
S| et + 20 gy gy B 2,y
L u,,<x,0) = u(z), %(@,0) =u(z) pp. z€Q.

L’étude du probléme F,, se fait a I'aide de la méthode classique de pénalisation (cf. J.L. Lions
[6]). On considere les opérateurs standard de pénalisation B; et B, associés respectivement aux
convexes K = {v € H}(Q); %’ <1p.p. sur Q} et Ky = {ve H}(Q); v<0pp. sur Q}. B
est défini comme suit: Soit W = W '4(2) (W est un sous-espace de H}((2) avec injection continue

de W dans H}(R) et K1 est un convexe fermé dans W et dans H}(R)); alors By est Popérateur de

W vers W’ tel que:

VueW,YveW, (Bi(u),v) = /(1 ( )2)-azazdz ol (1—(—-)2)-_max(o (82)2—1)

De méme B3 est défini de W — W par B(v) = v* = max(v,0).

On note que:

(1.3) {’Ci:waWin(w)r—O}. K2 ={weW; By(w) =0},

K=KnK,,
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et que B et By sont en particulier monotones et hémicontinus.

Soient § > 0 et { > 0 deux parametres destinés & tendre vers 0. On considére pour tout § > 0,
¢ > 0et 7> 0, le probléme pénalisé Py ¢ s associé & F,, d’inconnue wy s suivant:

P

wes € L°(0,T; HY(Q)), uf; € L2(0,T; HY(Q)) N L0, T; Wo*()),
ts € L2(0,T; L¥(Q)),
p.p- t €]0,T7,
(1.4) 25— BB(ugs) + 0wl 5+ R "‘) +7A(w) +‘-1531(u/c,5)
+= Bz(u/ s) = f dans D’(Q),

Pogs §

wc,&(za 0) = uO(z)a (,J(zro) = ul(z) pp- €.

\

On commence par montrer au § I-1, Pexistence d’une solution unique w¢s de Fy¢s puis, on
établit des estimations a priori sur w¢s qui vont nous permettre au § I-2 de passer & la limite
en § et { et d’établir Pexistence d’une solution u, du probléme F,. Enfin, au § I3, on établit la

convergence de la suite (uy,), vers 'unique solution u du probléme P.
1-1) Existence et unicité de la solution de F¢s:

Lemme 1-2 : Sous les hypothéses du théoréme 1-1 et pour chaque & €0,1[,{ €]0,1[ et

n €0, 1, P, s admet une unique solution notée wes, telle que: wgs € L>(0,T; H(S)).
Preuve du lemme 1-2 : On utilise une méthode de Galerkin. On considére I’espace

V = H}(Q) N H*(Q), {vn}52; la base spéciale de V' constituée des vecteurs propres de I'opérateur
—A (~Av, = Tpvs, n € N*, 7, € R) et pour tout m € N*, Vin = [{va}31"]. On introduit le

probléme approché P,

trouver u, € V' telle que : Vp=1,..,m
Pnq (1.5) { m ¥p) + (a<1>(u,,,) av,,) +a(um, vp) + (5
+%(Bl (um):vp) + ((32('“175)9”?) = (fs 'Up):

um(z: 0) = uo',,.(x), u,m(x: 0) = ul,m(z):

20im) ) + n(A(um) )

p=m p=m
ol on a choisi tom = 3. Qptp et upm = 3. Bptp € Vin NK telles que: upm — up dans V' et
p=1 p=1
u1,m — uy dans H}(Q).

On établit a 1’aide de la théorie des systémes différentiels que pour tout m € N*, P, admet une
solution unique um telle que: u, € C3([0,T]; V).
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On commence par établir des estimations a priori sur uy,, qui vont nous permettre de passer 3

la limite sur m et d’établir Pexistence d’une solution w5 de Py ¢ 5, aprés, on montre I'unicité de la

solution wg,s.
I-1-1) Estimations a priori sur u,

Dans ce paragraphe, on cherche a établir des estimations a priori sur u, indépendantes non
seulement du paramétre m mais aussi des trois paramétres m,§ et ¢ afin, d’étudier au §I2 le
comportement quand § — 04 et { — 04 des solutions (w¢;s)¢s de (Py¢s)c.s- On convient, dans
toute la suite de ce paragraphe, de noter C toute constante positive indépendanté dem,det(.

Lemme 1-3 : Sous les hypothéses du théoréme 1-1, il eziste une constante C > 0 telle que pour
tout meN*, (€]0,1[ et 6 €]0,1]

<c,
LQ)

I?_“'m_
=

) lumllioz; myay + lmllioragy <G i)

) Jlumllzoor; 23(a)) + el Leoor; myca) < C;
) [|Atm]| zoogo.7:; 12(y) < C-
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p=m
Preuve du lemme 1-3 : On considere la décomposition de uy, dans Vi, um = Y hpm(t)vp.
p=1

i) On multiplie 'égalité (1.5) par k!, .(¢) (p = 1,..,m). On ajoute les m égalités obtenues,
puis on integre de 0 4 ¢. A 1'aide de deux intégrations par parties, on obtient:

9 t t
06) § Ol +4 Vol | e [ i1 [ttt

+ / / 1= G2y G azar + / (Ba(ul) )i = /(f,u...)dfﬂllul,mllp(n)

-

+2 ‘P(

v Hh [ [ ot G - [ (o (um) T .
e o0 0

Les propriétés sur la suite ug,m, I'inégalité |¢(um)| < cp + ¢1 Jum|* donné par I'hypothése Hy,
Pinégalité de Hlder-Young relative au couple (2,2) et 4 (3’%‘-‘2, &2 9 p+2) appliquée successive-

ment aux produits [¢/ (u,,.):g,,ég;n] %m et ¢ Jupm|* ,%‘zﬂl |ul,] entratnent:

le second membre de (1.6) est majoré par:

t t
L.7) 2
( c+C / 22y dr + C / Oum
0 0

oz

t
ar+3 [(Aum) tp)ar.
() A
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L'estimation i) résulte de (1.6) grace a la minoration de ¢(um) par o > 0, 3 (1.7), & 1a définition
de l'opérateur A donnée par (1.1), 4 1a monotonie de By et By, au lemme de Gronwall et & l'inégalité
de Poincaré .

ii) On déduit de (1.6) gréce & 'estimation i) précédente la majoration
¢
1 — (Bmy2y- omya g <
1 [a-GRrrGgarassa,
o
d’ol Pestimation ii).

iii ) On dérive P'égalité (1.5) par rapport & ¢, puis, on multiplie par Ay ,(t) (= 1,..,m). On
ajoute les m égalités obtenues et on integre de 0 & £. Aprés une intégration par parties par rapport
a ¢, on obtient :

19 O+ ] (Plim) 22+l il 32, 2+ j A
+n]((A(um)y,u';n)dr+} [o-Gzn-%5e ]|, Hnyar + | / (IBa(up) s e)dr
d 4
=](f’,14’n)df— / (ol o+ () T ) + Il O

st e Nt 19

a) Minoration de / (cp(u,,.)au:" "')dr On obtient, aprés une intégration par parties

2
/ (plom) o, iy = B

oz

p(uo,m)

(/o Cam )(t)||

L3 Q)
/ (¢ i o, Zimy i,

L'inclusion algébrique et topologique H3(2) C C(Q) et Pestimation i) précédente impliquent
que uy, est bornée dans L°(Q) indépendamment de m, ¢ et 6. I en résulte grace A la régularité
sur y, & I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit u;,,(%)’ et aux estimations i) et ii)

précédentes, la minoration:

-C
Q)

(Velum )( )

t

' 8“"
Jtum 2 G20 2 §
0



Inéquation de type hyperbolique du second ordre non linéaire

¢ O S
b) Majoration du terme / ("4 (%)?4,.'5;,%)47 : En effet, une intégration par parties
0

conduit a

/ (¢ o)t 22, B = ( (i, S, P (¢ (o m 2, Pt

- [ (¢ (wmpp m, iy [ Z o (o)l oty [ (¢ (omuty S, Foryg,

I'inégalité de Holder-Young relative a (4,4,2,) appliquée au produit u‘,l%‘:l% implique

(¢ a5, G| < Oy + o 22 o = I

de plus, on remarque que [ju, (t)]|3 8a) — lluz,mlls oy =4 / / uSu! dzdr, il résulte de P'inégalité

de Holder-Young relative a (2, p, p—2) appliquée au produit ltﬁumi = [[14,,” ar ] I'u.,,,lz'—2 et

des estimations i) et ii), la majoration:

%(t)

(& (i %)l sc+g / / finl? 2 dzdr +C / el ooy 7 + §

L’(ﬂ)

D’autre part, on applique I'inégalité de Holder relative a (2,4, 4), (2,4, 4) et & (2,2) successive-
ment aux produits u’ﬁ(%ﬂ)%, u’,’n%ﬂ% et 14,,.(%;‘)2, puis, on utilise les estimations i) et ii)

et la régularité sur la fonction ¢, on obtient

' 8z

[, B / [t Gz + / (¢ ot 2, T
0

< c+C / 23y i,

d’ol la majoration

¢t
[ i T, Zimy i
(1]

' } Bul(8) ||?
sc+c / Il dr + 252 [ [ utofoutaor + § | Z2G)
o %zl

¢) Minoration du terme 75 f ((A(um))',upm)dr : En effet,

45
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t t
" [ (A o) =2 | (4 (o) ()l 2 k) 1 / [ (¢ (i) St odsdr

+277/((¢((um) 2 ;na;""aa“in’ " )df+ﬂ(P+1)//lumlp "2 qrdr.

La régularité sur ¢, l'inégalité de Holder-Young relative & (2, 4, 4) appliquée successivement aux

produits (i (um)tin 23] ()29 et [ (um)ui 2] () %52, 1a relation 8 < p +2 qui résulte
de la condition (1.1) et enfin les estimations i) et i) précédentes conduisent &

2 [ (¢ ) (o)l s )+ 21 / (¢ o)l S Fm i

] / (¢ (o el 2 e,
0

d’otl la minoration
t t t
7 [(Am)sitidar 2 3 [ [ miti 52 ntr i+ ) [ [l st —c.
0 0N o

d) L’inégalité de Holder relative a (4,4,2) appliquée au produit u{n-qgluz,, I’inégalité de
Cauchy-Schwarz, la C?-régularité sur g et les estimations i) et ii) entrainent

<C+C / A

[ - / (¢ ol 22+ ) T, i
0

e) Enfin, un calcul simple conduit &

/ ([(1 - )2)— oz ] 3u’,’,.)d T+ ¢ /:([Bz(uin)]'»ui'n)df 20,

puis la propriété B (u,m) = Ba(u1,m) = 0 qui résulte de (1.3) et de u;,, € K entraine

3 ()2 < C.

L’estimation iii) découle ainsi de (1.8) grace aux points @), ..., €), 4 la minoration de p(urm) par
o > 0, au lemme de Gronwall et & I’'inégalité de Poincaré.

iv) On multiplie Iéquation (1.5) par mphy,,(t), (P = 1,...,m) puis on ajoute les m égalités
obtenues et on intégre de 0 & ¢. 11 vient aprés utilisation de la formule de Green et une intégration

par parties par rapport a t:
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|2

t
T dr - / (29—(1"—"—), Al )dr

(19) 1

o / (AB(um), Atlp)er +a / J%=
- /(A(um) Aed)dr 3 / /(1 (G- 2o O 4.4 /(a [Ba(u)], 2om)ar

[ 3]

Q)

L’(ﬂ)

Etude de l'égalité (1.9).
t
a) Minoration du terme / {A®(um), Aul,)dr : A Paide d’une intégration par parties par
rapport dtetdela formule de Green on obtient

f (AD(um), Auy)dr = / (plum)Aum + "‘"(""')(_)2 By yir = 3 |k A""‘nu(n)

4 |V Dt maey — 3 / / ¢ Yt Btz
t

/ / [‘P”('l‘vn)(—"‘)a+2<p'(u,m) Au.m] L

o
Puisque um et uy, sont bornées dans L*°(Q) indépendamment de m, { et 6, alors, la C2-régularité
sur o, Pinégalité de Holder relative & (3,4) (resp. (4,2,4)) appliquée au produit (%’:)"% (resp.
%ﬂAum%) et Pestimation ii) conduisent & la minoration

t

J60tum), a2 4 (Ve amd O] ) ~C [ Wby .
0 0

b) La formule de Green, la C?-régularité sur g, P'inégalité de Cauchy-Schwarz et les estimations

i) et iii) entratnent

t
<c+C / 1At |22 g .
0

t
99(um)

[, st )ar

0

¢) Majoration du terme —7 / (A(um), Auj,)dr : La formule de Green, entraine

- / (Aum), Ay )dr = o+ 1) / / il (C22)2dadr 4.1 ] / [ m 2T i

Ouy,

+2n / (¢ ) (a2, S i 421 / (0 o) el 222 B, )i,

47
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Puisque um, et 1, sont bornées dans L*(Q), alors, la C?-régularité sur ¢, I'inégalité de Holder
relative & (§,4) (resp. (4,2,4)) appliquée au produit (%)3 % (resp. %‘:Aum%) et estimation

ii) conduisent & la minoration

t t
- / (A(um), Dil)dr > ~C=C / 1Aty
0 0

d) Enfin, un calcul simple montre que
6u’ 3Aum 8 Sul,
-1 - 2y-"m 1/ Yy m
//(1 ( )) 5 dzdr + /(az[Bz(um)], 5, )47 20

L’estimation iv) résulte alors de (1.9) grdce aux propriétés a), ..., d), & la minoration de
¢(um) par ¢ > 0, au lemme de Gronwall et & I'inégalité de Poincaré. Ce qui acheéve la preuve
du lemme 1-3. W

1-1-2) Passage a la limite sur m et existence d’une solution de P4 :

Convergence faible : On déduit du lemme 1-3, Pexistence d’une sous-suite extraite de (um,)m notée

encore (um)m et une fonction we s telles que:

m—wes dans L0, T; HY(Q)NHA(Q)) faibles,
U, —w,; dans L*(0,T; Hy(Q)) faibles,
m—ufs dans L®(0,T; LX) faiblex,

% - —811/("6
oz Oz
Condition initiale satisfaite par wes : Gréce & (1.10) et & Vinjection continue de l'espase
{ve L*0,T; H}(Q)) : ¥/ € L*(0,T; H3())} muni de la norme du graphe dans

c([0, T); H3(Q)) on obtient:

(1.10)

dans L*(Q) faible.

Vt € [0,T], um(t) — wes(t) faible dans H}(Q)
vt € [0,T), up(t) = w) 4(t) faible dans H3(Q)

d’ou les égalités:

(r.11) { wgs(2,0) = u(z) , pp. €N,

w4(z,0) =ui(z) , pp.z€Q.
Convergence forte : L'injection de {v € L*(0,T; H}()) : v/ € L*(Q)} (resp.
{v.e L*(0,T; H¥(Q)) : v/ € L*(Q)}) muni de la norme du graphe dans L*(0, T; C(%2)) (resp.
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L*(0,T; C*(2))) est compacte (cf. J.L. Lions [6], chap.1, §.5). On déduit donc des résultats (1.10)
les propriétés de convergence forte:

(1 12) Um — WS dans Lz(O,T; Cl(ﬁ))’
' y, —u}s dans LX0,T; C@)).

En observant que les fonctions ¢, ¢’ et ¢ sont de classe C? donc lipshitziennes sur tout borné de
R d’une part, et en extrayant d’autre part, une nouvelle sous suite notée encore (%m)m, en utilisant

la continuité des fonctions ¢, ¢ et ¢’ et le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, il vient

um — wes dans L*(0,T; C'(Q?)) et dans L(Q), Vg € [1,00[,

t, — ul, 5 dans L*(0,T; C(2)) et dans L%(Q), Vg € [1, 00,
(113) Oum _ Ougs 0(um) | 6%(ucs) Oglum) _, Solwcs)
oz oz ' Oz 6z ' &z oz
A(um) — A(ug,s) dans LYQ), Vg€ [1,00[.

D’autre part, puisque Popérateur B; (resp. Bi) : Wi'(©2) — W~14(Q) est monotone et
hémicontinu et comme gréce & (1.10) 1), converge dans L4(0, T; Wa*(Q2)) faible vers w}, 4, alors

(114) Bi(uy,) — Bi(w, 4) faiblement dans L3/4(0,T; W~14(Q)),
' Ba(uy) — Bay(uf, 5) faiblement dans L¥/4(0,T; W-14(2)).

Maintenant, on peut passer a la limite en m dans P’égalité (1.5). En effet, soient ¥ € W4(Q)
et (¥p), une suite d’éléments de H3(2) N H(N) telles que ¥, — ¥ dans Wi(Q) et ¥, € V.
Soit m > p, on choisit dans (1.5) v, = ¥,. Dans légalité obtenue et grace aux propriétés (1.10),
(1.12),..., (1.14), on tend m — oo puis p — 00, il vient:

0%(wes) 0¥

() 92) 1 (mAwge) + ants + 22058) ) 4 1B ), 9)

+(Ba(uls), ¥) = (£,9).

(115) (w5 ) +(

On vient de montrer que w¢,s est une soluticn du probléme P, ¢ s
1-1-3) Unicité de la solution de B, ¢s:

Pour simplifier les calculs on note w = w5 cette solution de P, ¢s obtenue au paragraphe
précédent. Soit u une autre solution de P, ¢ s vérifiant (1.15). Grace & la monotonie des opérateurs

B et By, la différence s = u — w vérifie
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t t
(116) 319y + [ (o) - oo, S +1 [ (AGw) - AGw), e
0 0

+a [Whgar+ [EL=2D g < o
0 0

Etude de I'inégalité (1.16).

a) Minoration du terme / (cp(u)%z - w(w)%, %i—)dr : Une transformation simple, deux
()
intégrations par parties et I'égalité -84.%'91 = 0 impliquent

Jo@ 3s(t

t t
[eotrge - otz i = o L] [ e
0 00

o) - o) 22,22 / (/) - w(w)w"“’ 2 ar - / (¢ w)d 22, 2 i

/ (1) - ) G- g2

On déduit d’abord, du théoréme de la valeur moyenne et la C2-régularité sur ¢ les inégalités

lp(u) —p(w)] < Cls], I¥(w) - ¢ (w) < Clsl,
d’autre part, les inégalités de Cauchy-Schwarz et dé¢ Young, les appartenances v’ € L*(Q), %—3 €
t

12(@), 22 € L(0,T; 13(2), la formule de Poincaré et Pinégalite s(t)|3a(e) < / 19122y @
0

entra.inent. la minoration:

/ (w2 o) 32, % yar >

t
8s(t) |? Bs(t) 2
1 = =\ - -
V() C/ dr C/Hs’" 20 AT
’ 8 |l 1l 02l 8|2 J A
b) La monotonie de I'application v — |v|® v, les appartenances de v/, ¢(u) et % é.

' oz
L*(Q), le théoréme de la valeur moyenne et 1'inégalité de Cauchy-Schwarz entrainent la mmorat.xon

/ (A(u) - A(w), o')dr + / (M J)ir > —C /

11 résulte de (1.16) gréce aux points a) et b), a la minoration de p(u) par o > 0, au lemme de

Bs

t
dr-C / 112y -
|| L3 () A

Gronwall et A I'inégalité de Poincaré que u = w sur Q. Ce qui achéve la preuve du lemme 1-2. B
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1-2) Passage & la limite en § et { et existence dtune solution de P,:

On procéde de la maniére suivante. On fixe ¢ dans ’équation (1.4) puis on passe a la limite en
8. Apres, dans 'inégalité obtenue, on passe 3 la limite en ¢.

a) Passage & la limite en § dans U'éguation (1.4): On fixe { dans ]0,1[. On déduit du lemme
1-3 et de (1.10) que les suites (w¢s)s>0, ("/¢,5)6>0 et ("4;',6)6>0 sont bornées respectivement dans
L0, T; H)Q)NHXRN)), L=(0,T; HY()) et L=(0,T; L*()), d’ott I'existence d’une sous-suite

extraite de (w¢,5)s>0 notée encore (we,5)s>0 et d’une fonction w telles que:

wes — we dans L°(0,T; HY(R) N H%(R)) faiblex,
(L17) W, —u, dans L(0,T; HY()) faibles,
Ps—ufl daps L(0,T; LX(Q)) faiblex.

Ces propriétés de convergence faible (1.17) entrainent d’une part, les conditions initiales
we(z,0) = ug(z) et w(z,0) = ui(z) p.p. = € N, d'autre part, grice aux résultats de compacité
classiques (cf. § I-1-2), des propriétés des convergence forte qui sont suffisantes pour passer & la
limite dans les termes non linéaires de 'égalité (1.4).

On remarque de plus que I'égalité provenant de (1.4)
By(uf) =8 [f — ufl s+ D(ugs) - oy s — 2558 — nA(ug,s) - 1Ba(ur, )],

entraine

(XY

3

L=(0,T; L)) <
ou C > 0, est une constante indépendante de §, et par conséquent, grice aux propriétés de I’opéra-
teur B, on a: w(t) € Ky, p.p. t €]0,T1.

On considére maintenant le produit scalaire dans L?(£2) des deux membres de (1.4) avec V-,
ol v est quelconque dans K, puis, on utilise la monotonie de 'opérateur B; et I’égalité By(v) =0
qui résulte de (1.3), enfin, on passe & la limite en § — 04. On obtient que wyg vérifie 'inéquation

9g(w¢) 9%(we) 9
Bz +%B2(u/()_fvv"u/()+(—'?£_t’a_z

b) Passage & la limite en ( dans (1.18): On déduit du lemme 1-3, des propriétés (1.10),

YweK,pp.t€]o,TI,
(1.18) 0.7

(wf + ow} + nA(we) + (v—up)) 20
(1.17), de la propriété wi(t) € K; p.p. ¢ € ]0, T{ et que K; est fermé dans H}(Q), I'existence d’une

sous-suite extraite de (w¢)¢>0 notée encore (we)¢>o et une fonction uy tel que
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we —uy, dans L®(0,T; HJ(Q) N H?()) faibles,
(1.19) w, =, dans L®(0,T; Hy(?)) faiblex et u(t) € K, p.p.t€]0,TY,
wf =y dans L®(0,T; L¥Q)) faiblex,

de plus, on choisit v = 0 dans (1.18) et on remarque que (B2(u), w) = “Bz(w' )

o)’ 1l
résulte grace & la propriété u/((t) € K p.p. t €]0,T], 1a majoration:

(1.20) "Bz( C)"Lw(o,r ey S < C¢, ot C > 0 est uneconstante mdépendante de(.

On déduit de (1.20) grice aux propriétés de l'opérateur B, que up(t) € Kz, pp. t € 1o, T 0
résulte donc de (1.19), la propriété: up(t) € K=K1NKy, p.p. L€ Jo, 7.

Maintenant, on considére I'inéquation (1.18), puis, on tend { — 04, il résulte de la monotonie
de B, et Pégalité By(v) = 0 qui découle de (1.3), que uy, vérifie 'inéquation (1.2). Les conditions
initiales et I'unicité sont obtenues comme aux § I-1-2 et § I-1-3. On obtient donc que le probléme

P, admet une solution unique uy.
1-3) Passage a la limite en 7 et existence d’une solution de P
1-3-1) Estimations a priori sur uy

11 résulte du § I-2, que pour chaque n > 0, le probléme P, admet une solution unique uy telle
que up(t) € K, pp. t € ]0,T; et par conséquent, les suites (un)g>0 €t (up)g>o sont bornées dans
L*(0,T; H}(Q)) indépendamment de 7. On complete ces résultats par les estimations suivantes

UN
sur u,,.

Lemme 1-4: Pour cha.que n €]0,1[, la solution uy du probléme Py est telle que:
i) ” " Lﬁ(q)
i) "\/-un“z,w(o,r; L3(9) <G,

ott C>0, est une constante indépendante de n €10,1{.
Preuve du lemme 1-4 : On utilise une méthode de quotients différentiels.

i) Soit @p un réel tel que 0 < wp < T. On considére l'inéquation (1.2) satisfaite par u, pour
p.p. t € Jwo, T, puis, on choist v = uj,(T — &), 0d @ est un réel fixé tel que 0 < @ < wo. Apres,

on multiplie par £ et on pose w(r) = L (uy(7) — uy(7 — @)), il vient:

8% (un)
oz

/)
G+ oty + 2280) _ 1 1) 1 ) ) + (B2, B2 < 0 ppr €, T
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Soit ¢ € Jwo, T[; on intégre V'inégalité prégédente de wp & ¢. Puisque %;"—- € C([0,T]; L¥(%)),

on peut intégrer par parties le terme (——= (:’) il vient:

la)’

(121) /( )dr < - /( + 2 _ oy /(A(uﬂ),w)dr—@%ﬁ‘"—’(t),g—';’(t))

#2250, 22 )+ / (ot 22 + () 20, 20,

Le passage 4 la limite en @ — 0, dans les deux membres de I'inégalité (1.21) est légitime,

en effet, u; € L®(0,T; LX(Q)) et uj, € L°(0,T; HY(R)), donc o/ et %12 convergent respective-

!
ment vers u; et Zu,, dans L9(0,T; L*(2)), pour tout g € [1,00[. De plus, on obtient grace a

la régularité sur uj que %:— € C*([0,T]; L*(5)), od C*([0,T]; L2(R2)) est I'espace des fonctions

v € L=(0,T; Lz(Q)) telles que pour chaque y € L*(Q2), Papplication ¢ — (v(t),y) est continue (cf.

J.L. Lions et E. Magenes [7]). Par conséquent, pour chaque ¢ € [0, T], 6'w ¢ converge faiblement

vers 8u.,l( ) ans L2($2). On déduit alors de (1.21) I'inégalité

¢
/ 1 2 i < / (et + 280 _ gy j (Afun) i — (2 ), T
(22 (), Ty + / (¢ o)y 22+ () 52, T g,
qui implique grace & I'inégalité de Young et a la propriété uy(r) €K, pp. T€]0,T]:

(1.22) / e ]23qy & < . b0 €10,1[, pp £ €10, T

ot C est une constante positive indépendante de wq et de 7 € ]0,1[.

On passe 4 la limite en o dans (1.22), on obtient I'estimation i).

ii ) Soit @ un réel de ]0, T, déstiné & tendre vers 0. Ou considére I'inéquation (1.2) satisfaite
par up aux instants 7 et 7+ @, od 7 est un réel fixé de ]0,T — @], avec les choix respectifs
v=u(r+w)etv= 4 (7). On ajoute ces deux inégalités obtenues, on multiplie par ;-rz_, puis,
on intégre de 0 & ¢. Pour chaque fonction w : Q — R, on pose wg(r) = L(w(r + @) —w(r)). La

monotonie de I'application v — |v|’ v et une intégration par parties conduisent &:
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¢t

t t
/ ' ‘I a
02) ol +o [~ Ieholiagydr < § [ Ioholiugr [rEole o yar
0 [+]

o
t t t
a[® Buy,
+ [ rttmhair=n [t Gy suodir - [rE e, Faeyar,
az’ | Oz 6::
0 0 0
Ma.joratzon du second membre de (1.23). En effet, on effectue une transformation simple sur
les termw (u")]“’ et [‘p"(u,,)%(&‘")"’] , puis, des intégrations par parties. I'utilisation de la
propriété u, € IC pp. T€]0, T[, la régularité sur ¢ et g, la propriété |jwy(7) || 9@ < I leq)
valable pour tout fonction w : v/ € L(Q) (g € [1,0[) et tout réel =, nous permettent de déduire
a Paide de Pinégalité de Cauchy-Schwarz et P’estimation i) précédente, la majoration:

a @ o !
/”ur,w”p(g)d _/ it 1 [ g‘;n)] , aﬂ. )dr / (e [9(“7))] fw;uf,,w)d"'
0

" [ oy G| e
0

(1.24)

+ <c+c / Il ey

od C est une constante positive indépendante de € ]0,1[ et de w €0, 1.
11 résulte de (1.23) gréce & (1.24), I'inégalité

t i
(1.25) %Hui,,m(t)”::(m <C+C / T"“’n.w”iﬂ(n)dT
-

D’od, par passage  la limite en t et utilisation du lemme de Gronwall, on obtient I’estimation

ii). W
1-3-2) Passage a la limite en n dans I'inéquation (1.2)

11 résulte de P'appartenance u,(t) € K, p.p. t € ]0,T], et des estimations du lemme 1-4, les

propriétés de convergence faible

up—u dans L®(0,T; Hi(Q)) faiblex,
(1.26) uj, —=v dans L®(0,T; H}(Q)) faiblex et /() € K, p.p. t €]0,T|
. ¥ —u" dans L*Q) faible,

u,
tuff —=x dans L%®(0,T; L¥(Q)) faiblex et x = tu”

En eflet, ¥/(t) € K, p.p.t € ]0,T|, puisque K est un sous-ensemble fermé de Hg(Q2). De

plus, x = tu” puisque tuj converge vers tu” dans D'(0,T; L*(Q)) car pour chaque fonction
¢ dans D(|0,T]), on a (tup,¢) = — (up, (t¢)') -
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On déduit de (1.26) les résultats suivants
u(z,0) = ug(z) et v'(z,0)=u;(z), pp. z €N,

(1.27) uy —u (resp. up, — ) dans L2(0,T; C(Q)) et LI(Q) Vg€ 1,00,
et

oz oz
nA(up) = 0 dans L°°(Q) faible*.

oB(u) |, 0(u) - Bg(wm) _, Bg(u) (0) faiblen
(1.28) { 5 (Tesp. 5, ) dans L(Q) faibles,

Maintenant, le passage 4 la limite en n dans ’inégalité (1.2) est possible. En effet (1.2) entraine:

/(u + au, +17A(u,,)+ag(u ) - fiv— d‘r+/(8(p(u") 8u

2 1ot

il résulte donc de (1.26), ..., (1.28), de —#(u,,)uf, > 0 et —¢(u)e’ > 0 et des propriétés de

Ry~ § so(uo)(a%)’dx / f o (ol o ez,

convergence faible
o du —— Ou, du . .
e \/go(u)-a—x— (resp. /—¢' (u,,)u,,yx- — /= () -a;) dans L*(Q) faiblex,

que la fonction limite u satisfait a:

/(u”+au+3g( %) _ 0~ ut)ar +/(6‘1’S‘) & (o —u))dr 20, Vo K, pp. t€]0,T[.

On conclut par une opération standard, que u vérifie I'inéquation (1) et par suite u est une
solution du probléme P. L’unicité de u s’obtient comme au § I-1-3.

Ce qui achéve la preuve du théoréme 1-1etle § 1. B
II- Existence et unicité de la solution pour un probléme dégénéré

Existence:
On suppose que la fonction & satisfait a I’hypothése Hp. Les autres conditions H et H g sont
inchangées. On considére alors le probléme dégénéré:

u € L®(0,T; H}(R)) , v’ € L®(0,T; H}(Q)) ,v'(¢) € K p.p. t €]0,T[,v" € L*(Q),

- Vv € K, t €0, T,
) { p.p. £€]0,T[

P U
(u”+au+ag(“)—f, ’)+(6§(x)’68(" ¥ 20,

u(z,0) = uo(z), v/(z,0) =u1(z) p.p. z€Q.
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Pour ce probléme, on établit le:

Lemme 2-1: Le probléme P admet au moins une solution.

Preuve: Pour é&tablir I'existence d’une solution de f’, on utilise une méthode d’approximation. Pour
chaque réel o > 0, on considére la fonction ®, : R — R telle que ®,(v) = ®(v) + ov, qui satisfait &
la condition H, et on note par F; le probléme similaire au probléme P tel que dans (1), la fonction
®, prend la place de la fonction ®.
1 résulte du § I, que P, admet une solution unique ug, telle que tu) € L°(0, T; L(Q2)).

D’autre part, on procéde comme pour établir les estimations du lemme 1-4, on obtient ceux sur

Uy
(22) lluzllzaqy+||vViug| Loox;12()) < Cr (C > 0 est une constante indépendante de o € J0, 1().

Maintenant, grice aux estimations (2.2) et & la propriété u,(t) € K, p.p. ¢ € ]0,T[, nous allons
montrer que la suite (4, )o>0 converge, quand o — 0y, vers une solution u du probléme P.
En effet, comme au paragraphe 1-3-2, on établit ’existence d’'une sous-suite (u,),>q, notée

encore (ug)o>0 telle que: quand o — 0y,

Uy —u, u, = dans L®(0,T; H}(Q)) faiblex et u'(t) € K, p.p.t €]0,TY,
u! — " faiblement dans L%(Q),
vt € [0,T}, uo(t) — u(t) (resp. ul(t) — /(t)) faiblement dans HJ(02).
I résulte d*une part:
(2.3) u(z,0) = uo(z) et u(z,0)=u(z) p.p. z€Q,

et d’autre part, grice aux résultats de compacité classiques, les propriétés de convergence forte:

uy — u dans L2(0,T; C(Q)) et LI(Q), Vg € [1,+0o0[,
up — v, Y(uo) = Y(u), 9(us) — g(u) dans LI(Q), Vg € 1, +oo[.

Maintenant, on peut passer la limite quand ¢ — 04 dans I'inégalité satisfaite par u,. Il en
résulte que la fonction limite u vérifie I'inégalité (2.1) pour chaque v € K et pour p.p. £ €]0,T], et ‘

par conséquent u est une solution de P

L’hypotheése Hy et H sont insuffisantes pour conclure sur I'unicité de la solution de P. On est

amené donc & ajouter d’autres conditions sur ¢ et g afin d’obtenir cette unicité de la solution.
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On remarque que toute solution u de P vérifie u € L0, T; H3(2)) N C([0,T); L*()), il en
résulte grace 4 l'inclusion algébrique et topologique H}(R2) C C"'%(ﬁ)(') et au théordéme d’Ascoli
que u € C(Q).

On note M = {v € C(Q) : v/ € L°(0,T;K) et v(z,0) = uo(z)}, alors toute solution de P est
dans M. On pose do = inf {v(z,t) : v € M et (z,t) € Q}, on remarque que dy est fini, puisque tout
élément de M est borné sur Q par ||uo|lc () +mes(Q). On ajoute & Hy et Hy la condition

i) 3¢€R, €24, 3dcR, I(ko,k1) € RL xRS tels que Vo € [dg, +00[
Hy kolv—df' p(v), 0S Y (v) S ki fo—d*?, |¢"(v)] < b o — |2,
i) 3(c,u) € R*XRY; tel que p > § et |¢(v)] < clv —d]* Vv € [do, +00].

L’hypotheése Hy i) entraine en particulier que |¢'(v)| < ¢ + ¢ Jv|* sur [do, +00.
Un exemple de fonctions ¢ vérifiant I’hypothése Hy et la condition i) de Hy est

0 sur }—o0, do)
p(z) = .
kv —dg|® sur [do,+oo[, avec £>4 et k> 0.

Onale

Lemme 2-2: Sous la condition Hy, le probléme P admet une unique solution.
1

Preuve: Soit w une solution du probléme P et soit u la solution obtenue par le lemme 2-1. Alors

8 = u — w vérifie:

(24) 319 2acoy + / (o) 2~ o) 22, 2 )i / 192y dr + / G —9)) g < o

La difficulté principale ici est le traitement du second terme du premier membre de (2.4).
a) En effet, une transformation simple conduit &

(25) [ (o) 5 ~ o) 32, 2 )ar = / (P32 + lole) ~ o)) 52, 5 ar

+ / (o) + botw) ~ p(w)] 22, D yar.
0

(*) C%3(QY) est 'espace des fonctions holdériennes v d’ordre 3 » muni de la norme:

vf| =sup |v(z)| + sup Az vl
lill sup ( sup u—’—&“ﬂlz_yl

(z.¥)enxQ, z£y
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On va minorer chaque terme du second membre de {2.5). Puisque a—‘%‘-)) = 0 alors

2
Vo2 oy Al e 52,20

8w33

/ ()22 + o(w) — o)) 52, 2 yir =}

6w ds

- [ / o (et (32 amdr — | / () S, 22)ir — § / () - Y 22)ar

-1 (o) - plw) 52, Zyir

0
1l résulte d’une part, du théoréme de la valeur moyenne, de la C%régularité sur ¢ et de ’hy-
pothése Hy, les inégalités '

le(w) - p(w)] < C(fu = dI* " + Jw = d*) ],

() — ¢ (w)] < Clu— dI*~2 + |w —dI”?) ],
d’autre part, les inégalités de Cauchy-Scﬁwarz et de Young, la propriété '(t) (ra;: w/(t)) € K,
la condition £ > 4, la minoration ko |v — d|* < ¢(v) et Vinégalité ||s(t)llig(9) <t / II¢ IIi,(n) dr,
entrainent les deux majorations: °

8w’ s

ow Bs / (lp(w) - p(w)] 5 5-)dr

§ (o) — o)) 5o 32) - / (i () — ¢ (w)] o g, )
Os(t)
Velw)—- Lz(ﬂ)+0/“ «P(u—

+c/
0

+

1

_<_ 12 dr

L’(ﬂ)

as(t) ||
Velu)—-

+4h
L}(Q)

S 2
V| dr+cC / o[y dr
‘P( )a“""z,'-'(n) / " ”L’(ﬂ)
et

1 / (Pw)d 22, Zyar < CZ“\/‘p_(F)g”;(mdf+C’Z"s’"ig(ﬂ)dr.

Finalement, on déduit de la propriété —¢/(u)v’ > 0, la minoration

/ (P2 + o) — ol o, Zyar > 3] V2oL L -c [ 19133 o
..Tli WB;S) L,(Q)_C./“m Li(n)dT C/“\/g—p(uTax La(ﬂ)dr.




Inéquation de type hyperbolique du second ordre non linéaire 59

Par un procédé analogue, on établit la minoration

8s(t)

p(w)——

t
é éu 8¢
§ [ Getw) g + o) — ol 22, Zyar > -c / 1 ey dr
0

L
12

dr.
L}(n)

sl ol

3(Q)

dr - C/"\/ga(_w

L3(Q)
11 résulte des deux minorations précédentes, la minoration

/ (o5 ~ o) 2, P ir >

_c [ “ ol ;m) dr — CZ" mLd

b) Enfin, la régularité sur g, I'inégalité |¢/(v)] < cjv — dJ* sur [do, +00], 1a condition p=4%la

ds(t) |I?
Ve(w)—-

L¥(n)

2
LX)

2 t
dr—C / 1122 .
(@) /

propriété u'(t) (resp. w/(t)) € K, Iinégalité [|s()]> e <t / I |12 L3(q) 97 et les inégalités de

Cauchy-Schwarz et de Young conduisent &

/( a(g(u)a; 9(w)) : sl)d,’_
(4]

t ¢
8 2
<cC / " go(u)-a-zi“ dr+C / IIs "i’(ﬂ) dr.
0 e 0

On déduit finalement de (2.4) gréce aux poixits a) , b), I'inégalité

2
1 (t)”i%n) + 35 [|[Vel)—5 2~ 3s(t) + 3 || Ve(w) a;:(:)
L3( n) L3(q)
2 t
2
‘P(u - @) dr + C/ ” v ‘P(w 5z L3(Q) ar+ C[lls,llL2(Q) ar,

qui, & 'aide du lemme de Gronwall nous donne u = w sur Q. W
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