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Existence et unicité de solutions pour une inéquation de type
hyperbolique du second ordre non linéaire

Brahim Hajouj

Ann. Math. Blaise Pascal, Vol. 8, N° 1, 2001, pp.39-60

Résumé: On étudie l’existence et l’unicité de la solution pour une inéquation variationnelle gou-
vernée par l’opérateur hyperbolique défini par

Lu = ~2u ~t2 - ~203A6(u) ~x2 + 03B1~u ~t + ~g(u) ~x - f
et les deux contraintes |~ ~x(~u ~t)| ~ 1 et ~u ~t  0 p.p.. Deux situations sont considérées, la première
lorsque la dérivée ~ de la fonction ~ est minorée par une constante strictement positive, la seconde
lorsque ~ ~ 0, l’opérateur L peut ainsi dégénérer dans toute partie du domaine où ~(u) = o.

Abstract We study the existence and uniqueness of the solution of a variational inequality relative
to the hyperbolic operator defined by

Lu = ~2~u ~t2 - ~203A6(u) ~x2 + 03B1~u ~t + ~g(u) ~x - f

and the two constraint |~ ~x(~u ~t)| ~ 1 and ~u ~t ~ 0 a.e.. Two situations are examined, a first one
when the derivative 03A6’ of the function 03A6 satisfies: k ~ 03A6’, where k e R*+, a second one when 03A6’ ~ 0,
in this case the operator L could degenerate in ail part of demain where ~(u) = 0.

Introduction

On s’intéresse dans ce papier aux solutions d’une inéquation variationnelle, issue de la théorie
de l’elasto-plasticité non linéaire, régie par l’opérateur L et les contraintes |~ ~x(~u ~t)|  1 et 

~u ~t 
 0

p.p. La non linéarité de L intervient au niveau des dérivées de u d’ordre un et deux par rapport
à la variable d’espace. On distinguera deux cas selon que l’opérateur L est non dégénéré ou peut
dégénérer dans toute partie du domaine où ~(u) s’annule.

Divers auteurs ont obtenus des résultats d’existence et d’unicité de la solution pour des prob-
lèmes similaires. Nous citons par exemple les travaux de J.L. Lions [6] sur des inéquations varia-
tionnelles relative à l’opérateur u -. ~2u ~t2 - 0394u + h(~u ~t), N.A. Lar’kin [5] sur des inéquations régies
par l’opérateur u ~ ~~2u ~t2 - 0394u + ~u ~t + u~u ~x - f (~ > 0), Y-Ebihara [3], F.G. Maksudov, A.B. Aliev
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and D.M. Tahirov [9] et plus récemment ceux de B. Hajouj [4] sur des inéquations gouvernées par

l’opérateur u ~ ~~ ~t [k(u)~u ~t] - 03B8~0394u + h(~u ~t, u - f (~ > o, 03B8~ > 0 .
Cependant, pour les inéquations ayant des non linéarités dans les termes dérivés d’ordre un

et deux de u par rapport à la variable d’espace, il ne semble pas qu’un travail sur l’existence et

l’unicité de la solution ait été entrepris et ce papier a pour objet de présenter et d’établir quelques

résultats dans ce sens. ,

On désigne par 03A9 l’intervalle ouvert ]a, b[ de R, a  b, par T > 0 un réel donné et par Q le

pavé ouvert 03A9 x 0 T , x est le convexe v E |~v ~x| ~ 1 et v ~ o .. sur 03A9}. On note
(.,. ) le produit scalaire dans et les produits de dualité entre les espaces W1,q0(03A9)
et d’une part et les espaces Lq(03A9); Lq’(03A9) d’autre part avec 1 q + 1 q’ = 1. Les dérivées de
u, au sens des distributions vectorielles par rapport au temps t, sont représentées par u’, u", u"r, ....

On considère le problème variationnel hyperbolique P d’inconnue u:

u e T; , u’ E L°°(o, T; Hô Cf Z)) , u’(t) E lr p.p. t E j0, T[, u" E L2(Q),

(1) 
~v ~ 03BA, p.p. t ~]0,T[, 

(1) (u" + 03B1u’ + ~g(u) ~x - f, u - u’) + (~03A6(u) ~x, ~ ~x(v - u’)) ~ 0,
u(x, 0) = u0(x), u’(x, 0) = u1(x) p.p. x E SI.

où les données vérifient l’hypothèse :

~ : R --~ R est une fonction de classe C~ vérifiant: ~(0~ = 0

H 
g : : R -+ R est une fonction de classe CZ vérifiant: g(0) = 0

a > 0, f E telle que f’ E L2(0, T; L2(03A9)),

en outre, on suppose d’une part que la fonction g vérifie l’hypothèse

Hg{ ~(c0,c1, ) ~ R+ R+ R+; tel que: |g’(v)| ~ c0 + c1 |v| , ~v E R,

d’autre part, que la dérivée 03A6’ de 03A6 notée 03C6 satisfait soit à l’hypothèse

Ho 3o E 03C6(v) ~ 03C3, ~v ~ R, soit à l’hypothèse 
a 0, ~v E R,

03C6’(v) est non négative sur R, 03C6’(v) est non négative sur R.

Le plan est le suivant:

Au paragraphe I, on établit sous la condition Hrr, un résultat d’existence et d’unicité de la

solution pour le problème non dégénéré P. Sous l’hypothèse Ho, le problème P peut dégénérer,
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dans ce cas aussi, on obtient au § II, un résultat d’existence d’une solution de P. A l’aide d’une
condition supplémentaire sur 03C6 et g, on obtient l’unicité.

I- Existence et unicité de la solution pour le problème non dégénéré

Théorème 1-1: Sous les hypothèses H, H03C3 et Hg le problème P admet une unique solution u.’
ttf e L~(0, Ti L2(03A9)).

Preuve du théorème 1-1:

Existence : On utilise une méthode de pénalisation et de régularisation. On commence par
régulariser le problème P. On note jC l’espace {v /1/ p un réel

positif, 1/ > 0 destiné à tendre vers 0+ et A un opérateur de régularisation tels que:

f max(3, )  03C1 2 (  est défini dans l’hypothèse Hg),(1.1)
~v ~ r; A(v) = (03C6’(v)~v ~x)2v’ + |v’|03C1 v’,

puis, pour tout ~ > 0, on considère le problème P~ régularisé de P, d’inconnue u~ suivant

u~ ~ L~(0, T; H10(03A9)), u’~ ~ L~(0,T; H10(03A9)) ,u’~(t) ~ K p.p.  6 [0,T], ,

u"~ ~ L~(0, T; L2(03A9)),
P~  { 

(1.2) ~v ~ 03BA, p.p. t ~]0,T[,(u"~ + 03B1u’~ + ~A( ~) + ~g(u~) ~x - f;v - u’~) + (~03A6(u~) ~x, ~ ~x(v - u’~)) ~ 0,
u~(x, 0) = u0(x), u’~(x, 0) = u1 (x) p.p. a: n.

L’étude du problème ~,, se fait à l’aide de la méthode classique de pénalisation (cf. J.L. Lions
[6j). On considère les opérateurs standard de pénalisation Bi et B: associés respectivement aux
convexes 03BA1 = {v ~ H10(03A9) ; |~v ~x|  1 p.p. sur 03A9} et 03BA2 = {v ~ H10(03A9) ; u  0 p.p. sur 03A9}. B1
est défini comme suit: Soit W = W1,40(03A9) (W est un sous-espace de H10(03A9) avec injection continue
de W dans et A:i est un convexe fermé dans W et dans alors Bi est l’opérateur de
W vers tel que::

V~.V.~, .~ 
.

n
De même B2 est défini de W ~ W par B2(v) = v+ = max(v,0).

On note que:
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et que BI et B2 sont en particulier monotones et hémicontinus.

Soient 6 > 0 et ( > 0 deux paramètres destinés à tendre vers 0+. On considère pour tout 6> 0,

03B6 > 0 et ~ > 0 le problème pénalisé P~,03B6,03B4 associé à P~, d’inconnue w03B6,03B4 suivant:

w03B6,03B4 ~ L~(0, T; H10(03A9)), w’03B6,03B4 E L~(0, T; L4(0, T; W1,40(03A9)),
w"03B6,03B4 E L~(0, T; L2(03A9)),

p.p. t E ~0~ T I ~

~~ (1.4) ~ ~-A~(~)+a~+~~+~(~)+~~~
+1 03B6B2(w’03B6,03B4) = 1 dans D’(O) ,

0) = u0(x), w’03B6,03B4(x, 0) = u1(x) p.p. x E 03A9.

On commence par montrer au § 1-1, l’existence d’une solution unique de puis, on

établit des estimations a priori sur qui vont nous permettre au § 1-2 de passer à la limite

en 6 et ( et d’établir l’existence d’une solution u~ du problème Enfin, au § 1-3, on établit la

convergence de la suite vers l’unique solution u du problème P.

1-1) Existence et unicité de la solution de P~,03B6,03B4:

Lemme 1-2 : : Sous les hypothèses du théorème 1-1 et pour chaque 6 ~ ] 0,1 , 03B6 ~ ] 0,1[ ei

rI E ~U,1 ( , P,~,~,a admet une unique solution notée’ telle que: E L°° (0, ?’; H~ (S~)) .
Preuve du lemme 1-2 : : On utilise une méthode de Galerkin. On considère l’espace

V = n la base spéciale de V constituée des vecteurs propres de l’opérateur

- A (-Avn = 03C0nvn, n E N*, 03C0n E R) et pour tout m E N*, Vm = . On introduit le

problème approché Pm

trouver um E Vm telle que : Vp =1, ..., m

Pm (1.5) {(u"m, vp) + (~03A6(um) ~x , ~vp ~x) + 03B1(u’m, vp) + (~g(um) ~x, vp) + ~(A(um), vp)

+ 1 03B4(B1(u’m),vp) + 1 03B6(B2(u’m),vp) = (f,vp),’1 ’~’ ~ (B2tum~ ~ vP) "’ (f 
um(x, 0) = u0,m(x), u’m(x, 0) = u1,m(x),

où on a choisi 03B1pvp et u1,m = 03A3 03B2pvp ~ Vm ~ 03BA telles que: u0,m ~ u0 dans V et

u1,m ~ u1 dans H10(03A9) .

On établit à l’aide de la théorie des systèmes différentiels que pour tout m E ~1’, Pm admet une

solution unique um telle que: u,n E C3((0, T~ ; V).
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On commence par établir des estimations a priori sur u~, qui vont nous permettre de passer A
la limite sur m et d’établir l’existence d’une solution de ~~, après, on montre l’unicité de la
solution w03B6,03B4.

1-1-1) Estimations a priori sur ~

Dans ce paragraphe, on cherche à établir des estimations a priori sur u~ indépendantes non
seulement du paramètre m mais aussi des trois paramètres m, ~ et ( aËn, d’étudier au § 1-2 le

comportement quand ~ ~ 0+ et ( -~ 0+ des solutions (u~)~ de (~,~)~. On convient, dans
toute la suite de ce paragraphe, de noter C toute constante positive indépendante de m, ~ et (.

Lemme 1-3 : Sous les hypothèses dM théorème 1-1, tj existe une constante C > 0 telle que pour

tout m N°,
~ M) i) !~ft ~ tk4(o) ~C,
~) ))~ML~(o,r;~(n)) + ~(n)) ~ C,
~) t!~~tt~(o,r;~(n))~C-____________________________

Preuve du femme 1-3 : On considère la décomposition de um dans Vm, um = hp,m(t)vp.
p==l

i ) On multiplie l’égalité (1.5) par ~(~) (p = l,...,m). On ajoute les m égalités obtenues,
puis on intègre de 0 à ~. A l’aide de deux intégrations par parties, on obtient:

(1.6) i)~(t)!!~)+ijj~~,.)~~~ 
~ 

, , 
t (

+~ //~ ’ + ~ = + ~ 
on o o

+. t~~-~~t.,, ~ i /(~~.~.
o 

2’

Les propriétés sur la suite u0,m, l’inégalité |g’(um)| ~ c0 + c1 |um|~ donné par l’hypothèse Hg,
l’inégalité de Hölder-Young relative au couple (2,2) et à (2(03C1+2) 03C1-2 , 03C1+2 ,2,03C1 + 2) appliquée successive-
ment aux produits [03C6’(um)u’m~um ~x] ~um ~x et ci |um|  |~um ~x||u’m| entraînent:

le second membre de (1.6) est majoré par:
~ C+C’~~j~~+C~~~ 

B 0 0 L2n> 
0
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L’estimation 1) résulte de (1 .6) grâce à la minoration de 03C6(um) par u > 0, à (1 .7), à la définition

de l’opérateur A donnée par (1 . 1) , à la monotonie de B1 et B2, au lemme de Gronwall et à l’inégalité

de Poincaré .

ü) On déduit de (1 .6) grâce à l’estimation 1) précédente la majoration
’ 

~£ ~q~
1 / /(1 - (~ )~)~ ( ~)~dzdT  C,

o ù

d’où l’estimation ü) .

üi ) On dérive l’égalité (1.5) par rapport à t, puis, on multiplie par h§,~~y(t) ~p = 1, ..., m). On

ajoute les m égalités obtenues et on intègre de 0 à t. Après une intégration par parties par rapport

à t, on obtient :

t 
, ,, 

i

(1.8) 1 2 ~u"m(t)~2L2(03A9) + (03C6(um)~u’m ~x + 03C6’(um)u’m ~um ~x, ~u"m ~x)d + 03B1 ~u"m~2L2(03A9) d
o o

~ ~ 

~£ &£ ’ ~£ 
~

+~((A(um))’,u"m)d + 1 ([(1- (~u’m ~x )2)- ~u’m ~x] > , )d + [ ([B2(u’m)]’, u"m)d
t 1 

,

~ 
.

o o

Etude de l’égalité (1 .8).
i . 

,,

a) Minoration de (03C6(um) ~u’m ~x, ~u"m ~x)d : On obtient, après une intégration par parties~ 8x 8x

’ 

*~ ~w a~~ 
2 ~y~~ 

2

(03C6(um)~u’m ~x, ~u"m ~x)d = 1 2 ~(03C6(um)~u’m ~x)(t) ~2L2(03A9) - 1 2 ~03C6(u0,m)~u1,m ~x ~2L2(03A9)
~ / (# (Um)m 

o

L’inclusion algébrique et topologique H10(03A9) C C@) et l’estimation 1) précédente impliquent

que um est bornée dans L"(Q) indépendamment de m, Ç et à. D en résulte grâce à la régularité

sur p, à l’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit u’m(~u’m ~x)2 et aux estimations 1) et ii)
précédentes, la minoration: 

’
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t 
,

b) Majoration du terme (03C6’(um)u’m ~um ~x,~u"m ~x)d : En effet, une intégration par parties
o

conduit à
t 

,

/(W (Um)U2 l~f ’ " (d(Uml’4n ’ £h ) ~ (P’(U0,m)Ul,m flH 
o

(03C6"(um)u’2m ~um ~x, ~u’m ~x)dr - 

03C6’(um)u’m( ~u’m ~x)2dxd - ~um ~x, ~u’m ~x)d.

o o n o

l’inégalité de Hôlder-Young relative à (4, 4, 2, ) appliquée au produit u# 9f @i implique

| (03C6’(um)u’m~um ~x , ~u’m ~x )| ~ C ~u’m(t) ~4L4(03A9) + C ~~um(t) ~x ~4L4(03A9) + 03C3 4 ~ ~u’m(t) ~x ~2L2(03A9) ,

de plus, on remarque que ~u’m(t)~4L4(03A9) - ~u1,m~4L4(03A9) = 4 u’3mu"mdxd, il résulte de l’inégalité
o n

de Hölder-Young relative à (2,03C1,203C1 03C1-2) appliquée au produit |u’3mu"m| = u’2m [|u’m||u"m|2 03C1] |u"m|03C1-2 03C1 et
des estimations 1) et il), la majoration:

| (03C6’(um)u’m ~um ~x,~u’m ~x)| ~ C + ~(03C1+1) 2 |u’m|03C1 u"m2 dxd + C ~u"m~2L2(03A9) d + 03C3 4 ~~u’m(t) ~x~2 L2(03A9) .

o Q o

D’autre part, on applique l’inégalité de Hôlder relative à (2, 4, 4) , (2, 4, 4) et à (2, 2) successive-
ment aux produits et qj( f£ )2, puis, on utilise les estimations 1) et ii)
et la régularité sur la fonction p, on obtient

i i i

|(03C6"(um)u’2m~um ~x , ~u’m ~x ) dT + 03C6’ (um)u’m (~u’m ~x)2dxd + (03C6’ (um)u"m~um ~x,~u’m ~x )dT /
i

 C + C Î [[d£[[)>~n~ dT,
o

d’où la majoration

’ 

~_ ~v|(03C6’(um)u’m~um ~x, ~u"m ~x)d|

~ C + C / ~u"m~2L2(03A9) d + ~(03C1+1) 2 |u’m|03C1u"m2dxd + i )) ~2L2 (03A9)
.

o o n ( )
i

c) Minoration du terme o : En effet,
o
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t t 
, 

t

o 0 00
t t

+2~((~(~))’~~,)~+~+l)~j~)~~T.
o on

La régularité sur 03C6, l’inégalité de Hôlder-Young relative à (2,4,4) appliquée successivement aux

produits «)~ et «)~, la relation 8 ~ + 2 qui résulte
de la condition (1.1) et enfin les estimations i) et ü) précédentes conduisent à

t t

2~(~(~)~(~)«~)~)~ + 
o o

t

o n

d’où la minoration

t t 

> 

o on on

d) L’inégalité de Hölder relative à (4,4,2) appliquée au produit l’inégalité de

Cauchy-Schwarz, la C2-régularité sur g et les estimations i) et il) entraînent

t t 
, 

t

~(~(~)~~ 
00 0

e) Enfin, un calcul simple conduit à

1 03B4 ([(1 - (~u’m ~x)2)-~u’m ~x]’, ~u"m ~x)d + 1 03B6 ([B2(u’m)]’, u"m)d ~ 0,
o o

puis la propriété B1(u1,m) = B2(u1,m) = 0 qui résulte de (1.3) et de u1,m /C entraîne

L’estimation üi) découle ainsi de (1.8) grâce aux points a),..., e) à la minoration de par

u > 0, au lemme de Gronwall et à l’inégalité de Poincaré.

iv) On multiplie l’équation (1.5) par (p = 1,...,~) puis on ajoute les m égalités
obtenues et on intègre de 0 à t. H vient après utilisation de la formule de Green et une intégration

par parties par rapport à t:
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~ 
i 1 

~ 
t

(1.9) 1 2 ~~u’m ~x~2L2(03A9) + (039403A6(u’m),0394u’m)d + 03B1~~u’m ~x~ 2L2(03A9) d - (~g(um) ~x, 0394u’m)d
- n /(1 - ( é~§q 9) - éffl ~#$~~’ d£dr + [ /(£ lB2(u2)1 

o o n o

= (~f ~x,~u’m ~x)d + 1 2 ~~u1,m ~x~2L2(03A9) .

Etude de l’égalité (1.9).
i

a) Minoration du terme A l’aide d’une intégration par parties par
.

rapport à t et de la formule de Green, on obtient
t t

(039403A6(um),0394u’m)d = (03C6(um)0394um + 03C6’(um)(~um ~x)2,0394u’m)d = + ~03C6(um)0394um~2L2(03A9)o o ’

>

-1 2~03C6(u0,m)0394u0,m~2L2(03A9) - 1 2 03C6’(um)u’m(0394um)2dxd
o n

1 
,

- [03C6"(um)(~um ~x)3 + 203C6’(um)~um ~x 0394um] ~u’m ~xdxd.
o n

Puisque um et uà sont bornées dans L°°(Q) indépendamment de m, ç et à, alors, ia C2-régularité
sur p, l’inégalité de Hôlder relative à (4 3, 4) (resp. (4, 2, 4)) appliquée au produit (~um ~x)3~u’m ~x (resp.
~um ~x0394um~u’m ~x) et l’estimation ii) conduisent à la minoration

i i

(039403A6(um),0394u’m)d ~ 1 2 ~(03C6(um)0394um(t)~2L2(03A9) - C ~0394um~2L2(03A9) d - C.
o o

b) La formule de Green, la C2-régularité sur g, l’inégalité de Cauchy-Schwarz et les estimations
1) et iii) entraînent

i t
’ 

> 0394u’m)d| ~ C + C / ll AUm ll 12(n) dT.
i

c) Majoration du terme -q /(A(um), 0394u’m)d : La formule de Green, entraine
o

t t t 
, 

-~ (A(um),0394(um),0394u’m)d = ~(03C1 + 1 ) |u’m|03C1(~um ~x)2dxd + n [03C6’(um)~um ~x ~u’m ~x ]2 dxdo o n o n
i 1 

,

+20 /(#(Um)hfl (um)u’m(~um ~x)3, ~u’m ~x )dT + 2~ ((03C6’(um))2u’m ~um ~x 0394um, ~u’m ~x )d.



48

Puisque u", et t4a sont bornées dans alors; la C2-régularité sur 03C6, l’inégalité de Holder
relative à (3, 4) (resp. (4, 2, 4)) appliquée au produit (~)~ ~ (resp. et l’estimation

ii) conduisent à la minoration

t t

> -C - C dT

o 0

d) Enfin, un calcul simple montre que

- 1 03B4 (1-(~u’m ~x)2)-~u’m ~x~0394u’m ~xdxd + 1 03B6(~ ~x[B2(u’m)], ~u’m ~x)d ~ 0.
L’estimation iv) résulte alors de (1.9) grâce aux propriétés a), ..., d), à la minoration de

par u > 0, au lemme de Gronwall et à l’inégalité de Poincaré. Ce qui achève la preuve

du lemme 1-3. N

1-1-2) Passage à la limite sur m et existence d’une solution de :

Convergence faible: : On déduit du lemme 1-3, l’existence d’une sous-suite extraite de notée

encore (um)m et une fonction telles que:

dans LOO(O, T; faible~,

~110) ~ 
~ -~ u~~~a dans L°°(0, T; faible,

u"m  w"03B6,03B2 dans L 00 (0, T, L2(03A9)) faible*,

~u’m ~x ~w03B6,03B4 ~x dans L (Q) faible.

Condition initiale satisfaite par w03B6,03B4 : Grâce à (1.10) et à l’injection continue de l’espase

{v ~ L2(0,T; H10(03A9)) : v’ E muni de la norme du graphe dans

C([0, T] ; H10 (f ï) ) on obtient:

f Vt E (0, T] u,r,(t) 
 w03B6,03B2(t) faible dans H10(03A9){ Vt E (O, T], u’m(t)  w’03B6,03B2(t) faible dans H10(03A9)

d’où les égalités:

1.l I ) ~ ~) "’ ’u~(x) ~ ~~

w’03B6,03B4(x,0) = u1 (x) , p.p. x E Q.

Convergence forte : L’injection de {v e L°°(o,T; Hô(~)) : v’ e (resp.

L°°(~,T; Hz(H)) : v’ E Lz(t~)}) muni de la norme du graphe dans (resp.
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LZ(0, T; C1(03A9))) est compacte (cf. J.L. Lions [6], chap.1, §.5). On déduit donc des résultats (1.10}
les propriétés de convergence forte:

(1.12} { dans C1(03A9)),
(1.12) 

u’m ~ w’03B6,03B4 dans C(03A9)).

En observant que les fonctions ~, cpr et g’ sont de classe Cl donc lipshitziennes sur tout borné de

R d’une part, et en extrayant d’autre part, une nouvelle sous suite notée encore en utilisant

la continuité des fonctions ~p, ~ et g’ et le théorème de convergence dominée de Lebesgue, il vient

um ~ w03B6,03B4 dans C1(03A9)) et dans Vq e [1,~[,
u’m ~ w’03B6,03B4 dans L2(0,T; C(03A9)) et dans dq E [1,~[,

(1.13} ~um ~w03B6,03B4 ~03A6(um) ~03A6(w03B603B4) ~g(um) ~g(w03B6,03B4)
8x âx ’ ~ ~ 8z 

et

- dans Lq(Q), Vq E (l, oo~. .

D’autre part, puisque l’opérateur Bi (resp. Bz) : : -+ W"1~~(S~) est monotone et
hémicontinu et comme grâce à (1.10) v~ converge dans faible vers uh~~, alors

(1. 14) f B1(u’m)  B1(w’03B6,03B4) faiblement dans L3/4(0,T; W-1,4(03A9)),
B2(u’m)  B2(w’03B6,03B4) failblement dans L3/4(0,T; W-1,4(03A9)).~ --~ B2(w’~~b) faiblement dans L3~4(O,T; W-1~4(~)). .

Maintenant, on peut passer à la limite en m dans l’égalité (1.5). En effet, soient 03A8 E W1,40(03A9)
et une suite d’éléments de H10(03A9) n telles que 03A8p - 03A8 dans et 03A8p E Vp.
Soit m > p, on choisit dans (1.5) vp = Dans l’égalité obtenue et grâce aux propriétés (1.10),
(1.12),..., (1.14), on tend m ~ oo puis p ~ oo, il vient:

(1.15) (w"03B6,03B4, 03A8) + (~03A6(w03B6,03B4) ~x,~03A8 ~x) + (~A(w03B6,03B4) + 03B1w’03B6,03B4 + ~g(w03B6,03B4) ~x, ) + 1 03B4(B(w’03B6,03B4), 03A8)
+~(B2(’~~,a)~ ~’) _ (f~’~).

On vient de montrer que w03B6,03B4 est une solution du problème P~,03B6,03B4.

1-1-3) Unicité de la solution de P~,03B6,03B4:

Pour simplifier les calculs on note w = cette solution de obtenue au paragraphe

précédent. Soit u une autre solution de vérifiant (1.15). . Grâce à la monotonie des opérateurs

B1 et B2, la différence 9 = u - w vérifie
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t t

(i.i6) 2 ~s’~2L2(03A9) + (03C6(u)~u ~x - 03C6(w)~w ~x, ~s’ ~x)d + ~(A(u) - A(w), s’)d
0 0

~/)M~)~+/(~~~ ~ 0.
Etude de l’inégalité (1.16).

t

o) Minoration du terme  (03C6(u)~u ~x "* 03C6(w)~w ~x,~s’ ~x)d : Une transformation simple, deux
intégrations par parties et l’égalité ~s(x,0) ~x = 0 impliquent

(03C6(u)~u ~x - 03C6(w)~w ~x, ~s’ ~x)d = 1 2 ~03C6(u)~s(t) ~x~2L2(03A9) - 1 2 03C6’(u)u’(~s ~x)2dxd
o ’on

+([03C6(u) - 03C6(w)] ~w ~x,~s ~x) - ([03C6’(u) - 03C6’(w)]u’~w ~x, ~s ~x)d - (03C6’(w)s’~w ~xm,~s ~x)d
0 0

~/r / B / B~ ~~
- ~([~)-~)]~~)~

o

On déduit d’abord, du théorème de la valeur moyenne et la C2-régularité sur 03C6 les inégalités

!~) - ~)!  c H, ’ t~M -  c >

d’autre part, les inégalités de Cauchy-Schwarz et d6 Young, les appartenances u’ L~(Q), 2014 6
t

L~(Q), ~w’ ~x L~(0, T; L2(03A9)), la formule de Poincaré et l’inégalité ~s(t)~2L2(03A9) ~ t  ~s’~2L2(03A9)d
o

entraînent la minoration:

.~ ~(03C6(u)~u ~x - 03C6(w)~w ~x, ~s’ ~x)d ~

1 2 ~03C6(u)~s(t) ~x~2L2(03A9) - 03C3 4~~s(t) ~x~2L2 (03A9) - C ~~s ~x~2L2(03A9) d-C~s’~2L2(03A9) d.
b) La monotonie de l’application v ~ |v|03C1v, les appartenances de n/, g’(u), ~u ~x et 2014 à

L~(Q), le théorème de la valeur moyenne et l’inégalité de Cauchy-Schwarz entraînent la minoration

~(A(u) - A(w),s’)d + (~(g(u) - g(w)) ~x,s’)d ~ -C ~~s ~x~2L2(03A9) d - C ~s’~2L2(03A9) d.
D résulte de (1.16) grâce aux points a) et b), à la minoration de par 03C3 > 0, au lemme de

Gronwall et à l’inégalité de Poincaré que u == t~ sur Q. Ce qui achève la preuve du lemme 1-2. M
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1-2) Passage à la limite en 6 et ( et existence dtune solution de P’1:

On procède de la manière suivante. On fixe ( dans l’équation (1.4) puis on passe à la limite en
6. Après, dans l’inégalité obtenue, on passe à la limite en (.

a) Passage à la limite en 6 dans l’équation (1.4): On fixe , dans jD,1 ~ . On déduit du lemme
1-3 et de (1.10) que les suites (w03B6,03B4)03B4>0, (w’03B6,03B4)03B4>0 et (w"03B6,03B4)03B4>0 sont bornées respectivement dans
L~(0, T ; H10(03A9) ~ H2(03A9)), L~(0, T; H10(03A9)) et L°°(D, T; L2(03A9)), d’où l’existence d’une sous-suite
extraite de (w03B6,03B4)03B4>0 notée encore et d’une fonction w03B6 telles que:

- w~ dans faible*,

( I.1?) -~ v!Ç dans faible*,Î ’.~ dans ~i LZ(~)) faible*.

Ces propriétés de convergence faible (1.17) entraînent d’une part, les conditions initiales
= uo(x) et w’03B6(x, 0) = UI(Z) p.p. x E 1Z, d’autre part, grâce aux résultats de compacité

classiques (cf. § I-1-2), des propriétés des convergence forte qui sont suffisantes pour passer à la

limite dans les termes non linéaires de l’égalité (1.4).

On remarque de plus que l’égalité provenant de (1.4)

B1(w’03B6,03B4) = 6 f - + ’‘ 03B1w’03B6,03B4 - ~g(w03B6,03B4) ~x - - 1 03B6B2(w’03B6,03B4)] ,

entraîne

~B1(w’03B6,03B4)~L~(0,T; L2(03A9)) ~ C03B4,
où C > 0, est une constante indépendante de 03B4, et par conséquent, grâce aux propriétés de l’opéra-

teur Bl, on a: w’03B6(t) E 03BA1, p.p.. t E ]0,T[.
On considère maintenant le produit scalaire dans L2(03A9) des deux membres de (1.4) avec v-w’03B6,03B4

où v est quelconque dans AI, puis, on utilise la monotonie de l’opérateur BI et l’égalité B1(v) = 0

qui résulte de (1.3), enfin, on passe à la limite en 03B4 ~ 0+. On obtient que w03B6 vérifie l’inéquation

(L18) 
~v ~ 03BA, pp.t ~]0,T[,

(w"03B6 + 03B1w’03B6 + + + 1 03B6B2(w’03B6) - f,v - w’03B6) + (~03A6(w03B6) ~x, ~ ~x(v - w’03B6)) ~ 0.

b) Passage à la limite en 03B6 dans (1.18): On déduit du lemme 1-3, des propriétés (1.10),

(1.17), de la propriété E ICI p.p. t E ]0, T~ et que /Ci est fermé dans l’existence d’une

sous-suite extraite de (wç)~>o notée encore (w~)~>o et une fonction u~ tel que
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dans L~(0,T; H10(03A9) ~ H2(03A9)) faible*,

(1.19) ~ ~2014~ dans L~(0,T;~(H)) 

w"03B6  u"~ dans L~(0,T; L2(03A9)) faible*,

de plus, on choisit ~ == 0 dans (1.18) et on remarque que (F2(~),~) = 

résulte grâce à la propriété ~i ]0,T[, la majoration:

(1.20) ~B2(w’03B6)~2L~(0,T; L2(03A9) ~ C(, où C > 0 est une constante . indépendante de (.
On déduit de (1.20) grâce aux propriétés de l’opérateur B2, que u’~(t) 6 03BA2, p.p. t ~ ]0,T[. D

résulte donc de (1.19), la propriété: u’~(t) ~ 03BA === 03BA1 H 03BA2, p.p. t ]0,T[.

Maintenant, on considère l’inéquation (1.18), puis, on tend ( -~ 0+, il résulte de la monotonie

de ~2 et l’égalité J~) = 0 qui découle de (1.3), que t~ vérifie l’inéquation (1.2). Les conditions

initiales et l’unicité sont obtenues comme aux § 1-1-2 et § 1-1-3. On obtient donc que le problème

~ admet une solution unique î~.

1-3) Passage à la limite en ?y et existence d’une solution de P

1-3-1) Estimations a priori sur u~

H résulte du § 1-2, que pour chaque ~ > 0, le problème ~ admet une solution unique i~ telle

que u’~(t) 6 /C, 6 ]0,T[; et par conséquent, les suites (u~)~>0 et (u’~)~>0 sont bornées dans

1~(0, T; indépendamment de 7y. On complète ces résultats par les estimations suivantes

sur u"~:

Lemme 1-4: Pour chaque ~ ]0, l[, fû solution u~ du problème P~ est telle gué:

~ 

~ 
CM C>0, est une constante indépendante de ~ 6 ]0, l{.

Preuve du lemme 1-4 : On utilise une méthode de quotients différentiels.

i) Soit t7o un réel ~1 que 0  tuo  T. On considère l’inéquation (1.2) satisfaite par t~ pour

puis, on choisi v = u’~( - ), où cj est un réel fixé tel que 0  tu  tuo. Après,

on multiplie par 1  et on pose M;(T) = 1 (u’~() - u’~( - )), il vient:

(u"~ + 03B1u’~ + ~g(u~) ~x - f,w’) + ~(A(u~), w’) + (~03A6(u~) ~x, ~w’ ~x) ~ 0 p.p. ~ ]0,T [.
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Soit t 6 ]c7o,T[; on intègre l’inégalité précédente de 0 à . Puisque ~03C5~ ~x 6 C([0,T’) ; L2(03A9)),
on peut intégrer par parties le terme (~03A6(u~) ~x, ~w’ ~x), il vient:

(1.21) (u"~, w’)d ~ - (03B1u’~ + ~g(u~) ~x - f, w’)d - ~ (A(u~),w’)d - (~03A6(u~) ~x(t), ~w ~x(t))
G~O t~o c~o

+(~03A6(u~) ~x(0),~w ~x(0)) + )03C6’(u~)u’~~u~ ~x + 03C6(u~)~u’~ ~x, ~w ~x)d.
Le passage à la limite en  ~ 0+ dans les deux membres de l’inégalité (1.21) est légitime,

en effet, u"~ L2(03A9)) et u’~ ~ L~(0,T; H10(03A9)), donc w’ et $’ convergent respective-
ment vers u’~ et ~u’~ ~x dans L2(03A9)), pour tout g 6 [1,~[. De plus, on obtient grâce à

la régularité sur ~ que ~ C~([0,~; L~)), où C~([0,T); Z~(n)) est l’espace des jonctions
v 6 L~(0, T; L2(03A9)) telles que pour chaque y L2(03A9), l’application  ~ (v(t),y) est continue (cf.
J.L. Lions et E. Magenes [7]). Par conséquent, pour chaque t [0,T], ~w(t) ~x converge faiblement
~M 

vers dans L2(03A9). On déduit alors de (1.21) l’inégalité

~u"~~2L2(03A9) d ~ - (03B1u’~ + ~g(u~) ~x - f, u"~)d - ~ (A(u~),u"~)d - (~03A6(u~) ~x (t), ~u’~ ~x(t))

+(~03A6(u~) ~x(0),~u’~ ~x(0)) + (03C6’(u~)u’~~u’~ ~x + 03C6(u~)~u’~ ~x,~u’~ ~x)d,
TUO

qui implique grâce à l’inégalité de Young et à la propriété u’~(r) 6 A:, , p.p. T 6 ]0,r[:

(1.22) 1 2 ~u"~~2L2(03A9) d ~ C, p.p. 0 ]0,1[, p.p .  ]0,T[
t~o

où C est une constante positive indépendante de tuo et de ?y ]0,1[.
On passe à la limite en c7o dans (1.22), on obtient l’estimation i).

ii ) Soit c7 un réel de ]0,T[, destiné A tendre vers 0+. Ou considère l’inéquation (1.2) satisfaite
par u~ aux instants T et T + tu, où r est un réel fixé de ]0,T- c?[, avec les choix respectifs
v = u’~( + c?) et v == On ajoute ces deux inégalités obtenues, on multiplie par 2, puis,
on intègre de 0 à t. Pour chaque fonction w : Q ~ R, on pose == 1  (w( + c?) - w()). La
monotonie de l’application u ~ |v|03C1 v et une intégration par parties conduisent à:
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(1.23) . + ~ /~ ~ i / ~)~
0 00

~~~.)~-,/.(f~K(~)’] ~.-/.(~-.~.
o 0 

~ 
0

Majoration du second membre de (1.23). En effet, on effectue une transformation simple sur

les termes [03A6(u~)] ~x et [03C6’2(u~)u’~(~u~ ~x)2], puis, des intégrations par parties, l’utilisation de la
propriété u’~ 03BA, p.p. T 6 ]0,T[, la régularité sur 03C6 et g, la propriété ~w’~Lq(Q)
valable pour tout fonction w : ~/ (q [1, oo[) et tout réel c7; nous permettent de déduire

à l’aide de l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’estimation i) précédente, la majoration:

(.-) ) ~K.!i~-’-~’’~.~~-~(’’~’- -~-.~~
00 0

t t

+ ~T(~(~(~)~,~T ~ 
où C est une constante positive indépendante de yy ]0,1[ et de w 6 ]0,1[.

D résulte de (1.23) grâce à (1.24), l’inégalité
t

(1.25) ~ )K~))!~) ~ 
o .

D’où, par passage à la limite en tu et utilisation du lemme de Gronwall, on obtient l’estimation

ii).N

1-3-2) Passage à la limite en ~ dans l’inéquation (1.2)

H résulte de l’appartenance t~(~) K, p.p. t ]0,T[, et des estimations du lemme 1-4, les

propriétés de convergence faible

dans faible*,

(1.26) 
u’~  u’ dans T; H10(03A9)) faibles et u’(t) K, p.p. t ]0, T[

~--~ dans I~(3) faible,~ ~ 2014 ~ dans £C»(O, Ti ~(H)) faible* et x = tu".

En effet, i/(~) 6 6 ]0,T[, puisque ~ est un sous-ensemble fermé de De

plus, ~ = t u" puisque t u"~ converge vers tu" dans Z/(0,T; L2(03A9)) car pour chaque fonction

p dans DaO, T[), on a = - u’~, (t03C6)’~.
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On déduit de (1.26) les résultats suivants

u(x, 0) = u0(x) et u’(x, 0) = u1(x) p.p. x ~ 03A9,

(1.27) u~ ~ u (resp. u’~ ~ u’) dans L2(0,T; C(03A9)) et Lq(Q) ~q ~ [1, ~[,
et

(1. 28) ( ~03A6(u~) ~x ~03A6(u) ~x (resp. ~g(u~) ~x ~g(u) ~x ) dans L~(Q) faible.

~A(u~) 0 dans L~(Q) faible * .

Maintenant, le passage à la limite en q dans l’inégalité (1 . 2) est possible. En effet (1 . 2) entraîne:

i t

(u"~ + 03B1u’~ + ~A(u~) + ~g(u~) ~x - f,v - u’~)d + (~03A6(u~) ~x, ~v ~x)d" 7’}., -., I .. fJ I ’ X
o o

t

~ ] / ( #iO )~dX ~ l / ~°~ 1 / / 
03A9 03A9 0 03A9

il résulte donc de (1.26), ..., (1.28), de -qf(uq)u§§ > 0 et -yf(u)J > 0 et des propriétés de

convergence faible
03C6(u~)~u~ ~x  03C6(u)~u ~x (resp. -03C6’(u~)u’~ ~u~ ~x - #u>u’o£-> dans L"Q> faible.,

que la fonction limite u satisfait’ à:

t i

0(u" + 03B1u’ + ~g(u) ~x - f, v - u’)d + (~03A6(u) ~x, ~v ~x(v - u’))d ~ 0, ~v ~ K, p.p. t ~ ]0, T[ .

On conclut par une opération standard, que u vérifie l’inéquation (i) et par suite u est une

solution du problème R L’unicité de u s’obtient comme au § I-1-3.

Ce qui achève la preuve du théorème 1- 1 et le § I. W

II- Existence et unicité de la solution pour un problème dégénéré

Existence: 

On suppose que la fonction 03A6 satisfait à l’hypothèse H0. Les autres conditions H et Hg sont

inchangées. On considère alors le problème dégénéré:

u ~ L~(0, T; H10(03A9) ) , u’ ~ L~(0, T; H10(03A9)) , u’(t) ~ K p.p. t ~ ]0, T[, u" ~ L2(Q),

P (2.1) ~v ~ K, p,p, 
t 

~ ]0, T[,
(u" + 03B1u’ + ~g(u) ~x - f,v - u’)+(~03A6(u) ~x,~ ~x(v-u’)) ~ 0,

~ ~~° ~ ~ Î u" + au’ + ~j#~ - f, .v - u’> +  £ .u - u’ » > o,
u(x,0) = u0(x), u’(x,0) = u1(x) p.p. x ~ 03A9.
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Pour ce problème, on établit le:

Lemme 2-1: Le problème P admet au moins une solution.
Preuve: Pour établir l’existence d’une solution de P, on utilise une méthode d’approximation. Pour

chaque réel a~ > 0, on considère la fonction ~~ : H~ -; R telle que = ~k(v) + uv, qui satisfait à
la condition Ho et on note par Po le problème similaire au problème P tel que dans (1), la fonction
~~ prend la place de la fonction ~?.

n résulte du § I, que Po admet une solution unique telle que tu~; E L°°(o, T; L2(~)). .
D’autre part, on procède comme pour établir les estimations du lemme 1-4, on obtient ceux sur

uu

(2.2) + C, (C > 0 est une constante indépendante de o E ]0,1[).

Maintenant, grâce aux estimations (2.2) et à la propriété u~(t) E J~, p.p. t E ~0, ?’(, nous allons

montrer q ue la suite converge, quand ~ --~ 0+ vers une solution u du problème P.

En effet, comme au paragraphe 1-3-2, on établit l’existence d’une sous-suite notée

encore (u03C3)03C3>0 telle que: quand 03C3 ~ 0+,

u~ --~ u , , u’ dans L°°(o, T; faible * et u’(t) E J~, p.p. t E ~0, ~’~,

u~ -~ u" faiblement dans £2(Q),
~t ~ [0, T], u03C3(t) u(t) (resp. u’03C3(t) u’(t)) faiblement dans H10(03A9).

n résulte d’une part:

(2.3) u(x, 0) = et u~ (x) p.p. x E Sl,

et d’autre part, grâce aux résultats de compacité classiques, les propriétés de convergence forte:

uo -~ u dans Lz (o, ~’; et Lq(Q), d9 E ( 1, +oo ~ ,

u’03C3 ~ u’, 03A6(u03C3) ~ 03A6(u), g(u03C3) ~ g(u) dans Lq(Q), ~q ~ [1, +~[.

Maintenant, on peut passer la limite quand u --a 0+ dans l’inégalité satisfaite par ua. D en

résulte que la fonction limite u vérifie l’inégalité (2.1) pour chaque v E ~C et pour p.p. t E ~0, T(, et

par conséquent u est une solution de P. N

L’hypothèse Ho et Hg sont insuffisantes pour conclure sur l’unicité de la solution de P. On est

amené donc à ajouter d’autres conditions sur cp et g afin d’obtenir cette unicité de la solution.
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On remarque que toute solution u de P vérifie u * L~(0, T; Hl(Q)) n C([0, T] ; L~(fi)), il en
résulte grâce à l’inclusion algébrique et topologique H10(03A9) c C°>1 (ù)(*) et au théorème d’Ascoli
que u e C(Q).

On note M = (v G CQ) : J e T; K) et v(z, 0) = uo(z) ) , alors toute solution de P est
dans 34l. On pose do = inf {v(x, t) : v ~ M et (x, t) ~ Q}, on remarque que dô est fini, puisque tout

élément de M est borné sur Q par ~u0~C(03A9) + mes(Q). On ajoute à Ho et Hg la condition

1) 3Z e R, t > 4, 3d e R, 3(%, ki) E Rj xR) tels que Vv e +ce[i) ~l ~ R, l ~ 4, ~d ~ R, ~(k0,k1) ~ R*+ R*+ tels que ~v ~ [d0,+~[
Hd k0 |v - d|l ~ 03C6(v), 0 ~ 03C6(v) ~ k1|v - d|l-1

, |03C6"(v)|  k1|v - d|l-2 ,

ii) ~(c, ) ~ R+ R+; tel que  ~ l 2 et |g’(v) | ~ c |v - d|  ~v ~ [d0, +~[.

L’hypothèse Hd ii) entraîne en particulier que [g’(v))  d + d’ |v|  sur [d0, +~[.
Un exemple de fonctions p vérifiant l’hypothèse Ho et la condition 1) de Hd est

0 sur ]-~, d0]
03C6(x) = k |v - d0|l sur [d0, +~[ , avec l ~ 4 et k > 0.

On a le

)Lemme 2-2: Sous la condition Hd, le problème P admet une unique solution.

Preuve: Soit tv une solution du problème P et soit u la solution obtenue par le lemme 2-1 . Alors

s = u - w vérifie:

t 
’ 

t 1

(2.4) 1 2 ~s’~2L2(03A9) + 0(03C6(u) ~u ~x - 03C6(w) ~w ~x, ~s’ ~x )d + 03B10 ~s’~2L2(03A9) d+ (~(g(u) - g(w)) ~x , s’)d ~ 0.

La difficulté principale ici est le traitement du second terme du premier membre de (2.4).

a) En effet, une transformation simple conduit à

i 1

(2.5) (03C6(u)~u ~x - 03C6(w)~w ~x, ~s’ ~x )d = 1 2 (03C6(u) ~s ~x + [03C6(u) - 03C6(w)] ~w ~x , ~s’ ~x )d
o o

t

+1 2 (03C6(w) ~s ~x + [03C6(u) - 03C6(w)] ~u ~x , ~s’ ~x )d.
o

(*) C°’ Î (Q) est l’espace des fonctions holdériennes v d’ordre 1 2, muni de la norme:
~v~ =sup [v(x)[ + sup |v(x)-v(y)| |x-y|.x~03A9 (x,y)~03A9 03A9, x~y |x-y|
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On va minorer chaque terme du second membre de (2.5) . Puisque ~s(x,0) ~x = 0 alors

1 2 (03C6(u) ~s ~x 
+ [03C6(u) - 03C6(w)] ~w ~x, ~s’ ~x)d = 1 4 ~ 03C6(u)~s(t) ~x~ 2L2(03A9) 

+ 1 2([03C6(u) - 03C6(w)] ~w ~x, ~s ~x)

- 1 4 03C6’ (u)u’ (
~s ~x

) 2dxd - 1 2 (03C6’(w)s’
~w ~x, ~s ~x

)d - 1 2 ( [03C6’ (u) - 03C6’(w)]u’
~w ~x, ~s ~x

)d- 

1 4 03C6’(u)u’(~s ~x)2dxd - 1 2 (03C6’(w)s’ ~w ~x, ~s ~x)d - 1 2 ([03C6’(u) - 03C6’(w)] u’ ~w ~x, ~s ~x)d

-1 2 ([03C6(u) - 03C6(w)]
~w’ ~x, ~s ~x)d.

o

fl résulte d’une part, du théorème de la valeur moyenne, de la C2-régularité sur p et de l’hy-

pothèse Hd, les inégalités

|03C6(u) - 03C6(w) | ~ C(|u - d|l-1 + |w - d|l-1) |s|,

|03C6’(u) - 03C6’(w)| ~ C(|u - d|l-2 + |w - d|l-2) |s| ,

d’autre part, les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, la propriété u’(t) (resp. w’(t)) ~ K,
t

la condition t > 4, la minoration ko [v - dl’  p(v) et l’inégalité ~s(t)~2L2(03A9) ~ t / ~s’~2L2(03A9) dT,
-

entraînent les deux majorations:

i t

1 2 |([03C6(u) - 03C6(w)] ~w ~x, ~s ~x) - ([03C6’(u) - 03C6’(w)]  Î$ ’ £ )dT + 1 2|- ([03C6(u) - 03C6(w)] ~w’ ~x, ~s ~x)d
o o

 * )) -aj$> ~2L2(03A9) + * ~03C6(w)~s(t) ~x ~2L2(03A9) + C ~ 03C6(u)~s ~x ~2L2(03A9) d
t 

~ 
t

+ C / ~2L2(03A9) dT + C / ~s’~2L2(03A9) do o

et

t t 
~ 

t

|-1 2 (03C6’(w)s’~w ~x, ~s ~x)d|  C / ~2L2(03A9) dT + C / ~s’~2L2(03A9) d.
Finalement, on déduit de la propriété -p’(u)u’ > 0, la minoration
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Par un procédé analogue, on établit la minoration

1 2 
t0

(03C6(w) ~s ~x 
+ [03C6(u) - 03C6(w)] ~u ~x, ~s’ ~x )d ~ 1 6~ 03C6(w) ~s(t) ~x~ 2L2(03A9) - 

C 

t0

~s’~2L2(03A9) d

- 1 12 ~03C6(uO~s(t) ~x~2L2(03A9) - C~03C6(u)~s ~x~2L2(03A9) d - C~03C6(w)~s ~x~2L2(03A9) d.

D résulte des deux minorations précédentes, la minoration

1 

£ )d~ ~ à + à 
t 

~ 
t 

~ t

- C ~03C6(u)~s ~x~2L2(03A9) d - C ~03C6(w)~s ~x ~2L2(03A9) d - C ~s’~2L2(03A9) d.

b) Enfin, la régularité sur g, l’inégalité [ g’(v) ]  c )v - d]> sur [dô, +co[, la condition p > g , la
t 

.

propriété u’(t) (resp. d(t)) e K, l’inégalité ~s(t)~2L2(03A9)  t ~s’~2L2(03A9) d et les inégalités de
.

Cauchy-Schwarz et de Young conduisent à 
o

t t 
~ i

|t0( ~(g(u) - g(w)) ~x), s’)d| ~ C ~03C6(u)~s ~x ~2L2(03A9) 
d + C t0 ~s’~2L2(03A9) d.

On déduit finalement de (2.4l’ grâce aux points a) , b) , l’inégalité

1 2 ~s’(t) ~2L2(03A9) + 1 12 ~03C6(u)~s(t) ~x ~2L2(03A9) + 1 12 ~ 03C6(w)~s(t) ~x ~2L2(03A9)
t 

~ t 
~ i

~ C ~03C6(u)~s ~x~2L2(03A9) d + C0~03C6(w)~s ~x~2L2(03A9) d+C0 ~ s’~2L2(03A9) d,

qui, à l’aide du lemme de Gronwall nous donne u = w sur Q..
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