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DEFORMATIONS FORMELLES DE CERTAINES REPRESENTATIONS
DE L’ALGEBRE DE LIE D’UN GROUPE DE POINCARE GENERALISE

Benjamin Cahen, Université de Metz, Département de mathématiques, Ile du Saulcy,
57045 Metz Cedex 01, France.

Résumé: Soient G le groupe de Poincaré généralisé R"+! x SOy (n,1) et g I'algebre
de Lie de G. On détermine les déformations formelles de représentations de g obtenues en
différentiant les représentations de masse positive et d’héliticité nulle, de masse nulle et
d’héliticité nulle, de G.

Abstract: Let G be the generalized Poincaré group R**! x SO, (n,1) and g be the
Lie algebra of G. We determine the formal deformations of some representations of g
corresponding to the massive and masseless representations of G with heliticity zero.

1. Introduction

Les déformations d’algebres de Lie, les déformations d’homomorphismes d’algébres
de Lie, de représentations d’algeébres de Lie, ont été étudiées dans les années 1960-1970
notamment par Gerstenhaber [9], Nijenhuis-Richardson [15], [16], [17] et Hermann [12].
Les problémes liés & l'existence et & la classification de ces déformations relevent de la
cohomologie de Chevalley [12].

Par exemple, pour classifier les déformations formelles d’'un g-module V ol g est
une algebre de Lie, il faut connaitre le premier espace de cohomologie de Chevalley
H'(g, L(V)) ot L(V) est I'espace des endomorphismes de V muni de sa structure usuelle
de g-module.

En pratique, lorsque V est un g-module de dimension infinie, le calcul effectif de
Pespace H'(g, L(V)) est souvent délicat. Dans [13], M. Levy-Nahas donne plusieurs
exemples de tels calculs et détermine en particulier 'espace H(g, L(V)) lorsque g est
I'algébre de Lie du groupe de Poincaré et V est un g-module obtenu en différentiant une
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représentation de masse positive et de spin zéro, ou de masse nulle et de spin zéro, du
groupe de Poincaré. Cela permet, dans chacun de ces cas, de déterminer les déformations
formelles du g-module V.

Le but du présent travail est d’étendre ces résultats au groupe de Poincaré généralisé
G = R™! x SOy(n,1) en déterminant les déformations formelles de représentations de
I’algebre de Lie g de G obtenues en différentiant des représentations de G de masse positive
et d’héliticité nulle ou de masse nulle et d’héliticité nulle.

La méthode utilisée pour déterminer ces déformations est une application des tech-
niques de quantification développées dans [3] (voir également [2], [4], [5]) et consiste
a se ramener A l'aide de la transformation de Weyl & des problémes de déformation
d’homomorphismes d’algebres de Lie plus accessibles au calcul.

On a donné, dans [4], une réalisation 7., de la représentation de G de masse m > 0 et
d’héliticité nulle dans I'espace de Hilbert L?(R™) et une carte globale u,, : R?® — O, de
Porbite coadjointe O, C g* de G associée par la méthode des orbites & la représentation
T, telles que si on note, pour X € g, X la fonction définie sur 'orbite O, par

X()=<6&X>

et si W désigne la transformation de Weyl usuelle [20], 'application X — W (z‘X’ o lm)
est une représentation de g dans 'espace C$° (R") des fonctions de classe C™ & support
compact sur R™ qui coincide avec la différentielle de m,. L’application ¢, : X — Xo Bm
est alors un homomorphisme d’algébres de Lie de g dans un espace de fonctions sur R?® qui
est une algebre associative pour le produit de Moyal [3] et donc une algébre de Lie pour le
crochet de Moyal. On déterminera ici les déformations formelles de (om €n commengant par
calculer par une méthode directe le premier espace de cohomologie associé a ce probleme
de déformation d’homomorphisme pour en déduire, par transformation de Weyl inverse,
les déformations formelles de la différentielle de =,.

Le méme procédé sera utilisé dans le cas d’une représentation de masse nulle et
d’héliticité nulle de G. On obtiendra ainsi, en particulier, une construction des représenta-
tions de G de masse m > 0 par déformation de la différentielle d’une représentation de
masse nulle.

Le plan de cet article est le suivant. Le paragraphe 2 est consacrée & des généralités sur
les déformations formelles d’homomorphismes d’algébres de Lie. Dans le paragraphe 3, on
précise les notations utilisées, les représentations de G dont on va déformer les différentielles
et les orbites coadjointes associées & ces représentations par la méthode des orbites. On
donne ensuite, dans le paragraphe 4, des paramétrages de ces orbites et on introduit la
transformation de Weyl et le produit de Moyal. Dans les paragraphes 5 et 6, on détermine
les premiers espaces de cohomologie correspondant a ces problemes de déformation puis,
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dans le paragraphe 7, les déformations formelles cherchées. On termine, dans le paragraphe
8, par quelques remarques ot I'on compare nos calculs et nos résultats & ceux de travaux
antérieurs: calcul des déformations formelles du plongement canonique d’une algébre de
Lie dans son algébre enveloppante [18], calculs d’extensions de représentations induites de
groupes produits semi-directs [7], [11].

2. Généralités sur les déformations formelles

Soient a une algébre de Lie, A une algtbre associative et unitaire et ¢ : a — A
un homomorphisme d’algébres de Lie, A étant munie du crochet de Lie donné par le

commutateur.
Une déformation formelle de ¢ est une série formelle & = §o t"®, ol &g = p et les
T

®,. (r > 1) sont des applications linéaires de a dans A telles que,-pour tous X et Y dans a,
o[X,Y]=[2(X), 2(Y)],

le crochet du second membre étant le commutateur de A étendu aux séries formelles par
bilinéarité. Remarquons que cette relation équivant & ce que, pour tout n > 0,

n

On (X, Y] =) [Bk(X), Bnk (V)]

k=0

pour tous X, Y dans a (équation de déformation & I'ordre n).
Deux déformations formelles ® et ¥ de ¢ sont dites équivalentes s'il existe une série
formelle a =1+ta; +t%az; +--- ot ax € A (k > 1) telle que, pour tout X dans a,

a7 ' ®(X)a=¥(X).

L’étude des déformations formelles de ¢ conduit & introduire la structure de a-module
définie sur A par X - a = [p(X), a] pour X € a, a € A et & considérer la cohomologie
de Chevalley de a a valeurs dans le a-module A. En effet, notant & P'opérateur cobord de
cette cohomologie, on remarque que 'équation de déformation & 1'ordre n (n > 1) s’écrit

0%, [XvY] = [‘P(X)' o, (Y)] +[(I>n (X), ‘P(Y)] - &, [X,Y]

n-1
==Y [®(X), Bn-k (V)]
k=1

En particulier ®; est un 1-cocycle. On obtient alors :

19
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Proposition 2.1. [12]
1) Si H?*(a,A) = (0) alors, pour tout l1-cocycle a : a — A, il existe une déformation

formelle ® de ¢ telle que ®; = a. A
2) Si H' (a, A) = (0) alors toute déformation formelle ® de ¢ est équivalente a .

Le résultat suivant qui donne une description des déformations formelles de ¢ lorsque
'espace H' (a, A) est de dimension 1 sera utilisé plus loin.

Proposition 2.2. Supposons que I’espace H(a, A) soit de dimension 1 et qu’il existe une
déformation formelle ® de ¢ telle que la classe du 1-cocycle ®; engendre H' (a, A). Pour
toute suite A = (Ag)k>1 de scalaires posons S (t) = §1 A t™ et notons ®* la déformation
r> .
formelle de ¢ définie par ®* (X) = );0 S (t)" @, (X) pour X € a. Alors I'application
_ >
A — ®* est une bijection de Pensemble des suites A = (Ak)k>1 dans I'ensemble des classes
d’équivalence de déformations formelles de .

Preuve. Soit ¥ une déformation formelle de ¢. Nous allons montrer par récurrence
I'existence d’une suite de scalaires A = (Ax)x>1 et d’une suite (ax)x>1 d’éléments de A
telles que, pour tout p > 1, les déformations formelles ¥ et ®7 de ¢ définies par

TP (X) =exp(tPap)...exp (ta1) ¥ (X) exp(~ta;)...exp (—t ap)
P (X) =r§0 up (t)" @, (X)

oll up (t) = At +...+AptP, coincident jusqu'a Uordre p ie. W} = &} pour k=1,2...p.
Comme ¥ est un I-cocycle, il existe un scalaire \; et un élément a; de A tels que

\Ifl =)\1 @1"‘!‘6&1

et les déformations ¥! et ®! définis comme ci-dessus coincident & 'ordre 1. Soit & présent

p2>1 ‘
Supposons définis les scalaires A;, Az... ), et les éléments a;,a3...a, de A de sorte
que, pour tout k = 1,2,...p, les déformations ¥ et ®F définies ci-dessus coincident &

l'ordre k. On a alors pour X et Y dans a :

P
—a\I’;-H (X,Y) = Z ‘I'Z (X), ‘I’;ﬂ—k (Y)]
k=1

[#2(X), 22,1 (v)]

—897,, (X,Y).

il
I
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Par suite il existe un scalaire A1) et un élément a,,; de A tels que
Uy =9+ A1 81+ 0apa.

Considérons alors les déformations UP*! et $7+! définies comme plus haut; on a, pour

X€a:
TP+ (X) = exp (P apy1) U7 (X) exp (-t apy1)

P (X) = Z (up (8) + Ap+1 tPH)7 @, (X) .
r>0

Les déformations ¥P*! et ®”+! coincident jusqu’a l'ordre p. De plus on a d’une part
+1
U=t Xhad

et d’autre part

P (X) = 3 up ()7 8, (X) + Apr1 1271 81 (X) +0(27F))
>0

pour X € a, ce qui montre que
1
O =@+ d1

donc que ¥P+! et HPH! coincident jusqu'a l'ordre p + 1.
On déduit de ce qui précéde que, A désignant la suite (Ap)p>1 ainsi obtenue, la
déformation formelle ¥*° de ¢ définie par :

¥®(X)=...exp(tPap)...exp(ta;) ¥ (X) exp(—tay)...exp(—tPap)...

coincide avec ®* ce qui montre que les déformations formelles ¥ et ®* sont équivalentes.
Remarquons que, dans ce qui précéde, les scalaires A, (p > 1) sont déterminés de fagon
unique par la donnée de la déformation formelle ¥. On en déduit que les déformations
formelles ®* et " associées aux suites A et )\’ sont équivalentes si et seulement si A = )/,

ce qui termine.

Supposons a présent que ¢ soit une représentation de l'algébre de Lie a dans un
espace vectoriel V; ¢ est un homomorphisme d’algébres de Lie de a dans P’algébre L (V)
des endomorphismes de V. Une déformation formelle de cet homomorphisme sera appelée
déformation formelle de la représentation ¢. De facon plus précise, si A est une sous
algeébre associative et unitaire de L (V) telle que, pour tout X dans a, ¢ (X) appartienne
a A, une déformation formelle de I'homomorphisme X — ¢ (X) de a dans A sera appelée
déformation formelle de la représentation ¢ dans A.
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3. Orbites coadjointes et représentations associées

3.1. Soit K = SO (n,1) (n > 2) la composante connexe de I'identité du groupe
orthogonal de la forme bilinéaire symétrique définie sur V = R™*?! par

<pyp >= -( Y pap2)+pn+1p£,+1, peV,peV.
1<i<n

On note G le groupe produit semi direct V' x K dont la loi est donnée par
(v,k)- (V' ,K)=(w+ kv, kK), v, eV, kK eK.

Soient £ 'algébre de Lie de K et g ~ V x & 'algébre de Lie de G. Le crochet de Lie de g

est donné par
[(v,4), (w,B)]=(Aw-Bv, [A,B]), vweV,ABet.

On identifie V* & V au moyen de la forme <, > ; le dual g* de g s’identifie alors &
V x &*. L’action coadjointe de G sur g* est

(v,k)-(p.f) = (kp, k- f+vAkp), (v,k)€G, (p,f) €9

ol v A p désigne 1'élément de ¢* défini par <vA p, A>=<p,Av>pour Actetk-f
'action coadjointe de k € K sur f € &*.

Soient (€3, €z ...€en+1) la base canonique de R™*! et (E;;)1<i j<n+1 la base canonique
de 'espace des matrices carrées d’ordre n + 1 & coefficients réels. Soient Ko ~ SO (n) le
stabilisateur de e,41 dans K et & l'algebre de Lie de Kj. & est alors, en tant qu'espace
vectoriel, engendré par les matrices Ej; —E,-_,- (1 €1 < j < n) et le sous espace vectoriel
de ¢ orthogonal de &y pour la forme de Killing de ¢ est engendré par les matrices Exn41 +
Ent1k (1 <k< n)'

Posons
Aij=(0,E;i—Ej;), 1<i,j<n

Tk = (0, Exn41+ Enfak), 1<k<n
We=(ex,0), 1<k<n+1l.

Les élément A;; (1 <i<j<n),Tx(1<k<n)et We(l1 <k<n+1)deg constituent
une base de g. On a les relations de commutation suivantes :

{“‘ij y A]k] = —Aik) [Al] ) 1:1] = _T‘i ] [Tk ) T'l] = _Akl [}
”Vk ’ Tk] = "“/'IH-I ) ["V,H.] ) TL] = '—‘/Vkl ["VI ) AIJ] = _‘VJ
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pour 4,5,k et [ dans {1,2,...,n}, les autres crochets entre ces éléments de g étant nuls.

3.2. Pour m > 0 on note O,, 'orbite de I’élément (men+1, 0) de g* pour I'action
coadjointe de G. Le "petit groupe” associé est Ko. L’orbite de en4; dans V* ~ V sous
I'action de K est la nappe d’hyperboloide H}} ensemble des w € V tels que < w, w >= m?
et wn41 > 0. La méthode des orbites associe & I'orbite @,, I'induite unitaire Mm =
Ind§, Ko (e*<men+1.-> ® 1) appelée représentation de masse m et d’héliticité nulle de G
(voir 1] par exemple) qui est habituellement réalisée dans I'espace de Hilbert obtenu par
complétion de I'espace des fonctions ¢ : H;, — C de classe C™ & support compact pour la
norme définie par

1817 = [ | 16 ) dim (u)
HE
o d (W) = (1/wn+1) dw; ... dwy, est la mesure K-invariante de H}, comme suit
Tm (v, k) @ (w) = <> ¢ (k™1 w)

pour (v,k) EGet we HY,.

Ici, pour des raisons qui vont apparaitre plus loin, on préfere réaliser ., dans I'espace de
Hilbert L?(R") complété de I'espace C$° (R™, C) des fonctions ¢ : R™ — C de classe C*°
& support compact pour la norme définie par

el = [ le@)idp
ou dp = dp; ...dpn, est la mesure de Lebesgue de R™ ; on obtient :
m (v, k) @ (p) = <" P¥> (00 (71 - p) /1 () /2 0 (K - p)
ol
1/2
p=(P1,p2...Pa) ER™, Tp (p) = (m2 + 3 p?) » hm (p) = (p, rm (p)) € H},
1<i<n

et ou k - p désigne 'action de K sur R™ induite par I'action de K sur H}. On obtient
alors, comme dans [6], par un calcul direct : '’

Proposition 3.1. Pour ¢ € C§° (R*, C) on a
drm (Aij) o (p) = o _ 9 (p),1<i<j<n
m \Aij) ¢ = Pjapi p'ap,- p\p), 1= Jsn,

47 (T4) @ (p) = —rm(p)% — 0k /2rm (D) 0 (p), 1 S k<,

drm (‘Vk)(ﬁ(p) = _iPkSP(P), 1<k<n,
dmm (Wn+l) o) =irm (p) ¢ (p) .
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3.3. Soit O l'orbite sous I'action coadjointe de G de I'élément (e; + en41, 0) de g*.
Le "petit groupe” correspondant, stabilisateur de e + en+1 dans K, est M - N’ ot M est
le sous groupe de K formé des matrices

100
0 h O] , heSO(m-1)
00 1

et ou N’ est le groupe des matrices

1-3lz? = 3l=?
—ztr In-1 Ztr
1 z  1+1|af

ol z = (T1,82..-Zn-1) € R, Jz] = (z} + 25+ ... + z2_,)Y/2. Le groupe M - N’
s’identifie au groupe de déplacements E (n — 1). L'orbite de €1 + en 41 dans V* =~ V sous
I’action de K est le demi-cone épointé C* ensemble des w € V tels que < w,w >= 0 et
Wny1 > 0. La méthode des orbites associe a Porbite O l'induite unitaire

m™= IndgxMN, (€i<el+e"’+l > R 1)

appelée représentation de masse nulle et d’héliticité nulle de G.

De fagon analogue & ce qui a été fait pour la représentation 7, au paragraphe 3.2,
on peut tout d’abord réaliser 7 dans I'espace de Hilbert complété de I'espace des fonctions
¢ : C* — C de classe C* & support compact pour la norme définie par

Il = [ 16wl du(w)
Cct
olt dp (w) = (1/ Wn+1) dwy . .. dwy, est la mesure K-invariante de Ct, de la fagon suivante:

7 (v, k) ¢ (w) = <> ¢ (k™ w)

pour (v,k) € G, w € C*. On peut ensuite utiliser la carte globale ¢ de C* donné par
1/2
c(p) = (p,r(p)) ou p € R*\ (0) et r(p) = (1<):< pf) , pour obtenir une réalisation
<i<n

de 7 dans I'espace de Hilbert L2(R™) complété de I'espace C§° (R™ \ (0), C) des fonctions
¢ : R™\ (0) — C de classe C* & support compact pour la norme usuelle (voir 3.2) :

™ (5,K) ¢ (p) = <> (r (k7 p) [ (0D 9 (K71 p)

ol (v,k) € G, p € C (R™\ (0), C) et k- p désigne 'action de k € K sur p € R™\ (0)
induite par P'action de K sur C*. On obtient sans peine, comme au 3.2 :
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Proposition 3.2. Pour ¢ € C§° (RF\ (0),C) ona:

dr (Aij) ¢ (p) = (pjg%—psb%) p),1<i<j<n,

dr (T) ¢ (p) = —r@);’—p‘fk- — /2 @) p®),1<k<n,

dr(Wi)e(p) =—ipke(),1<k<n,
dr (Wns1) o (p) =ir (p) e (p).

3.4. Il est souligné dans [14] que la représentation 7 est fondamentalement différente
des représentations 7, (m > 0) : en particulier, on a vu que le *petit groupe” corre-
spondant & w s’identifie au groupe de déplacements E (n — 1) alors que le ”petit groupe”
correspondant & m, (m > 0) s’identifie & SO (n). Cependant, comme les représentations
7 et mm(m > 0) considérées sont d’héliticité nulle c’est & dire induites & partir des
représentations triviales des ”petits groupes”, on .peut remarquer que les formules don-
nant dr et dr,, (m > 0) sont trés voisines, ce que ’on va exploiter ici.

Soit M (respectivement Mp) l'algébre des opérateurs différentiels linéaires sur R™
(resp. sur R™ \ (0)) dont les coefficients sont des fonctions de classe C* sur R™ (resp.
sur R™ \ (0)) & valeurs dans C. Notre but est de déterminer les déformations formelles de
dr dans My et de dmp, (m > 0) dans M. On commence, au paragraphe suivant, par se
ramener 3 l'aide de la transformation de Weyl & des homomorphismes d’algébres de Lie
dont I'expression est plus simple. ’

4. Paramétrage des orbites coadjointes et transformation de Weyl

4.1. On note (p,q) = (p1,P2---Pn,q1,G2 - - - gn) les coordonnées sur R?" = R™ x R™ et
on munit R?" de la 2-forme symplectique dpAdg =1<2< dp; Adg;. Les orbites coadjointes
<i<n

Om (m > 0) et O étant munies de leurs 2-formes de Kirillov, on a, avec les notations du

paragraphe 3 :

Proposition 4.1. [4]

1) Pour m > 0, Uapplication pn,: (p,q) — (hm (p), (1<}':< gie;) A by (p)) est un symplec-
<i<n

tomorphisme de R*™ dans O,,.

2) L’application p : (p,q) — (c(p), (KE( giei) A c(p)) est un symplectomorphisme de
<i<n

(R™\ (0)) x R™ dans O.

Pour X € g notons ¢, (X) la fonction définie sur R*® par o (X) (p,9) =< pm (0,9), X >
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et ¢ (X) la fonction définie sur (R™\ (0)) xR"™ par ¢(X) (p,q) =< ¢ (p,q), X > . Un calcul
simple permet d’obtenir :

om (Ai5) (2,9) = Piq; — P & » Pm (Tk) (,9) = Tm(P) G »
om (Wi)(2,9) = =Pk » Pm (Wnt1) (P 9) = rm(p)
¢ (Aij) (p,9) = pig; — P G » ¢ (Tk) (0, 0) = 7(P) &k
@ (We) (p,q) = —pk , ©.(Wn+1) (p,q) =T(p)
pour 1 <i,j<netl1<k<n.

4.2. Soit N (respectivement Np) Pespace des fonctions de classe C*° sur R?" (resp.
sur (R™ \ (0)) x R") & valeurs complexes, polynomiales en ¢1,¢2...gn. Notons W la
transformation de Weyl sur R?" [8], [20]. W induit un isomorphisme de N dans M qui
associe & la fonction f(p,q) = u(p) g gk ... gk~ oli u est une fonction de classe C*° sur
R™, P'opérateur différentiel W (f) défini par

W (f) o (p) = ikr+--+hn [(5%-)’" ... (5%)"" (u (p+ -;—) <p(p+t))]

pour ¢ € CP (R, C) et p € R™. (voir [20]).
En particulier lorsque f(p, q) = u(p), on obtient

t=0 -

W(f) o(p) = u(p) ¢(p)

et lorsque f(p,q) = u(p) gk , on obtient
' _i(Lom 42
W) o) = (5 o ot0) ) o)

De la méme fagon, la transformation de Weyl W induit un isomorphisme de Np sur Mp.
On déduit alors de ce qui précéde et des propositions 3.1 et 3.2 :

Proposition 4.2. 1) Soit m > 0. Pour tout X € g, ¢m (X) € N et, pour toute fonction
Y eCP(R*,C), ona
W (iom (X)) ¢ =drm (X) ¥.

2) Pour tout X € g, p(X) € No et, pour toute fonction ¥ € C? (R*\ (0)), on a

W (ip(X) ¢ =dn(X)¥.
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4.3. Partant du star-produit de Moyal sur C* (R?") (3] on obtient, si 'on donne
au parametre de déformation la valeur —i/2, le produit associatif de Moyal défini sur N
(respectivement sur Np) par

Frg=Y (-i/2"Cu(f,9)

n>0
ou Co(f,g) = f-get C, = (1/n!)P,, P, désignant la n*=* puissance tensorielle du
crochet de Poisson 85 9 87 a
= 97 9% 9 9%
{9} 1:‘,-;, (api 0g; 0Og; 3?:')

et ou f,g € N (resp. Np).
On définit le crochet de Moyal par

.\ 2n
, i
[figl=i(frg—gxf)=) (—5) Cak+1 (f,9)
k>0
pour f,g € N (resp. Np).
Ona
W(f*g)=W(f)oW(g)
pour f,g € N (resp. Np) [3]. Autrement dit, W réalise un isomorphisme d’algtbres de N
(muni de *) dans M (resp. de Ny dans Mp).

Proposition 4.3. 1) Pourm >0 et X etY dansg, on a :
[pm(X), em(Y)],= {em(X), om(Y)}= om([X,Y]).
2) Pour X etY dansg, ona:

[p(X), e(Y)] = {p(X), oY)} = o ([X,Y]).

Preuve. La premiére égalité de 1) vient de ce que pour tout X € g, ¢m(X) € N est un
polyndme par rapport aux variables ¢1,g2...¢gn dont le degré est inférieur ou égal 2 1. La
seconde égalité de 1) se déduit de ’expression de ¢,, donnée au 4.1 ou, plus directement,
de la proposition 4.1 . Le point 2) se vérifie de méme.

4.4. Fixons m > 0. On va déterminer dans ce qui suit les déformations formelles
des homomorphismes d’algébres de Lie om : g — N et ¢ : g — Np afin d’en déduire,
a l'aide de W, les déformation formelles de dr,, dans M et de dr dans M. On munit
alors N de la structure de g-module donnée par X - f = [pm(X), fl. pour X €g, fEN,
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on munit de méme Ny de la structure de g-module donnée par X - f = [p(X), f]. pour
X € g, f € No et on considére les cohomologies correspondantes notées respectivement
Hn(g, N) et H(g,N) dont on va déterminer, dans les paragraphes 5 et 6 suivants, les
premiers espaces respectifs H:, (g, N) et H!(g, Np) par des calculs directs.

5. Détermination de I’espace H} (g, N)

Les 1-cocycles de la cohomologie H(g, N) sont les applications linéaires & : g —» N
satisfaisant &

(1) «a [X’ Y] = [‘Pm(X)’ a(Y)].+[a(X)) ‘Pm(Y)].

pour tous X, Y dans g.
Si f € N, on notera 8 f le 1-cobord défini par

8f(X)=[em(X), f], (X€9).

Notons a; le 1-cocycle défini par
01(4) =0 (1<i<j<n), oy (Wos))=1/7m(p),
a1 (Wi)=0 , aa(Tk)=aqe/™m(p) (1<k<nm).
Lemme 5.1. Tout I-cocyle o : g — N s’écrit o = aa; + o' + 6 ot a est un scalaire, §
un 1-cobord et o/ un I-cocycle tel que o/ (Wi) =0 pour k=1,2...n.
Preuve. Le 1-cocycle a vérifie la relation (1) pour X = W; , Y = W; ce qui donne
0 8
— (W) = —

1

a(W;) (1<i,j<n).

D’aprés le lemme de Poincaré, il existe f € N tel que g-qf; =a(W;)pourj =1,2...n.
Le 1-cocycle v = a + Of satisfait alors & v (W;) =0 pour j =1,2...n.

En écrivant I'égalité (1) pour le 1-cocycle v et pour (X,Y) = (Wj, Wp41) puis
(X,Y) = (Wj, Tk) et enfin (X,Y) = (Wny1, Tk) ol j,k = 1,2...n, on vérifie succes-
sivement que ¥ (Wn41) = u(p) ou u € C®(R™, C), que v(Tkx) = u(p)gx + bk(p) ol
by € C* (R™, C) pour k =1,2...n et que u(p) =a/rm(p) ot a € C.

Lemme 5.2. On suppose n > 3. Tout l-cocycle a : g — N tel que a(W;) = 0 pour
j=12...n+1 est un 1-cobord.

Preuve. Soit o un tel cocycle. Posons pour 4,5,k = 1.2...n, a;; = a(Ai;) et by =
a(T). D’aprés la preuve du Lemme 5.1, ces fonctions ne dépendent que de p. La relation
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de cocycle (1) appliquée aux cas ol (X,Y) est le couple (T3, T}) puis le couple (Aij, Tx)
donne : :

b .
(2) aij = rm(p) (6;0, -g;]-) (,j=1,2...n)
6) Tm(P)aau = '%‘PJ‘% (k#i, k#J)
60‘ 3b ab, .
4) Tm(p) =2 Bp, =b; +p-BE-pj£ (37=12...n)

D’ol, en reportant (2) dans (3) et dans (4) :

6b ab; 82b; 8%b; Oby by,
5 — — — ) + Ty 2 ( J_ ’ ) =Pi = —D;i —
® (ap, ap,-) o Y\ e op ~ 3p;008) =P 0p; P o,

d%b; - 8? b 0b; ob;
2 s’ RN ;= 2 PR R it
(6) Tm(p) p 2 +pi 3p' Tm (p) op; +2p;i ap; pj p;

Quitte & remplacer o par a + 9F o1 F est une fonction de p telle que b; — ryy (p) 2£ 5oy =0
on se ramene au cas o b; = 0. La relation (6) appliquée di=1, j =k > 1 donne

(7) bk = p1 uk + T (p) vk

ol ug, vx € C* (R, C) sont indépendantes de p;. La relation (6) appliquée & i = k >
1, 7 =1 conduit &

Ck

(8) U = ——=3
m?+3 ocicaP?

ou cx € C* (R™, C) est indépendante de pi et p;.
En reportant alors dans (5) b; = 0 et les expressions de b; et b (pour J, k distincts > 1)
données par (7) et (8), on obtient, pour j,k > 2:

Ov; av,,
9
( ) apk 617]

B
(10) chk“Pij:“(mz”' Z P?) ’é’;
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En permutant les rdles de j et k dans (10), on remarque que -gﬁ- = —%;‘ est une fonction
wjx indépendante de p; et py ; il existe par suite deux fonctions y;i et z;; indépendantes
de p; , px telles que ¢; = wjk Pk + Yjk , Ck = —Wjk Pj + zjk et la relation (10) s’écrit

(11) wie (m*+( Y p))—pE—p} | =peyix —pj zik-
2<i<n

Comme le premier membre de (11) est une fonction indépendante de px, p; on obtient
Yjk = zjk = 0 puis wjx = 0 d’olt cx =0, ux = 0 et enfin b = ry,, (p) vk pour tout & > 1.
Compte tenu de (9), on peut en corrigeant a par un cobord se ramener au cas ou by = 0
pour tout k > 1, ce qui termine.

On déduit alors des lemmes 5.1 et 5.2 et du fait que le 1-cocycle a; n’est pas un cobord
la proposition suivante.
Proposition 5.3. Supposons n > 3. L’espace HL(g, N) est de dimension 1, engendré
par la classe du 1-cocycle a; .

Remarque 5.4. Si n = 2, on montre par des considérations analogues que l’espace
H} (g, N) est de dimension 2 et admet une base formée de la classe du 1-cocycle a; et de

la classe du 1-cocyle ay défini par

az (Wh) = a2 (W2) = a2 (W3) =0
D3

a(Th) =0, az(Tz)=-n;7p:—zg,az(Am)=m-

6. Détermination de ’espace H(g, No)

Pour déterminer I'espace H!(g, Np), on va notamment s’appuyer sur les calculs du
paragraphe 5.
Notons f; : g — Np le 1-cocycle défini par
Br(Ai) =0 (1<i<j<n), b(Wos1)=1/r(p),
B(We)=0 (1<k<n), fi(Tk)=gq/r(p) (1<k<n).

Proposition 6.1. Sin > 3, l’espace H' (g, No) est de dimension 1, engendré par la
classe du 1-cocycle B, .

Preuve. On établit sans peine ’analogue du lemme 5.2 . On est alors ramené & étudier
les 1-cocycles B tels que B(Wg) =0 pour k =1,2...n+1.
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Posons, pour un tel 1-cocycle 8, comme plus haut :
ai; = B(Aij) (G,j=1,2...n) et b =pB(T) (k=1,2...n).

On se place sur 'ouvert étoilé U = R™ \ {(p;,0...0)|p; < 0} de R™ sur lequel on se
rameéne & by = 0. L’analogue de la relation (6) conduit alors a

) bk=r(p)sk(p2,...,pn)—i%;‘é§’—") (k=2,3...n)

pour p € U, s et ¢}, désignant des fonctions de classe C* sur R*~!.
Lorsque (p2,p3...pn) # 0, on peut écrire

c, ck
bp=r Sk — k
* ?) ( . Zzsign P? ) Z2<|<n 7

et utiliser les calculs du paragraphe 5, ce qui donne, si ’on pose

c

/ k

Ve =835 5
E2<i<n pg

les relations suivantes, analogues aux relations (9) et (10) :

o _ oy

9 L = i k=23...n
(9) Soe = Op; G )
oc;
(10) pick—mci=—| Y pI| 2L (k=23...n).
2<i<n Op

Partant de (9’), on obtient, compte tenu de (10) :

9" _—= = k=23...
(9") %, apk ( n)

pour (pz,...,Pn) # 0 donc pour tout (p2,...,p,) de R*~1,
ac’; 4

D’autre part (10’) montre que, pour tous j, k = 2,3.. Fif = —g'-:“ est une fonction
wj *« indépendante de p; et px. 1l existe alors deux fonctlons yJ x €tz Zjk 1ndependant&s de

Pj, Pk telles que
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et la relation (10’) s’écrit

(11') wip | (Y. 08— 0} =9 | = Pr v —Ps %
2<ikn
Supposons n > 4. La relation (11°) donne y}, = zj; =0 d’olt w}, = 0 et ; = 0. Enfin
(9”) montre qu’11 existe une fonction f de classe C*™ sur U telle que, sur U, by = —r(p) 3—L
pour k=1,2...
Le méme raisonnement effectué en se plagant sur 'ouvert V = R™\ {(p1,0...0)\p1 >
0} de R™, sur lequel I'on a

b = r(p) si.(p2- . p,,)-i—(‘?z—r(—m—) (k=2,3...n)

ol s} et ¢ sont des fonctions de classe C* sur R"~!, montre qu'il existe une fonction g
classe C® sur V telle que, sur V., b = —r(p) 5%"; pourk=1,2...n

Quitte & ajouter une constante a g, on peut supposer que f = g sur UNV. La fonction
F de classe C°° sur R™ \ (0) qui coincide avec f sur U et avec g sur V satisfait alors &
by = —r(p) - pour k =1,2...n, ce qui montre que B =0F.

Dans le cas n = 3 on obtient ¢4 = p3w et ¢3 = —paw sur U, w désignant une
constante. Par suite, il existe une fonction f de classe C™ sur U telle que, sur U,

= —T(p) apl
b=—am—-—w—ﬁi—
2 dpz  prL+7(p)
of D2
= —T(p) a—p:; +wp———1 ¥ r(p) .

De méme il existe une constante w’ et une fonction g de classe C* sur V telle que, sur V,

- ——'r(p) 3?1
= () 2L P8
b= r(p) 51’2 R
o,
b = ~r(p) 5 +u' —22

=+ —.
Ops n —1(p)

On en déduit que h = f — g est une fonction de classe C*® sur U NV qui ne dépend pas
de p1 d'olt w = ' et, pour (pz, p3) # (0,0) :

Oh _ _,,_Ps Oh _ o, P2
dp2 n+p ;s P} + 3
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Comme la forme (1/ p3+p3) (p3 dp2 — p2 dps) n’est pas exacte sur R?\ (0) on obtient w = 0
et on conclut de la méme fagon que pour n > 4.

Remarque 6.2. Lorsque n = 2, on peut montrer par des considérations analogues, que
'espace H(g, No) est de dimension 3.

7. Déformations formelles des représentations dr et dr,,

7.1. On suppose dans toute la suite que n > 3. On va déterminer ici les déformations
formelles de ¢ dans Ny, de ¢p, (m > 0) dans N ce qui, comme on l'a vu, permettra
de trouver immédiatement les déformations formelles de dr dans Mp et de dry, (m > 0)
dans M. La méthode utilisée consistera & construire dans chaque cas une déformation
particuliére sur laquelle on s’appuie pour trouver toutes les déformations.

7.2. Suivant Guichardet [10], on remarque que la famille (¢, )m>o fournit quand on
pose t = m? et que 'on effectue un développement par rapport & ¢ une déformation formelle
®=3,,,t" @ de p dans Ny ce qui résulte de la proposition 4.2 . Plus précisément,
partant du développement I+ 2 = Y n>0GnZT™ O g = 1,a; = 1/2 et pour n >
2, an = (-1)"1 1.3..2n — 3/2.4...2n, on obtient o

q’r(Tk) = arQk /T(P)zr—l , O (Wn+1) =ar /,r(p)Zr—l )
®, (Wk) =0, &, (Aij) =0
pourr>1, ¢,5,k=12...n.
En particulier on a ®; = 1/2 8; ol f; désigne le 1-cocycle introduit dans le paragraphe 6.

7.3. On peut également obtenir la déformation formelle ® de ¢ dans Ny précédente
de fagon plus constructive sans utiliser les homomorphismes ¢, (m > 0) comme suit.

Les calculs du paragraphe 5 ont fait apparaitre qu’une solution particulitre ¥; de
P’équation de déformation & 'ordre 1 est donnée par

Uy (We) =0, Oy (Woy1) =p/r(p), ¥1(Ai;) =0, U1 (Tk) = pax/r(p)

ot 1,7,k =1,2...n et ot 14 désigne un nombre complexe. On cherche alors de méme une
solution W3 de I’équation de déformation & ’ordre 2

1) [22(X), o(Y)],+[p(X), T2(Y)],~T2([X, Y]) = =[T1 (X), T2 (V)], .

On peut alors suivre un raisonnement analogue & celui de la preuve du lemme 5.1 en
donnant au couple (X,Y) dans (1) les valeurs (Wi, W;) ot k,l=1,2...n+1et (Wi, T7)
oul<k<n+1letl<!l<n.On fait ainsi apparaitre la solution ¥, définie par

Wa(Wi) =0, U3 (Wny1) = —p2/2r(p)®, 2 (Ai) =0, ¥g(Tk) = —u’qx/2r (p)°
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oui,j,k=1,2...n, cequi conduit & chercher une solution ¥, de I'équation de déformation

a l'ordre
r—1

@ [T X), oM+ [p(X), T (V)],-% (X, Y]) = =3 [w(X), Tk (YV),
k=1

sous la forme
v, (Wk) =0, ‘I’r(WnH) =7 u" /T(P)2r—l ’ ‘I’r(Tk) =74 g /T(P)zr_l ) ‘I’r(Aij) =0

ou i,j,k = 1,2...n et ol 7, désigne un nombre complexe.
On déduit alors de (2) que ¥ = 3 5, t" ¥y est une déformation formelle de ¢ si et

seulement si la suite (y)r>o satisfait 2 o =711 =1et a
r
Y @k =1) %%k =0
k=0

pour tout r > 2. Cette dernitre relation exprime que la fonction génératrice f(z) =
3.0 ¥rZ" associée a la suite (r)r>0 satisfait &

f(z) 2z f'(z) — f(z)) = -1
donc que y = f(z)? est solution de I'équation différentielle
gy -y’ =-1
ce qui permet d’obtenir f(z) = v/I+ 2z et, pour > 2,

ye=(-1""113..2r-3/12.r

Lorsque p = 1/2, on retrouve la déformation @ introduite au 7.2.

7.4. Soit A = (Ag)k>1 une suite de C. On construit une déformation formelle &
de ¢ dans Np en remplacant, dans les formules donnant ¢, , m? par la série formelle
Y ok>1 Ak t* et en développant par rapport & t, ce qui généralise la construction donnée au
7.2. De méme, m > 0 étant fixé, on construit une déformation formelle &7 de ¢, dans N
en remplagant , dans les formules donnant ¢’ , m’2 par la série formelle m2 43,5, Ak tk.
On peut alors énoncer : -

Proposition 7.1. 1) L’application X — ®, induit une bijection de l’ensemble des suites
de nombres complezes dans l’ensemble des classes d’équivalence de déformations formelles

de ¢ dans Np.
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2) Soit m > 0. L’application A — ®F induit une bijection de l’ensemble des suites de
nombres complezes dans l’ensemble des classes d’équivalence de déformations formelles de

¥m dans N.

Preuve. Le point 1) découle du calcul de I'espace H! (g, Ny) (proposition 6.1), de la
construction d’une déformation formelle particuliére de ¢ dans Ny (paragraphes 7.2 et
7.3) et de la proposition 2.2 légérement modifiée pour tenir compte du fait que le crochet
de Moyal de Ng n’est pas exactement le commutateur associé au produit de Moyal de Ny
mais s’obtient en multipliant ce commutateur par i (voir paragraphe 4). Le point 2) se
démontre de la méme facon.

7.5. Si A = (Ak)k>1 est une suite de C, on peut, de méme que ci-dessus, construire
une déformation formelle dr* de dmy dans M en remplagant, dans les formules donnant
dmm, m? par la série formelle Yok>1 Ak t*. On peut aussi si m > 0 est fixé construire
une déformation formelle dr)), de c_l7rm dans M en remplagant m’? par la série formelle
m? + Yk>1 Ak t* dans les les formules donnant dr,,. A l'aide de la transformation de
Weyl, on déduit immédiatement de la proposition 7.1 :

Proposition 7.2. 1) L’application A — dn* induit une bijection de Uensemble des suites
complezes dans l’ensemble des classes d’équivalence de déformations formelles de dmg dans
M.

2) Soit m > 0. L’application A — dr), induit une bijection de Uensemble des suites
complezes dans l'ensemble des classes d’équivalence de déformations formelles de dm,
dans M.

8. Remarques finales

Remarque 8.1. Ce qui a été fait au paragraphe 7.3 constitue une construction des
représentations dmp, (m > 0) & partir de la représentation dr, par déformation de cette

derniére représentation.

Remarque 8.2. Introduisons, pour m > 0, la représentation 7, de G de masse —m < 0
et I'héliticité nulle associée, par la méthode des orbites, a I'orbite coadjointe de 1'élément
(—=men+1, 0) de g* ainsi que la représentation 7’ de masse nulle et d’héliticité nulle associée
a 'orbite coadjointe de ’élément (e; — en+1, 0) de g*. Les représentations et 7’ sont les
deux représentations de masse nulle et d'héliticité nulle de G. On peut alors établir pour
les représentations =, et n’ les résultats analogues & ceux que 'on a établis ici pour les

représentations m, et .
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Remarque 8.3. Dans [18], il a été étudié les déformations formelles du plongement
canonique d’une algébre de Lie semi-simple a dans son algébre enveloppante U (a). Comme,
d’aprés le lemme de Whitehead, H! (a, U (a)) = (0), ces déformations sont triviales (mais
présentent toutefois quelque intérét : voir [18]). Le présent travail constitue alors un
exemple d’étude des déformations formelles d’un homomorphisme injectif d’algébres de
Lie dans ce cas ot le premier groupe de cohomologie n’est pas trivial mais de dimension 1.

Remarque 8.4. L’étude systématique des extensions des représentations induites de
produits semi-directs menée par Guichardet [11] et par Fokko du Cloux [7] s’applique en
particulier au cas du groupe de Poincaré [11] et du groupe de Poincaré généralisé [7].
Si G désigne le groupe de Poincaré généralisé, @ une représentation de G obtenue
par induction, au sens C*, de la représentation ¢<Po:"> @ 1 du groupe R"*! x K, ou
po € R™*! et p est une représentation du stabilisateur Kp, de po dans K, notons E (%)
le C® G-module correspondant & # et H(%) le C® G-module Hom (E (%), E (%))
Guichardet a déterminé dans [11], lorsque p est de dimension finie, le premier groupe
de cohomologie H'(G, H(#)) lequel, d’aprés un théoréme de Van Est, est isomorphe &
H'(g, H (7)). En particulier, on obtient ainsi, lorsque # est de masse m et d’héliticité nulle
(cas pp = Mmen+1, p triviale) ou de masse nulle et I’héliticité nulle (cas po = e1 L en41, P
triviale) dim H'(g, H (7)) = 1 ce qui constitue un résultat voisin des propositions 5.3 et

6.1.
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