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Abstract. This article deals with the study of existence and behavior of the optimal control and
the state of a perturbed boundary optimal control linear system which arises in aerodynamics.
Résumé : Dans cet article, nous étudions (sous certaines conditions) 'existence et le comportement
de la solution d’un probléme de contréle optimal perturbé non ‘classique qui apparait naturellement en
aérodynamique.
0. Introduction et position du probléme :

Dans tout ce qui suit { désignera un ouvert borné de R™, de frontiére I' = 99 variété
indéfiniment différentiable de dimension (n-1), ) étant localement d’un seul c6té de I'.
Soit U,q un sous-espace fermé de L?(T).

Pour v €L?(T), on considére le probléme aux limites perturbé suivant :

-Ay,(v)=0 dans
(S.)(v) 2y (v) +ey.(v)=v sur T
y.(v) € H(Q)
Notons par T, ’application :

T,: L) — LX(T)
Vi Ye:(v)!‘

1)

ol y.(v)r désigne la trace de la solution y,(v) du probleme (S.)(v) sur ' = 8Q.
On considére aussi le probleme de contréle optimal suivant :

(m,) Je(u,) = Inf{Je(v); v € Uaa}

La fonction cotit J, est donnée par :

(2) Je(v) = ITe(v) - 2l = < Te(v) - 2, T,(v) - 2 >

[l.l| désigne la norme dans ’espace L%(T'), z un élément non nul de L?(T).
Notons par :

3) U= {v e LA(r); [ var = o}, V= {y c H‘(Q);/ryrdI‘ = o}
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Dans cet article, nous commengons par I’étude du comportement de la solution Ye(v) du
probléme (S,)(v) (paragraphe I), nous étudions aussi I'existence, I’unicité du contrdle u,
dans U, et le comportement de la fonction (u,,y.(u,)) dans Pespace L*(T')xH'(Q) dans
un premier temps lorsque U,q est un sous-espace de U, (paragraphe II), puis lorsque
Usq est un sous espace de L2(T') tel que U,yNUq #U,qy (paragraphe IIT). Nous terminons
cet article par des remarques et des conclusions.

L. Etude du comportement de la solution du probléme (S,)(v).

Nous consacrons ce premier paragraphe a ’énoncé et la démonstration de certains ré-
sultats utilisés dans la suite.

Lemme 1 (cf. [6]) :

Pour p > 0, nous considérons ’application :

@ ¥, :H'(Q) —R*
¥y = IVl + 2 Jr Iyl dT

(i) Yo est une norme dans V équivalente a la norme usuelle ||.| m(q) dans HY(Q).
(ii) Si p > 0,’application ¥, est une normedans H!() équivalente & la norme usuelle

-llars ey -
(c.a.d. il existe deux constantes A et B telles que: Aly|| m@) < Yo(y) < Bllyllgng

pour y €H'(9)).

Proposition 1 :

Pour tout v de I'espace L*(T') et € > 0, le probleme (S,)(v) admet une seule solution
Ye(v) donnée par :

(5 4e(v) = o7 [ ol + 0(Poo)

La fonction (y.(v) - ﬁ Jr vdT') converge dans 'espace H(Q2) vers la solution yo(Po(v))
= yo du probleme (Qo)(Po(v)) :

~Ay,=0 dans
(Qo)(Po(v)) { 2y, =Po(v) surl
Yo€V

Et nous avons :

_<- Ck‘ /€k+1

HY(Q)

(6)

1
Ye(v) — T fr vdl = (Yo+ + €91 + €252 + ... + £Fyx)

ot pour k >1, yx(v) = y désigne la solution du probleme (Qe)(v) :

-Ay, = dans Q

(Qu)(v) { ZYk=Ypy sur [
: e €V
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ou Po(v) = v - I-I{T Jrvdl' désigne la projection orthogonale de v sur I'espace U et Cy
une constante positive indépendante de ¢.

Preuve :

Pour € > 0 et v € L*(T), le probléeme (S,.)(v) admet une seule solution Ye(v)(cf. [2],
[6]).Nous avons donc :

0= /9 Ay, (v).1dx = /r %y,(v)rdr = /F (v - eT.(v))dr
c.a.d.
1) /r T(v)dl' = é /P vdl

Cette égalité nous permet de postuler le développement asymptotique de y,(v) suivante :

(8) Ye(v) = €7'y-1(v) + vo(v) + eya(v) + €%y2(v) + ...

En reportant ce développement dans 1’équation (S.)(v) et en groupant les termes en ¢,
nous obtenons :
*y_1(v) = y-1 est la solution du probléme (Q_;)(v) :

-Ay_; =0 dans )
Q1)) 3%)'._1 =0 sur I’
Jo¥odl = frvdl

c.a.d.

1
(9) y_l = '—f.l-_/I.‘VdI‘

* yo(Po(v)) = yo est la solution du probléeme (Qo)(Po(v)).
Et pour tout k > 1, yx(v) = y& est la solution du probleme (Qx)(v).
D’autre part la fonction @, x(v) définie par :

1 .
Q. k(v) = o = y.(v) -aﬁ/l:vdf‘- (y0 + ey, + s’y, +...+ e"yk)

est la solution du probleme (S.x)(v) :

:—uq)e,k +e®.p = -ebtly,  sur T
Qz,k eV

-AD. =0 dans
(Se,0)(v) {

Gréace a la formulation variationnelle du probléme (S, x)(v) et l'inégalité de Poincaré,
nous obtenons alors :

6k+1
IV ®ekli72 0y + € 1Peprll < (I Berll® + llyar )
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c.ad.
"V(I’c.k"p(n) < llyerl] Ve

Par conséquent, pour k > 0, il existe une constante Cy indépendante de ¢ telle que :

(10) "®¢.k”};1(n) < CpVektt

Remarques 1 :
(i) Si v € Ug (c.2.d. Po(v) = v), ye(v) converge dans ’espace de Sobolev H'(Q) vers la
solution yo(v) du probléme aux limites (Qo)(V) :

~Ay(v)=0 dans

(Qo)(v) { %yo(v) =v surl
Yo(V) €V

(ii) Si v ¢ Ug (c.a.d. frvdl # 0), alors T.(v) n’est pas bornée dans l’espace L3(T').
Lemme 2 :
L’application T, est linéaire, continue, injective, auto adjoint et pour tout v de L*(T):

) T(¥) = o757 foveT + v(Po)r

ou Po(v) désigne la projetion orthogonale de v sur 1’espace Up.
Preuve :
* La formulation variationnelle du probleme (S.)(v) s’écrit :

19y 2y + T = /rvTe(V)dF ST - HIvh

donc T, est continue.
* Soit v € L*(T') telle que: T,(v) = 0, alors y.(v) est la solution du probléme (D,)(v) :

-Ay/(v)=0 dans O
(D)) { Y¢(V)I‘i To(v) =0 ansur r

par conséquent y,(v) = 0 c.a.d. v=0.
* Soit (v, w) €L¥(T)x L¥(I) :

[ 950):95.(w)ds = (Tu(v), w - eT(w)) = (Te(w), v - €Te(v)
Alors : (Te(v), W) = (v, T (w))

* Soit v = (vo + v;) € L3(T), avec vg = Py(v) = v - W{-]frvdl‘ et vy = ﬁ—{TfrvdI",
alors :

Te(v) = T‘(VO-}-VI) = Te(Vo) + Ts(vl)
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avec Te(v1) = i Jr vdl et Te(vo) = Te(Po(v)).

Remarques 2 :

(i) Posons, pour z € L%(T'), 2o = Po(z) = 2 - ﬁ‘,-[ JrzdT et 2, = ﬁl‘—’ Jrzdl, alors la fonction
coiit J. devient :

Je(v) = IITe(vo) - 2ll® + ITe(vy) - 24> = ITe(vy) - 2)I” + ﬁ [ [ (v-e2 dr]’

(ii) Si v ¢ Uy, le probleme (So)(v):

-Ay,=0 dans
(So)(v) %Yo =V sur T
Yo € H(Q)

n’admet pas de solution.
(iii) Si v €Ug (c.a.d. Po(v) = v), le probléme (So)(v) admet une infinité de solutions,
y-1= 0 et y.(v) converge dans H!(Q) vers y, vérifiant :

-ADy,=0 dans Q2

(Qo)(v) { g;yo =v sur I’
Yo€V

II. Etude de I’existence et le comportement de la solution du systéme (S,)(v)
et (m,) lorsque I’espace des contrdles admissibles U, est un sous-espace de
Uo :

Théoréme 1 :

On suppose que U,qg est un sous espace de Uy de dimension finie. Alors on a :

(i) Le probléme de contrdle optimal perturbé (m,) admet une solution unique u, qui
converge dans 1'espace L?(I') vers la solution u du probléme de contrdle limite (my) :

(mg)

{ Jo(u) = Min{Jo(v), v € Uug},

Jo(v) = |lyo(v)r - 2”2 = (Yo(V)r - 2, Yo(V)r - 2)

ol yo(v) est la solution du probléme (Qo)(v).
(ii) L’état ye(u.) du systéme (S.)(v) et (m,.) converge dans H!(Q) vers ’état limite
yo(u) du systéme (Qo)(u) et (my).
Preuve :
(i) L’éxistence et I’unicité du contréle u, sont des conséquences des conditions suivantes
(cf. [4]) :

* L’application v +— J.(v) est s.c.i. (c.a.d. semi-continue inférieurement ) dans
Pespace U,q et strictement convexe :
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Soit (v,w) € L*(T) x L¥(T), tel que 2Jo(YH™) = J.(v) + Jo(w) c.2.d.

< Te(v) + T,(w) -2z, T,(v) + T, (W) - 22> =
= 2||Te(v) - 2lf* + 2||Te(w) - 2|f* =
= I Te(v) - 2l + ITe(w) - 2|I* + 2 < Te(w) - 2, T,(v) - 2 >

ITe(v - w)I* = [[Te(v) - 2| + IITe(w) - 2> - 2<Te(w) - 2, Te(v) - 2> = 0, par con-
séquent v = w.

* Soit (vy) la suite de Us,q telle que : limpy 40 ||Va]| = +00.
Comme Uqgq est un sous-espace de dimension finie alors G(T;!) = {(T,(v),v); v € U4}
est un fermé de L*(I')xL?(T'), par conséquent T;! est linéaire, continue donc il existe
une constante K, > 0 telle que (cf. (3]) :

V]l < K ITe(Wl _pour tout v dans U,y

En particulier, ||va|| < K. ||Te(vn)]|, donc limpy4o0de(va) = +00
Soit {¢i,1 < ¢ < n} une base orthonomée de U,y, le contrdle u, s’écrit alors sous la
forme suivante :
(12) Ue = Z < Ue, @i > ¢

1<ikn
et donc T.(ue) = Ticicn < e, & > Te(¢i), d’autre part J.(u.) < J.(v) pour tout v
€Uqq, en particulier J.(u.) < J.(0) = |||, alors ||Te(u,)]] < 2||z|| c.2.d. pour 1< i £
n, <u.,¢;> tend vers a;, par conséquent u, converge dans L%(T) vers u = Ligicn i
€U,.
En faisant donc appel a la proposition 1, y.(¢;) converge dans H!(Q) vers la solution
Yo(¢:) du probleme (Qo)(¢:) (pour 1 < i < n), par conséquent y.(u.) = Licicn <Ue,@i>
Ye(#:) converge dans H'(2) vers la solution yo(u) = ¥, <;cn2i¥o(¢:) du probléme (Qo)(u).
En utilisant le théoreme de trace et la continuité de la norme dans L?(T'), nous obtenons
pour tout v €Ugq :

(13) Jo(w) =lim Je(u,) < lim J.(v) = 3o(v)

c.a.d. u est la solution du probléme (my).

Remarque 3 (cf. [1]):

Si Vespace des contrdles admissibles U, est un sous-espace de Uy de dimension infinie
(par exemple U,yq = Up) le probleme (m,) n’admet pas en général de solution dans U,,.

ITI1. Etude de ’existence et le comportement de la solution du systéme (S, )(v)
et (m.) lorsque ’espace des contréles admissibles U,,; est un sous-espace de
L?(T) tel que UyNUp #U,,.

Dans ce paragraphe, on suppose que U,g est un sous-espace de L?(T) tel que U,gNUq #U,q
et alors nous avons un systéme limite (So)(v)et (mo) & états multiples. Nous com-
mengons par ’étude du systéme suivant (pour un élément fixe w de Uy):

-Ay(w)=0 dans Q

(Sp)(w) { :—,y(W) =w sur [’
y(w) € H(Q)
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et
L(y) = Min {I,(s); s € E(w)}
(N)(w)
L(s) = isr -2’
avec E(w) = {y € H(Q); Ay=0dans Q et 2y = wsur I‘}

Proposition 2 :
Pour un élément fixe v de Uy, le systéme (So)(v) et (N)(v) admet une seule solution
y(v) dans E(v) donnée par :

1
(14) y(4) = ¥ol¥) + 1y =T

ou yo(v) est la solution du probléme (Qo)(v).

Preuve :

L’existence et I'unicité de la solution du systéme (So)(v) et (N)(v) sont assurées par
(cf.[4]). L’application I, est continue et strictement convexe. Soit (s,) une suite de E(v)
vérifiant limp4c0 [|snl|g1(q)= +oo.

Comme s, € E(v), alors I[Vsnlli,m) = [rv.sndl et grace & I'inégalité de Poincaré et le
lemme 1 (pour p = 1) nous obtenons :

1
(15) A? [lsallf ey < Ty(sa)® < lisarl® + 5 lloll®

L
2

par conséquent : limu400lu(sn) = +o00.

D’autre part la solution yo(v) du probléme (Qo)(v) est un élément de E(v), et tout autre
élément s de E(v) s’écrit sous la forme s = yo(v) + & (avec ¢ une constante), alors la
fonction coiit I, devient :

L(s) = ((yo(V) - 2) + &, (v,(v) - 2) + 9)

= |lyo(v)r - 2ll*- 28 fr2dT + 87|

(16)

I, est minimum pour § = IITI JrzdT, par conséquent I’état du systéme (So)(v) et (N)(v)
est donné par la formule (14) et I,(y(v)) = Jo(v) 'I_II‘-I [ 2dI)%

Nous étudions maintenant le systéme de contréle perturbé (S.)(v) et (m,), nous avons
alors le théoréeme suivant :

Théoréme 2 :

On suppose que I’espace des contrdles admissibles U,y est un sous-espace de L2(T) de
dimension finie et tel que U,yNUp #U,q. Alors nous avons :

(i) Le probleme (m,.) admet une solution unique u, dans U,y caractérisée par :

(17) /I:uedI‘ = e/lizdl"

et qui converge dans L?(T") vers un élément u appartenant & U,gNUs.
(ii) L’état y.(u.) du systéme perturbé (S.) et (m,) converge dans H!(Q) vers I’état y(u)
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du systeme (So)(u) et (N)(u).

Preuve :

(i)Le probléme (m,) admet une solution unique u,(cf.théoréme 1).

D’autre part pour v € Uad, la solution du probleme (S8e)(v) s’écrit sous la forme : y,(v)
=e"la + yo + €y; + €%z +...,avec a = T L JpvdT, par conséquent (comme yj €V):

o? 2a
(18)  fl@)=3,(v) = ZI0 - = [2d + ool +26<y1502> +..

Alors J.(u.) = Mxn{f (a); @ = II‘l Jpvdll € R,avecv € Uad} f(a.) ol a, iy Jrzdl
= -—{fru,dl" (c.a.d. f'(e.) = 0) et nous avons :

Je(u,) = ||z - voll* - ]11*_|(fr 2dl)? + 2¢[< V1Yo 2> +..] =
2
(19) = "yo + ]%lfpzdf‘ - z" +2[<y,¥o-2> +.] =

= L(y(v)) + 2¢[<yy, yo - 2> +..]

Par conséquent u €U,qNUp (car |frudl| < e frzdD)).
(ii) La fonction x, = {y,(u,) - lI‘LI Jpzdl - yo(u)] est solution du probléme (Y, )(u.)

-Ax.=0 dansQ

(Ye)(u,) { %X: =(u, - u)- ey, (u,)p surT
Xe €V

La formulation variationnelle de (Y,)(u,) sur H!(2) donne :
Ixelfrr(ay < CIVXellZaqy = C _/rXe [(u, - v) - €Te(u,)]dl < CB|(u, - u) - eTe(u,)|

Te(u,) - illfl Jpzdl - yo(u)r” < B et x. €V), donc y.(u.) converge dans
HY(Q) vers yo(u) + ffy Jrzdl.

Remarques 4 :

(1) En general pour v ¢ Uy, J. ne converge pas mais : lime,0J.(u.) = L,(y(u)) = Jo(u)
- ]— (JrzdT)? (u, ¢Uo et u € Up).

(ii) L’espace des contrdles admissibles U,4 est un sous-espace de L?(I') de dimension
finie, le contréle optimal u, vérifie nécessairement la condition d’optimalité suivante :

(20) Jo(u,)w =2< T,(u,)2,T,(w)>=0 VYwe Uy

(iii) Si I'espace des contréles admissibles U,4 est un sous espace de dimension infinie
(par exemple Uyq = L*(T)) le probléme (m,) n’admet pas en général de solution dans
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Uaa.

(iv) Si U,q est remplacé par un ensemble K fermé, convexe et borné de
U, = { LA(r); [ vdr > } ,
1 =4{veL) /I‘ vd[l >a>0

vers u €K et la fonction y.(u.) - ?III‘—I Jru.dl' converge dans H!(Q) vers la solution
yo(Po(u)) du probléme (Qo)(Po(u))

- Ay, =0 dans

(Qo)(Po(u)) { 53;)/0 = Po(u) surl
Yo€V

(v) Ces résultats restent valables si nous remplagons U,4 par l'espace affine D + U,g,
ot D est un convexe, fermé borné de L?(T).
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