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SUR UNE CLASSE D’ALGEBRE DE FONCTIONS GENERALISEES
APPLICATION AUX SYSTEMES DIFFERENTIELS

Antoine DELCROIX

1. INTRODUCTION ET NOTATIONS

1.1. Introduction

Les travaux autour des algébres de fonctions généralisées se sont multipliés ces derniéres
années afin de résoudre des problémes différentiels qui n’admettent pas de solution au
sens des distributions ([2], (3], [7], [10], [12]). Au cceur de ces problémes se trouve souvent
Pimpossibilité de donner un sens au produit de distributions. Cette difficulté se contourne
en injectant 'espace D/(Q) des distributions sur un ouvert 2 de IR™ dans une algébre
G(Q), appelée algebre de fonctions généralisées, ol 'on peut effectuer le produit des
(représentants) des distributions. L’algébre des fonctions C>(Q2) s’injecte également
dans G(Q) et les opérations de G(§2), restreintes & C>°(2), prolongent celles de C(Q2) a
un ”infiniment petit prés” (voir une discussion compléte sur ce sujet dans [10]).

Une des premiéres constructions a été 1’algébre de fonctions généralisées simplifiée de
J.F. Colombeau [3] (notée dans la suite Gg(f2)), équivalente au non intrinsic settings de
D. Scarpalezos [12]. Cette construction posséde un caractére trés opérationnel, comme
le montrent les nombreuses applications ([2], (3], [11]). Mais I'algébre Gs(€2) ne suffit
pas pour décrire les solutions de problémes dans lesquels I'opérateur est singuliérement
perturbé par un parameétre ¢!. Certaines solutions de ces problémes croissent expo-
nentiellement vite par rapport & 1/¢ alors que les éléments de Gs(f2) sont & croissance
modérée par rapport & 1/e.

Parmi les constructions d’algébres généralisées, ’algébre de Yu. Egorov 7] permet de
décrire les solutions de tels problémes, puisqu’on y dispose d’une notion d’exponentielle
" généralisée”. Cependant, contrairement a 1’algébre Gs(f2), cette algébre semble moins
reliée & des propriétés asymptotiques familiéres [4].

Nous avons construit par ailleurs une algébre "plus petite” que celle de Yu. Egorov
(notée Ag,,(Q2) dans la suite) exactement adaptée au probleéme de la définition d'une
exponentielle généralisée [5]. Son principe de construction est en fait similaire & celui de
lalgebre Gs(£2) de J.F. Colombeau [3].

Les deux algebres Ay, () et Gs(£2) sont des algébres définies comme quotient d’une
sous-algebre A(Q) de X(Q) = C*(Q)1%! et d’un idéal Z(Q2) de .A(Q2). Dans chaque cas, la
sous-algeébre A() est définie & partir d'une propriété de croissance modérée par rapport
4 une certaine échelle asymptotique et I'idéal Z(Q2) & partir de la propriété duale de
décroissance rapide par rapport a cette méme échelle asymptotique.

Nous définissons ci-dessous cette notion d’échelle asymptotique et la construction
des algebres a partir de ces échelles. Nous proposons de les appeler algébres asympto-

1Un probléme différentiel dépendant d’un "petit” paramétre ¢ est dit singuliérement perturbé lorsque
la valeur ¢ = 0 du paramétre fait chuter 'ordre du probléme.
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tiques ou algébres de type Colombeau, puisqu’elles reposent sur l'idée initiale de J.F.
Colombeau. Nous montrerons que les algebres citées plus haut entrent effectivement
dans ce cadre. Enfin nous parlerons de probléme différentiel dans de telles algebres, ce
qui est actuellement le champ d’application le plus prometteur.

Nous avons choisi ici de présenter les objets en termes non standard, ce qui conduit
4 des définitions plus légéres, mais surtout & la possibilité de lier ces constructions
algébriques & des propriétés asymptotiques non standard (voir [4] pour ce lien dans le
cas de 1’algébre Gs((2). Dans la suite, nous construirons nos algebres sur C*(Q2) ou
est un ouvert de IR®. Selon une remarque, dont Pauteur est redevable & D. Scarpalezos,
on peut construire plus généralement des espaces généralisés & partir d’espaces vectoriels
topologiques localement convexes et métrisables, dont la topologie est donc donnée par
une famille dénombrable de semi-normes croissantes. Ceci permet d’envisager d’aborder
d’autres types de problémes sous I'angle des espaces généralisés, comme par exemple
dans {1] des problémes de processus stochastiques.

1.2. Notations et conventions

Nous utilisons I'Internal Set Theory de Nelson [9]. On désigne dans la suite par:
e ©, un réel infiniment petit quelconque,
e L, un réel limité quelconque,

e @, un élément de IR appréciable quelconque.

La notation z =~ 0 signifie que z est un réel infiniment petit, z < 0 signifie que z est un
réel infiniment petit strictement positif.

Enfin, on rappelle que le standardisé d’un ensemble (interne ou externe) E, défini par
une propriété P(-) (E = {z | P(z)}), est 'unique ensemble standard, éventuellement
vide, noté SE, dont les éléments standard vérifient la propriété P(-).

2. ALGEBRE ASYMPTOTIQUE

2.1. Définition des échelles asymptotiques

Définition 2.1. Une échelle asymptotique est une suite standard g = (gn)nen de fonc-
tions g, : R — IR, satisfaisant les conditions suivantes :
i. ga(z) = 0, pour tout entier n et tout réel z < 0;
ii. go(z) ~ 0, pour tout entier standard n > 0 et tout réel z ~ 0;
ili. gny1(z) = Lgn(z), pour tout entier standard n et tout réel z ~ 0;
iv. propriété de filtration. Pour tout entier n et m standard, il existe un entier standard
N tel que
Vz >0, gn(z) = Lgn(T)gm(z). (2.1)
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Exemples.

1. L’échelle polynomiale, ou échelle de J.F. Colombeau, est définie par g,,(z) = =™ pour
tout n > 0 et tout =z > 0.

2. L’échelle exponentielle est définie par gn(z) = 1/h,(1/z) pour tout n > 0 et tout
z >0, ou

ho(z) = z, hny1(z) = exp(h.(z)), pour tout n et tout z > 0.

3. L’échelle de Yu. Egorov est ’échelle constante définie par g,(z) = 0 pour tout n >0
et tout = > 0.

Remarques.

1. Pour les échelles les plus souvent utilisées, on peut remplacer L par @ dans la condition
iii. C’est le cas pour les échelles polynomiale et exponentielle. Si cela ne sert pas dans
la construction des algébres asymptotiques, c’est en revanche indispensable pour définir
des topologies sur de telles algebres [6].

2. Une échelle g "structure” le halo de zéro. Il est donc clair que la suite (1/gn)nen
structure le halo de +oo.

2.2. Définition des algéebres asymptotiques

Dans toute la suite de D’article, on fixe un entier standard d, un ouvert standard 2 de
R? et une échelle asymptotique g = (gn)new- On notera:

e E, lintervalle ]0, 1],

o X = X(Q) = C*(N)~, algebre des familles ¢ = (¢.)ecg Ol chaque @, est une
fonction indéfiniment différentiable définie sur (2.

Définition 2.2. Soit ¢ = (¢¢)ece € X.
1. On dit que @ est g-modérée si pour tout = presque standard dans (2, on a

Ve e IN¢, F'pe NN, Ve S0, 0%(z)=L/gy(e). (2.2)
2. On dit que ¢ est g-rapide si pour tout z presque standard dans §?, on a
Via e INY, Vipe NN, Ve$0, 8%.(z)=Egp(e). (2.3)

3. On désigne par X, = X,(Q) et Ny = Ny () les standardisés des ensembles de familles
@ € X respectivement g-modérées et g-rapides.

Lemme 2.3. L’ensemble X, est une sous-algébre de I’algébre X et I'ensemble N, un
idéal de X,.

La démonstration de ce lemme se fait sans détour & ’aide de la formule de Leibniz
de dérivation d’un produit

3“(%%) = Z cﬂ,‘yaﬂ‘Ps e,

[Bl+|vI=lal
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et de la propriété de filtration 2.1 de I’échelle g.

Remarque. La propriété de filtration 2.1 est donc une condition suffisante pour assurer
la stabilité de I’ensemble X, par multiplication. Il est facile de montrer que cette condition
est également nécessaire.

Définition 2.4. L’algébre quotient
Ay = A, (Q) = XQ/A/SJ
est appelée algébre asymptotique associée & ’échelle g.
Dans la suite, pour ¢ € X, et ¥ € X,, on écrira ¢ = ¢ mod N, ou simplement
¢ =1 mod g lorsque ¢ et 3 appartiennent & la méme classe dans A,.
2.3. Exemples

1. Avec I'échelle polynomiale, on retrouve I'algébre Gs(f2) de J.F. Colombeau.

2. En prenant pour g I'échelle exponentielle, on obtient I'algebre Ag,, () de [5]. L’échelle
exponentielle possede la propriété

VinelN, 3meN, V20, gn(z)=0exp(ga(z))

qui permet de définir une notion d’exponentielle dans I'algébre Ag,,(R2). C’est une
maniére de répondre, via l'injection non canonique de D'(2) dans Ag,,(Q2), au probleéme
de Pexponentielle (des représentants) d’une distribution [5].

3. En prenant pour g I'échelle de Yu. Egorov, on retrouve 'algebre £(Q) de Yu. Egorov,
définie par £(R) = X/ L, avec

loe={pe X |VK CCQ, In>0, Ve€|0,n] g =0}
En effet, soit ¢ € X une famille standard. La famille ¢ est g-modérée puisque
Ve €]0,1], YpeN, VzeQ, [0%:.(z)| < +oo=@Q/g,(e).
Par ailleurs ¢ est g-rapide si et seulement si pour tout z presque standard dans Q
Via e N%, V¥q>0, V230, 0%p(z)) = Lg,(e) =0,
donc si et seulement si pour tout compact K standard inclus dans
VaeIN?, V>0, Ve$0, 0%k =0.
Cette derniére propriété équivaut clairement & ’appartenance de ¢ & I,q..

3. SYSTEMES DIFFERENTIELS DANS LES ALGEBRES ASYMPTOTI-
QUES

Dans ce paragraphe, nous nous inspirons du travail fait dans [5] et [8]. On fixe un entier
standard m > 0 et on considére I'algébre Y =C*(Q x R™)E,
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3.1. Notion de stabilité

Soit F' = (F.),cp un élément standard de . Pour chaque m-uple ¢ = (¢1,---, Pm) €
X™, on définit la composée F - p = G = (G,),cg PA

Ve 6]01 1]’ Vr € Q? Gc(z) = FE(z7 @(x)) = Fe(zacpl,E(x)’ e ,(,Om,g(it)).

On dit alors que I’algébre A, est stable par F lorsque, pour tout ¢ € A", on a:

i. la composée F - ¢ appartient & A,

i. la classe de F - ¢ dans A, ne dépend que de la classe de ¢ dans A7, i.e., pour tout
(o, %) € X* x X" avec p =) mod N, on a

F.p=F-9¢ modNJ".

On dit qu’une fonction standard h : Ry — IR, respecte 'échelle g lorsque, pour tout
entier standard m, il existe un entier standard p tel que

vz 50, h(L/gn(z)) =L/gp(2).

Enfin, soit A = (hy,- -+ ,hm) un m-uple de fonctions de R4 dans IR,. On dit que h est
adapté 4 F € ) lorsque chaque h; respecte I’échelle g et que, pour tout point presque
standard dans 2, la condition suivante est satisfaite

vitg e N“™ Itpe N, Vy=(y1, -*,¥m) € R,
Ve 30, 0PF.(z,y) =hi(y1): - hm(Ym)/gn(e)-

Lemme 3.1. Condition suffisante de stabilité. L’algébre A, est stable par F € Y
dés qu'il existe un m-uple h adapté a F'.

Preuve. On suppose qu'il existe h adapté & F. Par définition de 'adaptabilité, h est
aussi adapté & la famille 9°F = (9*F),cp pour chaque multi-indice . Soit alors un
m-uple ¢ = (1, -, Pm) € ;" et  un point presque standard dans 2.

1. Montrons que la composée G = F - ¢ appartient & X;. Considérons un multi-indice
standard o € IN?. La dérivée 0°G,(z) s’écrit comme une somme contenant un nombre
standard de termes de la forme

OPF.(z,0e(2)) 0" p1(7) - - - O™ P e (2).

Comme chaque ¢; est g-modéré, il existe un méme entier standard n tel que, pour tout
1<i<mettout |y| <|al, ona

Ve 20, 8yi.(z) =L/gn(e).

En particulier, pour y; = @;(z), on a y; = L/ga(€). Puisque h est adapté & F, il existe
un entier p tel que, pour tout |6 < |¢]

Ve 5 0, 0 F(z,y) = Lhi(y1) - - - hm(ym)/gp(€).
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Chaque h; respectant P’échelle g, il existe un méme entier standard g tel que, pour tout
1<i<m,onah;i(L/gn(e)) = L/gq(€) et donc

Ve$0, O"F(z,y) =Lhi(31) - hm(Ym)/9p(€) = L/ (g4(€)™(€)) -

Par filtration, on obtient, pour un entier standard N convenable

Ve S0 0°Ge(z) =1L/ (g,(€)"gp(€)gn(e)™) = L/gn(e).
La composée G = F - ¢ appartient donc & Xj.

2. Montrons que la classe de G = F - ¢ ne dépend que de la classe de ¢. Soit v =
(n1,++,Vm) € NJ" un m-uple standard. Vérifions que

F-(p+n)=F-p mod g.

11 suffit de le montrer lorsque tous les v; sont nuls sauf 1, par exemple v;. Posons
¥i = @i () comme ci-dessus. Il s’agit d’estimer la différence

As=Fe(z)yh"')yk+Vk,e(m))“'1y‘n-) —E(zayla"'ayk7"'1yﬂ)'
Or, on a

1
AE = Vk,e(x) /0 %yE:'(z7y11 Yk th,E(x)’ Tt ,yn) dt.

Comme h est adapté a F, %5: - (¢ + tv) appartient & X, pour tout ¢t € [0,1] et donc
L=} %5: - (p + tv) dt appartient & X,;. Comme v; € Ny, le produit v L appartient &
Nj. Ceci achéve la démonstration. M

3.2. Probléme différentiel dans A,

Pour répondre au but fixé a ce type de construction, & savoir résoudre des problémes
différentiels qui ne possédent pas de solution au sens des distributions, le premier pas
consiste & définir la notion de solution d’un tel probléme dans une algebre A,. Nous nous
inspirons du travail fait dans [5] et dans [8] et nous ne traiterons pas ici des problémes
de données initiales ou aux limites. On peut se reporter notamment & (8] ou [6] pour
des problémes & données irréguliéres.

On considére un probléme différentiel de la forme suivante

Y=t Ca(2)0%u(z) = F(z,0u(x), - -, 0°™u(z)), (3.1)
ou:
e | est un entier strictement positif,
e les multi-indices o; vérifient | o; |[< I, pour 1 < i < m,

o F = (F.).cg est une famille standard de Y,



Sur une classe d’algébre de fonctions généralisées... 33

e chaque ¢, = (Cq,c)eck €St une famille standard de A;.
On fait de plus ’hypothese que A, est stable par F.
Théoréme 3.2. On suppose que pour tout € € E =|0, 1], le probléme différentiel
laj=i Ca,e(2)0%pe(T) = Fe(x, 0% 0e(z), - -, 0% pe ()

admet une solution @, telle que la famille (¢.).cg appartienne a X,. Alors, pour tout
Y € X, tel que p =1 mod g, on a

Z]a[=[ ca(x)a"‘z/)e(x) = Fs(z1 aalwe(m)’ cee )aam¢€(x)) mod g-

Ce théoréme, dont la démonstration est directe & partir du lemme 3.1, justifie la
définition suivante.

Définition 3.3. Avec les notations du théoréme 3.2, la classe u de ¢ dans A, est appelée
solution du probléme 3.1.

Remarque. Pour chaque probléme la difficulté sera de vérifier que la famille ¢ ap-
partient & A&y, c’est-a-dire qu’elle est g-modérée. Un simple exemple permet de s’en
convaincre: considérons ’équation différentielle ordinaire

ey =y, yeER,
ol € > 0 est un parameétre infinitésimal. Ce probléme s’énonce dans I’algébre Gs(IR),
la fonction y +— e~!y étant clairement & croissance modérée en 1/¢. En revanche, les

solutions, qui s’écrivent y(t) = yoexp(t/e), sont & croissance exponentielle en 1/¢ pour
t > 0 et donc n’appartiennent pas & Gs(IR).

Cependant, dans [8], les auteurs mettent en évidence les majorations qui permettent
de résoudre un probléeme de Goursat & données irrégulieres dans chacune des algebres
précitées et, de maniére plus générale, dans toute algebre asymptotique. Dans [6], les
algebres ci-dessus sont reprises dans un cadre plus général et sont utilisées pour résoudre
une famille de problémes de Dirichlet non linéaires & données irréguliéres qui n’admettent
pas de solution au sens des distributions. La nécessité d’utiliser des échelles asympto-
tiques est mise en évidence, pour adapter I’échelle aux données et & la croissance de
Vopérateur. La croissance modérée de la famille ¢ est montrée par des techniques de
majorations a priori, qui s’adaptent en fait pour une large classe de problémes.

. b . .
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