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ABSTRACT

Let G be a locally compact unimodular group, K a compact subgroup of G and &
an arbitrary class of irreducible unitary representation of K.

Within this work, we generalize the spherical Fourier transform according to
5. which is called the spherical Fourier transform of type 5. This Fourier

transform is obtained after constructing generalized Guelfand transform

n
associated with the non abelian algebras ‘Kb(G) and established a biunivocal
#
correspondence between the space Xm(‘K.b(G)) of m-dimensional irreducible

representations of ‘K,z(G) and the space S"g(G) of spherical functions of type d

and height m. When b isthe class of the trivial one dimensional representation
of K and if (GK) is a Guelfand Pair we do find the usual spherical Fourier

transform.
RESUME

Soient G un groupe localement compact unimodulaire, K un sous-groupe
compact de G et d une classe de représentations unitaires irréductibles de K.

Dans le présent travail, nous donnons une généralisation des transformations
de Fourier sphériques suivant la classe 5 que nous appelons transformation de
Fourier sphérique de type . Cette transformation de Fourier est obtenue aprés

avoir construit une transformation de Guelfand généralisée associée a l'algebre

. #® . L
non commutative ‘J(;b(G) et établi une correspondance biunivoque entre I'espace
#
Xm(‘K.b(G)) des représentations unitaires irréductibles de ‘l(;”b(G) de dimension
finie m et l'espace S%’(G) des fonctions sphériques de type d et de hauteur m.

Quand b est triviale de dimension 1 et que (G, K) est une paire de Guelfand, on
retrouve les transformations de Fourier sphériques usuelles.
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INTRODUCTION

Soient G un groupe localement compact unimodulaire, K un sous-

A
groupe compact de G, K l'ensemble des classes d'équivalence des
représentations unitaires irréductibles de K.

Pour toute classe & de K . notons gy le caractére de B, d(3) le degré de &

v
et X5 =d(3) & Si b est la classe des représentations contragrédientes

N ——
de d dansK ,ona X=Xy et on vérifie aisément grace 2 la relation

d'orthogonalité de Schur que : X¥ = x¥ = x¥ .

d o )

Soit K(G) l'espace des fonctions complexes continues sur G 2
support compact. En identifiant X5 2 une mesure bornée sur G, on

note, pour toute fonction feX(G) : af(x) = Xy = f(x) = [ x5(k) f(kx)dk
f5(x) = £+ 2500 = [ (k1) fxk)dk

(dk étant la mesure de Haar normalisée sur K)
et Kg(G) = (feXR(G). I=4f = f¥).

Soit U une représentation de Banach de G dahs E, on pose P(3) = U(xg)
et E(8) = P(B)E.Si g=%5 = f*Xg ona P(3) Uf) P(d) = U(g) pour
fe%(G), ainsi E(3) est stable par U(f) (feX5(G)) et en notant Ug(f)

la restriction de U(f) a2 E(3), on obtient une représentation f+—Us(f) de

K5(G) sur E(3).

Soit ¢.(G) I'ensemble des fonctions f de ¥(G) qui sont centrales par K.

t 4
Posons  5(G) N 4c(G) = K ((G).
# —
‘J’CB(G) est une sous-algébre de K(G) et l'application [ = X5 * [y est

t:3
une projection continue de K(G) sur ‘}Ca(G) ou l'application fg est
definie par @ fg(x) = J'Kf(kxk)dk (V xe G) eton a les relations
(X&‘f)K"Ya'fK . (f‘?&)K'fK‘_fa.
Si & est une classe de représentations triviales de dimension 1 de K,

8
tout élément de ‘K.%(G) est biinvariante par K. L'algébre ¥ 5(G) s'iden-

# .
tifie donc a l'algébre 3 (G) des fonctions continues complexes a
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support compact et biinvariantes par K. Si la représentation k = Uﬁ(k)

de K sur E(d) se décompose en m représentations irréductibles
équivalentes, le centralisateur est isomorphe a l'algébre My (C) des
matrices carrées d'ordre m. Il existe donc un isomorphisme

8
Us(f) = uglf) de l'algébre (Ug(f), feX 5(G)) sur My(C) ou [~ ug(f) est
»n
une représentation irréductible de dimension m de %5(0) avec

v 8
tr(UL(f)) = d(8) tr(ux(f)) VIeK:(G).
o ) )
L'objectif de notre travail est de construire une transformation de

-
Fourier sphérique associée a l'algébre non commutative ‘K.a(G). géneé-

ralisant ainsi les transformations de Fourier sphériques usuelles
(i.e pour d trivial). Pour cela, nous allons définir une transformation de

Guelfand généralisée et identifier l'espace des représentations
#
irréductibles de dimension m de l'algébre ‘}{.5(0) et l'espace des

fonctions sphériques de type 8 de hauteur m.

§.1 : PRELIMINAIRE
Dans ce paragraphe, nous donnons les définitions et les notations
qui seront utilisées dans la suite de ce travail.

Définition I-1 : Soit u = (uy, uz) une représentation double

de K dans un espace de Banach de dimension finie E. Une fonction
¢ est dite u-sphérique si ¢ est une fonction continue de G

sur E telle que : @(k; x ky) = u (k) o(x) us(ky) Vk;,kreK xeG.

Soit U une représentation de Banach irréductible de G.

e ol A U
Définition I-2:Soit § ¢ K. La fonction yg sur G définie par:

U
vy (x) = tr(P(3) U(x) P(8)) est appelée fonction trace sphérique de

type d correspondant a fa représentation U.
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Définition 1-3 : Une semi-norme p sur G est une fonction positive

semi-continue inférieurement et bornée sur tout compact de G telle

que p(x y) s p(x) ply) (Vx, yeG).

Définition I-4 : Une fonction f sur G a valeurs dans un espace de
Banach est dite quasi-bornée s'il existe une semi-norme p sur G telle

que :
su £ ‘
1e5 p(x)

Définition I-5 : Soit 5¢ K. Une fonction sphérique ¢ (sur G) de
type b est une fonction continue quasi-bornée sur G a valeurs dans
Homg(E, E), (E étant un espace vectoriel de dimension finie) telle que :
(i) ®(kx k-1) = ¢(x). (x€G, keK)

(i) x5« = ¢ = ¢ X5

(iii) L'application ug : [ — d)(lY) = IG f(x) ¢(x"1)dx est une représen-

#
tation irréductible de l'algébre K 5(G).

Deux fonctions sphériques ¢; (i=1, 2) de type d a valeurs dans
Homg(Ej, Ei) sont équivalentes s'il existe une bijection linéaire
Q: E;— E, telle que ¢p(x) = Q¢;(x) Q"1 (VxeG).

Remarque I-6 : Sid est une classe triviale de dimension 1 de K, les
fonctions sphériques de type 8 s'identifient aux fonctions zonales
sphériques.

§ Il TRANSFORMATION DE FOURIER SPHERIQUE DE TYPE d

Soit ug une représentation unitaire irréductible de K dans la classe

v
duale d dans un espace Eg‘. Pour tout endomorphisme T de Eg, on

définit le nombre suivant o(T) = d(g)tr(T). Grace 2 la relation dortho-

gonalité de Schur, on montre que pour tout Te Fg = Homq;(Bg , Eg)



Transformation de Fourier sphérique de type & 121

ona:T-= IK uy (k-1 o(ug(k)T)dk.

»
Proposition 1I-1 : L'algébre 3C5(G) est isomorphe a l'aigébre

Uc 5(G) des fonctions continues a support compact y de G
dans Fg = Hom ¢ ( Eg I-‘.g) et qui vérifient la relation :

w(k] X kz) = ug(k,) y(x) ug(kz)

-3
Preuve : Soit feK §(G). Posons w?(x) = IK ug (k" 1) f(kx)dk. On montre

5
facilement que w? € ‘lLC'5(G). L'application = vy est injective. En

effet :
# - -
VIeXs(G). flx) =%y fx) = [ 2y (k) [k~ x)dk
= [ olug (671 skx))ak = oy (1))

f+— w? est surjective. En effet : Soit we‘U.c,B(G).
Posons f(x) = g(y(x))
fikx k1) = oy(kx k1) = o(ug(k) w(x)ug(k'l))

=o(w(x )) = f(x) donc fe 4.(G)
et Xy f(x) = [ &g(k) f(k~Ix)dk

v
=d(3) [y trlug(k)) oly(k 1x))dk
v
- -1
d(3) IK tr(ug(k)) o(ug(k ) w(x)) dk
#
= d(8) tr(ylx)) = f(x) donc e 5(G).
Il suffit de prendre q:? =y et fr q:? est surjective. D'autre part :
o) S o) d
W o wg(x) = IG wr(xy) wg(Y'l) d(y)
= [ Uy vyt ity xydak,) ([ uy(K;) g(kpyDdk,)dy
=[x Jg T ug(k7 k3000 xy kp)g (y Dk, dk,dy

= IK lg uy (k1) flkxy) g(y"1) dydk = IK uy (k1) f « g (kx)dk

5
=y, (x)
g C.O.FD.
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L'existence d'une fonction sphérique de type d sur G de hauteur
non nulle est toujours liée a l'existence d'une représentation de
Banach irréductible du groupe G.

Proposition II-2 :Si U est une représentation irréductible de
Banach de G dans un espace E telle que 3 soit contenue dans

L. . . . . U
la restriction de U a K alors il existe une fonction d’& définie

sur G, sphérique de type d.

U
La fonction ¢ 5 est dite associée a la représentation U.
Preuve Soit l'algébre 1(3) = 8(K) = ':?5 = (f = X5, fe8(K)} quon identifie
a l'algébre My(5)(C) des matrices carrées d'ordre d(d) a coefficients

-
complexes. L'application bilinéaire (4, f): > ¢ = f de 1(3) x K §(G) dans
%(G) induit une unique application linéaire du produit tensoriel

#
13 @K 5(G) dans K(G), lequel produit tensoriel est isomorphe a la

sous-algébre Kg(G) de K(G). Si ug est une représentation irréductible

-1
de Kg(G)etsily(p) est la représentation triviale de l'algébre I(d) alors

#
l4(5) ® ug est une représentation irréductible de I(8) ®X 5(G) et

réciproquement. Ceci permet d'identifier l'espace E(d) au produit
tensoriel d'un K-module &g et de l'espace Egdes représentations

E-3
irréductibles f — ug(f) de ¥ 5(G) et par conséquent les endomorphis-
8
mes Ug(f) et 1 ® ug(f) pour tout [eK 5(G).

U . . ,
Soit P la fonction uUa-sphénque sur G donnée par la formule :

o5 (x) = P(8) UX) P).
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U U
Posons agK(x) = [g Uslk) o5(x) Ug(k~1)dk. Comme o5k (X) commute
avec Ug(k) (V k€K), alors ogK(x) € Homg(E(d), E(3)) et il existe une
fonction quasi-bornée: d)g sur G a valeurs dans Hom¢(E5; Eg) telle
U U e . .
que o K(x) =1 ®¢5(x) et qui vérifie les relations suivantes :
U U U U
g (kx k1) =05 (X) et x5= b5 = b5 -
En effet :
) U - U .
i) VXe G, keK, 1®dylkx k1) = 05 k(KX K 1)
= T Us(k) ogtkx k~1) Ug(k' ~1) dk
= Jg Uslk') ag(kx k™1) Ug(k 1) dk
U
or oﬁ(kx k)= Us(k) og(x) Ub(k‘l) car og est uUa—sphérique sur
U _ U §) U ) U
G donc 1 ®@dg(kx k1) = 05(X) = 1 @ ¢5(x) et dg(kx k1) = g (x).
.. U U
(i) VxeG 1@xgedg)x) =18 [y x5(k) g(kIx)dk
u .
= [k %5(K) o5 (k" 1x)dk
4. U
= IK Xb(k) Ub(k 1) O&K(X)dk
} U
= IK x5(k) (1 ® ug(k 1)dk °6,K(X)

= opg(®) = 1 @ 63(x)
car pour tout Te Endg(Eg), T = d(3) IK Ug(k) tr(Ug (k) T)dk

U U X #
et X+ cb6 = (ba. D'autre part si f€K5(G) ona:
U U
L@ [ f(x) dg(x)dx = [ f(x) og ¢(x)dx = P(8) ([ F(x) Ulx)dx) P(5)

= U(Zg « [« Zg) = Uglh) = 1 @ ug().

<



124

Kinvi Kangni et Saliou Toure

L b4 U
Ainsi ug(f) = fo(x) ¢6(x)dx. par conséquent ¢g est sphérique de

U U
type det yz : X — d(8) tr(¢6(x)) est la fonction trace sphérique de

type 8 correspondante.
C.Q.F.D.

Soit & une algébre normée involutive complexe et Xn(®) I'ensemble
des représentations unitaires irréductibles de ¢ de dimension finie m.
Définition 1I-3: Pour tout élément [ de G, nous appelons

transformée de Guelfand généralisée de f, lI'application notée

of de Xp(Q) dans @'algébre M (C) des matrices carrées

d’ordre m définie par :
9 : Xm(Q) — M, (T)

u — u(f)

L'homomorphisme [ + Qf de A dans Mm(di)xm(o‘) est

appelé la transformation de Guelfand généralisée associée a
1'algébre Q.

Remarques 1I-4:Si l'algébre @ est commutative, les repré-
sentations unitaires irréductibles de @ sont de dimension 1,
donc s’identifient aux caractéres de Q et on retrouve la
définition de la transformation de Guelfand usuelle.

Soit Sng(G) I'ensemble des fonctions sphériques de type d sur G de
k m
hauteur m. Nous allons montrer que si ¢ est un élément de SB(G). il
# ¢
existe une représentation u‘ge Xm(X5(G)) telle que ua(f)=fcf(x)¢(x")dx
: m
et réciproquement. Ce qui permettra d'identifier les espaces S zs(G) et

®
Xm(X5(Gl) et ensuite de définir la transformation de Fourier
sphérique de type & comme transformation de Guelfand généralisée

B
associée a l'algébre K5iG).
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Soit p une semi-norme sur G. On désigne par pX(G) l'algebre de
Banach complétée de l'algébre K(G) obtenue a partir de la p-norme

Iy deéfinie par lifll, = [ 1 £(x) | p(x)dx V f€%(G) et on definit comme

k-
précédemment les sous-algébres ;Kg(G) et ;%K 5(G) de l'algébre p K(G).

Lemme II-5:Soient p- une semi-norme sur G, I un idéal a
gauche régulier maximal dans l'algébre pﬁcb(G) et

J=fe y)X(G), X5+ g = I = Xgel, V ge yK(G)). J est un idéal i
gauche régulier maximal dans ;¥X(G), I = Jn pX;5(G) et
fX5 =1 mod] VI e,XK(G),

Preuve : ] est un idéal a gauche dans ¥ (G) (évident). Comme I est
régulier, il existe u€pKy(G) telque ku = kmod 1 Vke pX5(G).

VI g€ pK(G), Xgx 8x (fx u-f) s Ty = Xgegs [+ U » Xy - X 8= [x X
=h=u-h ou

h= Yﬁ - :?5 € p‘}f;b(G) donc f=u-fe€] et par conséquent Jest

régulier. Comme Xga:g=«([+Xg-f)» X5=0 alors f» X5 -fe] et

f = X5 ={ mod ]. Montrons que 1= Jn ;%K5(G).

Comme I est un idéal maximal dans p¥5(G) il suffit de montrer que

Jn pK5(G) est non triviale et contenant 1.

JN pK5(G) * pKp(G) car u¢ ] sinon Xpx[=y=x Xgel, Ve ;K(G).

Donc pour tout fe pKg(G). f= uel et fel je. I- pX5(G) (absurde).

Dautre part si fel ona: Xgxg=fs:Xg= Xg+ g Xg=fel

(Vge zX(G)) alors fe] ainsi donc IC), par conséquent [=]np %K 5(G).

Montrons que J est maximal.

Soit J' un idéal a gauche contenant ] et tel que J' * pX(G). D'apreés le

méme raisonnement que précédemment [ =]'n p‘.K‘,5(G).
Soit feJ',f-?a—feJCJ'=f-§561'=-3?5rg:f’355e_]‘

= E&tglerBEJlnpﬁ%(G)=[=’ fej

Par conséquent J=J. co
.Q.F.D.
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Lemme II-6: Soit une fonction continue y sur G telle que
¥=Wg.¥5*¥ =y Soit p une semi-norme sur G telle que

ly(x)l = Mp(x) V xe G (M>0), et soit ;%(G) l'algébre de Banach
correspondant a p. S'il existe une représentation irréductible

-3
de dimension finie uy de ‘JC5(G) telle que ;

W) = d@) te(ug(F))  V fe K5(6), Alors :

N Y
(i) f = y=ysf V fe pxs((;)
(i) I, = (fe ,%5(G), [ =y = 0) est un idéal bilatére régulier

de ;X5(G).
#
(iii)  fel,n K5(6) = uglf) = 0.

Preuve : (i) Si y(f) = d(d) Tr(ug(f)) ona y(f«g)=ylg=[) et
"

t\" Y=Y oe IY V fe X g(G). Comme %K(G) est dense dans p‘}(‘,(G) et que

f'application f 'i}, = f[g est une projection continue de p‘K.(G) sur

# # ® v v
p‘K.5(G) alors ¥ 5(G) est dense dans 0%5(6J et fsy=ysf
-3
erp‘K.a(G). L'égalité persiste si on remplace f paregy = [ (ke K) car
8
(e « [ fe€ p‘K,a(G)} est total dans p‘]CB(G).

v v
(ii) La relation (i) et l'égalité (f « g)¥ = g « [ permettent daffirmer
que [west un idéal bilatére de pr,é(G). Montrons que Iwest régulier.

E-
Prenons ueXy(G! tel que u5(u) soit I'opérateur identique dans l'espace

v o .
de la représentation ug. Ainsiona:y«<u =u-«y =y etsi fe p‘K.b(G)

" )4 v
= Uu«cysf -f «y

"")<€

L v oY
alors (f:u-tlfxw=u.1 .

Y -

€
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Yy v
=yl -fTsy=0

Par conséquent f * u = fmod Iw.

# v v v
(iii) fel, N KgG) = [ =y=0 =g « [ xy(1)=0=y(f:g)=0.

#
= tt‘(U5(f) U5(8)) =0 vg G?Cb(G)

= ug(f) = 0 . La réciproque est évidente

C.QF.D.

Théoréme II-7:Soit y une fonction continue quasi-bornée
sur G telle que wK=wetx5'w=w.

y est une fonction trace sphérique de type & et de hauteur
m si et seulement si, il existe une représentation irré-

*
ductible upy de dimension m de KB(G) telle que :
*
WD) = [of(0) w(x)dx = d3) trlus(f)) Ve K5(6)

.U . .
Preuve : Soit yg une fonction trace sphérique de type d et de hauteur

m correspondant a la représentation de Banach irréductible U de G.
»
Il existe un isomorphisme F : Ug(f) — ug(f) de (Ug(f), e X5(G)) sur

M (C) ou uy est une représentation irréductible de dimension finie

" -
m de l'algébre K 5(G) avec tr(Ug(f)) = d(3) tr(ua(%’)) VieXg(G) et

#
vg() = tr(P(B) U PB)) = 1e(UglD)) = d(d) telug( 1)) VIeX )

Réciproquement, soient | une extension maximale réguliére de Iw

dans ;Kg(G) et J=(fe ,K(G), Xg=g=[=«Xgel, Vge, K(G).

Considérons la représentation de Banach irréductible U de G
sur E = ;%(G)/}. La représentation  +—U[(f) de (K5(G) sur ;K5(G)/

est équivalente a la représentation f —Ug(f) de p‘K.&(G) sur E(3). En

effet : la projection P(3) est définie par :

127
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P(B) [+ )= Uil + J) = g« { + . D'autre part f = Xg=f mod J
Vfe p‘}C(G). Donc f ¥ f + J est un morphisme de p‘K,G(G) sur E(3) et
comme [=]n DKB(G) (d'apres 11-5) alors Up = Us.

U
Soit Vs la fonction trace sphérique de type § correspondant 2 la repré-
. U :
sentation U de Gsur E, on a w0 = tr(Ug(0) = te(Up(N)  Vre p'K,b(G).
En outre, comme I‘p est un idéal bjlatére de pf)(:&(G), on a pour tout
-4
eléement fe I, nK5(G), Up(f) = 0. (cf. 11-6).
U
Soit n la hauteur de Vg il existe une représentation irréductible de
. . i U v
dimension n, [ + vg(f) de K 5(G) telle que wé(f) = d(3) tr(vg(f))

8
Vie ?Ca(G) d'autre part
Ve 1,0 K5(6) = uglf) =0 = Uy(f) = 0 = vg(D) = 0

par conséquent ug = Vg alorsm =n,

v y U U
et y(f) = d(d) tr(ugl(f)) = d(8) tr(vg(f)) = wﬁ(f) donc y = vy
C.QF.D.

Corollaire II-8 : Soit ¢ une fonction continue quasi-bornée

de G dans Homq;(l-:, E) ou E est un espace vectoriel de
dimension finie m telle que P =P et X5*p=o.

¢ est sphérique de type 5 si et seulement si pour toute

®
fonction fe¢ ¥ 5(G), il existe un endomorphisme us(f) de Ej

tel que:
[+ p(x) = us(f).o(x) (resp. ¢ +f(x) =q(x)us(f)) VxeG.
Preuve : Supposons que ¢ est sphérique de type 3.

8
VIeXK5(G) fea(x) = [ dk[sf(y) oy Ix)dy

= [oli fky D) olkyk-1x)dkdy
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= IG 1y 1) oly) @(x)dy = ug(f) o(x)
"
Réciproquement supposons que pour tout élément f de K5(G),

fep=ugf)e. Ona: fa0(x) = [o[pflky k1) @lky k-1x)dydk
= IG _[Kr(y‘l) o(ky k~!1x)dydk et
uglfe(x) = [ [(y™!) oly)dy.@(x)  par conséquent

£ = olx) - ug(Delx) =y [oly) o(x) -fyolky k-1x)dk]dy = 0
V feK5(G), donc chp(ky k~1x)dk = @ly) @(x) et la fonction ¢ est

sphérique de type 0.
C.Q.F.D.

Ce corollaire 11-8 donne une généralisation d'une propriété fonda-
mentale des fonctions zonales sphériques (i.e 1a relation fonctionnelle
de l'exponentielle). Le cas trivial est énoncé dans J. Dieudonné [2].

Théoréme 1I-9: Soit $ une fonction continue quasi-bornée

sur G a valeurs dans Homg(EE). (E un espace vectoriel de

dimension finie m) telle que ¢y =¢ et X5=* = ¢.

La fonction ¢ est sphérique de type d et de hauteur m si et
¢

seulement s’il existe une représentation irréductible u 5 de

» *
¥ 5(G) de dimension m telle que udg (f) =¢(f) V fe X 5(G).

Preuve : Si ¢ est sphérique de type & et de hauteur m, alors la
fonction y définie sur G par : y(x) = d(d) tr(d(x)) est trace sphérique
de type d.

En effet : Soit U la représentation de Banach topologiquement
irréductible correspondante a ¢. D'aprés la proposition 11-2, il existe

U U U
une fonction 95 K définie sur G telle que °5,K(X) =1 ®¢o6(x).

Comme Ug(k) P(3)= P(3)Ug(k) et on a:
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w(x)=te( [ P(3)Us(k) Ux)Us(k!) P(8)dk) = te(P(3)U(X)P(8))dk.

Par conséquent y est trace sphérique de type & de hauteur m
relativement a la représentation U, ainsi donc il existe une

-4 .
représentation unitaire irréductible 0(2 de 3{5(0) de dimension m telle

que y(f) = d(d) tr(u(g(}’)) et ug(g) =¢f), V fefK‘.g(G).

Réciproquement s'il existe une représentation irréductible udg de
# . . v .
K (G) de dimension m telle que “5(” = ¢(f), d'aprés le théoréme

[1-7, il existe une fonction trace sphérique y de type d et de hauteur

m telle que w(f)= d(3) t.r(udz5 (I‘“’)).Soit U la représentation

topologiquement irréductible de G associée a y. D'aprés la proposition

8]
I1-2, il existe une fonction sphérique ¢5 de type d telle que

u
ug (1) = [ 1) o (x)ax.

C.Q.F.D

# m
Le théoréme 11-9 permet d'identifier les espaces X, (X 5(G)) et 55(0).

#
Si @ est la transformation de Guelfand généralisée associée a ‘}{‘.5(0), il

existe une application notée Ff rendant commutatif le diagramme
suivant :

xm(&\, ©) ___8f | Mp(C)

\ /sr

55 (G) et QfoF=gf

#
La transformée 9f de Guelfand généralisée d'un élément f de ‘K,G(G)

m
peut donc étre identifiée a la fonction Ff définie sur Sa(G) par :
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Ff(P) = 9[(1.12) = u(g(f) = IG f(x) ¢(x-1)dx d'ou la définition suivante:

*»
Définition II-10: Soit f un élément de ‘ij(G). Nous appelons

transformée de Fourier sphérique de type 5 de la fonction f,

m
l1a fonction notée Ff définie sur Sg(G) par :

F1(o) = u‘g(f) et la cotransformée

de Fourier sphérique de type & de la fonction f, la tramns-
Y
formée de Fourier sphérique de type d de la fonction [,

Y
autrement dit la fonction ¥ f, notée Ff définie par :

Frie) = u“;(}' ).

- (s"5(G))
L'homomorphisme &F :{+ Ff de K 5(G) dans M (C) est

appelée la transformation de Fourier sphérique de type d. Cest
encore la transformation de Guelfand généralisée associée a l'algébre

E-1
de convolution non commutative ‘K.a(G).

Remarque II-11 Si d est une classe triviale de dimension! et si
(GK) est une paire de Guelfand, on retrouve la définition de la trans-
formation de Fourier sphérique usuelle.

Définition II-12 :Soit p une mesure de Radon bornée sur G.
Nous appelons transformée de Fourier sphérique de type d

de la mesure pu, la fonction Fp définie sur Sg(G) par :

Fp @) = [ ox™1) dulx)

En particulier si u=¢y estla mesure de Dirac au point x on a :

Feyld) = Hx ) et ?ex(d)) = ¢(x)

Proposition 11-13 : Soient p une mesure de Radon bornée,
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* m
feX5(G) et ¢eSB(G). On a

Fu=0o = ug(f) Fuo) et F(ep) b= Fuld) u¢6(f)

. ¢ ) N .
ot u, est la représentation irréductible associée i ¢.

Preuve : V fe¢ ‘.K‘.;(G) , b€ Sng(G) ona:
Furfo = IG pxf(x) Px1)dx = ”chf(s‘lx) &(x~1) dxdpu(s)

= [ T+ 0(s71) du(s) = w0 [ o(s™1) duls) = vd(D) 5 )

Flpu«fo = IG fx p(x) ¢x"dx = [ b= f(s~)du(s)

= f¢(s“)du(s) . u(g(f) = Fu(d) ud;(f)

C.QF.D.

#
Proposition II-14 :Soient [ et g deux fonctions de X 5(G).

On a pour tout ¢ eS';(G) et seG.

() F () = F1($) d(s71)
(ii) Frg(s) = ¢(s) F1(e)
(iii) ¥(f « gl = FI(d) Felo)

8
Preuve: Vf{e¥ 5(G), ¢€Srg(G) et seG.
. _ b _ % -1
(i) FlNod= Fleg=No= ub(f) Flegldp = ub(f)cb(s )

(i) F() &= F(M= g )= Fleg.) b uy(D) = ols) F(rW

(i) VfgeKgG) . deSH(G)

F(E* g)p = udg(f) . udg(g) - F1(0) . Fa(e)
C.Q.F.D.
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