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I) Introduction. Soit {X(z);z € IR*} un processus gaussien centré défini sur un
espace de probabilité (2, F, IP). Une fonction non décroissante ¥;(v), %:(0) = 0, est appelée
module local de continuité pour X en z si

— |X(z+h) - X(2)|
(1) Cos R =——5IA)

0<Co_<_C1<OO.

< Cl IPp.s. .

Une fonction non décroissante 1, (v), %.(0) = 0, est appelée module uniforme de continuité
sur E = (0,1)4 si

= |X(z) - X(»)l
(1.2) Co < Iz—ul—gn;‘ eweE Bz —3D) <G Pp.s. .

0<Cy<Cj <o0.

Remarquons que la loi 0—1 implique que la limsup dans (1.1) et (1.2) est dans chaque
cas avec probabilité un, une constante notée C, telle que-Cp < C < C.

Résoudre le probléme du module local (resp. du module uniforme) de continuité pour
X c’est déterminer la fonction ; (resp. ¥, ) ainsi que la constante C = C; (resp. C = C,).

Pour déterminer t; ou ¥, on introduit (cf. Marcus [Ma]), les fonctions p et w,

(1.3) pi(h) = sup EIE (X(=) - X(y))zl )

[z—yl=k ; z,y€

(1.4) w?(h) = inf _E[(X() - X@))]-

lz—yl=h ; z,y

Sous certaines conditions portant sur le comportement de p au voisinage de zéro ainsi
que lorsque w =~ p, toujours au voisinage de 0, la détermination de la fonction ¥; est
possible ([Ma]). mais pour déterminer la constante Cj, la connaissance de ¥; ne suffit pas.
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Pour la fonction %, sa détermination nécessite comme pour 3, de faire les hypothéses
déja évoquées sur p mais aussi la connaissance des accroissements de X. L’hypothése que
ceux-ci sont stationnaires ajoutée a la connaissance du comportement de p et de w au
voisinage de zéro permet de déterminer la fonction 4, mais toujours pas la constante C,.
Dans la référence [BJR] nous faisons 'hypothése que l'espace des noyaux repro-
duisants de X est I’espace de I’énergie d’un opérateur pseudo-différentiel uniformément
elliptique, a coefficients holdériens. Dans ce cas, lorsque 'opérateur est d’erdre d + 2a,

(1.5) p(R)~w(h)~h* O0<a<l,

mais quand 'ordre est égal a d + 2, nous avons:

(1.8) | p(h) = w(h) =~ hy /zog%

ce qui nous donne

wi(h) =h°,/zzogzog% . bu(h) = h°,/zzog% 0<a<l,
1 1 1 1 .
wi(h) =h\/2log7-lﬂloglogz , Yu(h) = h\/2logz\/logloglog7i ,Ssta=1,

la constante C est déterminée en posant

2

alors nous avons

(1.8) C = C(z), C.= max C(z)

naturellement de (1.1) et (1.2), nous déduisons que
(1.9) Co<C(z)LCy et Co<Cy<(C

dans ce papier nous voulons résoudre le probléme du module local et du module uniforme
de continuité pour des Processus Gaussiens Elliptiques (P.G.E) en relaxant les hypotheses
de [BJR] dans deux directions:

a) les coefficients de 'opérateur elliptique pseudodifférentiel définissant X pourront étre
seulement mesurables.

b) L’opérateur pseudodifférentiel elliptique définissant X ne sera plus supposé uiformément
elliptique. c’est a dire que dans (1.9) nous pourrons avoir Cp = 0 ou C; = +00 en certains
points points isolés dits critiques. Nous généralisons alors les résultats de Roux [Ro), & la
dimension quelconque et au cas non markovien.
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Afin de résoudre ces questions nous introduisons le "Modéle Hiérarchique” qui apparait
comme résumant l’essence de la méthode d’Ondelettes introduite dans [B.JR]; c’est ce
qui reste quand on ne suppose plus étre dans une situation elliptique. Notre modéle
hiérarchique est voisin de celui des séries de Fourier aléatoires lacunaires introduites par
Marcus [Ma]; il joue un réle analogue a celles-ci. Dans le cas général il est trés difficile
de résoudre le probléme du module local de continuité. Dans les actes de ce colloque
Fernique résout cette question par la seule connaissance de ’espérance du sup de certains
accroissements de X ([Fe])

Ce travail doit 2 Y. Meyer, I'incitation & étudier le cas des processus gaussiens ellip-
tiques dont le symbole associé est a coefficients mesurables.

Résultats.

Avant d’énoncer nos résultats, nous rappelons succintement comment associer un Espace
de Noyaux Reproduisants (E.N.R) & un symbole elliptique.

2.1 Espace de Noyaux Reproduisants.

Soit I : R? x R? — R une fonction mesurable l(z,€), a laquelle nous associons
formellement pour le moment, ’opérateur Q par:

2.1) of@ = [ (e Of (@

ol f est la transformée de Fourier de f-

Posons A = Q*Q et < f,g >4= (Qf,Qg)Lz =< Af,g >=< f,Ag > Si <,> désigne le
crochet de dualité entre I'espace S(R?) (de Schwartz) et son dual S'(le) Pespace des
distributions tempérées.

Quand I(z,¢) = [f|3** 0 < a < 1 P’espace de 1’énergie de A est 'espace de Sobolev

Homogéne I;T $+omais cet espace n'est pas de Hilbert et ne peut donc pas étre un E.N.R..
Dans [BJR] et dans [B], nous avons utilisé ’E.N.R. H(,) suivant

(2:2) Hoy = {Uf=/ ‘( |€l’+°’ f(f) £ 5 <UspUg>a= (f,y)m}

. o
Notons J, l'application u € H fra Us € H(q) C’est une représentation homogéne de
H #*= définie par Bourdeau [Bo).

Dans le cas o1 I(z, £) ~ a(z)|€] 5+ pour £ grand et quelque soit z pouvu que a(z) > 0,
nous procéderons de la fagon suivante: soit H4 ’espace de I’énergie

de A ; commencons par le cas ou H4 D H $+e avec injection, notée i,, continue.
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Nous rendons commutatif le diagramme

f}%-*-a i y Hju

Hqy _— Hy

quand H 4 est la fermeture de H,) pour la norme ||.|| 4 définie par: W% =< f,f >a. On
vérifie que H4 est un E.N.R.

-~ o
Dans le cas contraire ot H4 C H #+2, nous rendons commutatif le diagramme,

Hea ——— Hy

ce qui nous fournira une E.N.R. H4 comme nous ’avons fait ci-dessus. Le second cas est
celui ol la fonction a devient infinie en des points isolés:

A V'espace H,4 nous pouvons donc associer un processus gaussien centré X (noté X4
si besoin est) de covariance, le noyau de H 4.

2.2 Enoncé des résultats

Comme annoncé nous envisageons les deux situations suivantes.

Situation 1. Cas ou I'opérateur est & coefficients mesurables. La fonction I(z,£) est
donnée par

L1 | )
I(z,€) = a(z)|€|F+® + I(z,€)

L2 3ﬂ>0,0$,3<%+aet01,02>0tellesquesii-,£0a.lors:

_ ¢ < Kz, 6) <G [1€f +1]
- £ I(z,€) est C®° ¥z € R?
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L3 1l existe des constantes m, et M, telles que :

0<m, <a(z) < M, <oo pour pVz € R?

Nous pouvons énoncer le résultat suivant.

Théoréme 1
Soit I(z,£) un symbole de degré g + a, 0 < a < 1, vérifiant les hypothéses L1 a L3.
Soit X le P.G.E associé 4 ’espace de noyaux reproduisants donné par /, nous avons:

- Loi du module uniforme

i _X@-Xe _ V4
(2.3) |:1-1-§I|110 = 2® Pp.s. ,

1

a

z —y|%y [2log———
==y lz -yl

avec a(E) = ess inf{a(z),z € E} .
-_Loi du module local
Si y est un point de Lebesgue de la fonction 1/a

7~y  a(y)
|z — y|*4 [2loglog 1

Pp.s. .

|z -yl

Situation 2. Cas ou 'opérateur n’est plus uniformément elliptique. Sur la fonction
l(z,€) nous formulons les hypothéses suivantes

LC1
I(z,€) = a(z)|€|$+e .

LC2 ae€ C*R?~ {0}) pour un g > 0 de plus Ve > 0 3C; et C, telles que:
0<C,<a(z)<Ce<o00 Vz|>¢.

LC3 3JBeTRetg>0 tels que

(2.5) a(z) ~ glz|® au voisinage de 0 .

Théoréme 2. Soit I(z,£) un symbole de degré g +a,

0 < a < 1 vérifiant les hypothéses LC1, LC2 et LC3. Soit X le P.G.E associé &
I’espace des noyaux reproduisants donné par [ nous avons :
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-Sia#f
(2.6) Lim ( m)aéxF [X(2) - X(y)l =1 Pp.s. .
n—oo z,y n
|z — y|°_B\/;loglog P
-Sia=
(2.7) fim max [X(2) = X(y)l =1 Pp.s.. ,
n—+00 (z,y)GFn l 1 21 l I 1 q
R e TR

avec Fo={(z,y) |27 <lz—y| <27, 27" < el lyl <277}

Remarque: § = 0 est le cas traité dans [BJR)]. )
Le reste du papier est organisé de la fagon suivante:

Dans la troisiéme partie nous établissons le modéle hiérarchique. Dans les deux suiv-
antes nous établissons un modéle hiérarchique approché dans chacune des situations précé-
dentes pour démontrer successivement les théoremes 1 et 2.

III) Le modéle hiérarchique.

Nous commengons par motiver l'introduction du modéle hiérarchique en analysant
succintement la méthode d’ondelettes mise au point dans [BJR] pour I'étude des P.G.E.
Ensuite nous présenterons le modéle hiérarchique en lui-méme. Nous aurons donc ramené
3 la fin de cette section, la démonstration des théorémes 1 et 2, & la construction d’un
modéle hiérarchique approché dans chacune de ces deux situations.

3.1 le modéle hiérarchique approché pour les processus gaussiens unifor-
mément elliptiques.

Soit I(z,£) un symbole de degré d a,0 < a < 1 & coeficients holdériens vérifiant les
hypothéses de L1,L2 et L3. Soit H A%’espa.ce des noyaux reproduisant qui lui est associé.
Désignons par X un PGE d’E.N.R. H4. Rappelons que :3u > 0 et

I(z,£) = a(z)|€|+* + I(z,£) ; a € CHR?).

Notons L l'o.p.d de symbole I(z,£) et A 'opérateur L*L de Hy sur son dual H.
L'opérateur A~1/2 : L?(RY) — H, est alors bien défini et nous avons: Lo A™'/? =
I; + Régularisant.

Maintenant donnons nous une b.o.n d’ondelettes de Lemarié-Meyer (¥a; A € A) (cf.
[Me]) de L2(IR?) puis introduisons les fonctions (ga; A € A),

iz.§ 1=

(3.1) o(z) = /m‘ il STV

le|5+e
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et la constante C,

(3.2) o =/ ‘ (l:M) & u€Si,.

le|5+e

Introduisons aussi les ondelettes (¢x; A € A) de H4 par
(3.3) $r=A"2(p)  Ae€A,
ainsi que le systéme de vaguelettes (Ga; A € A) de H, (cf [BJR)) par,

ze_g.é_. /\EA,

a(A)

Dans [BJ R] nous avons prouvé le résultat.

lemme 3.1
Si l(z,€) est un symbole comme ci-dessus alors:

(1) (Ga)aea est une base de Riesz de H4
(ii) Ve 3K, < oo telle que :

|$ij(z)| <e si |27z—k|> K.

)4
lim [(togl) K,] =0 Vp>1
e—0 £

(iii) Soit C¢(z) la fonction définie par, N, étant donnée:

im (z) J 5:(y) PYIRYY
nlltnéo 2—n$|zn_13ff<_2—n+l Z Z ( L = ) —(C( ))

n—N, <j<n+N, kez¢

de plus

la fonction G, (z) est définie par:

(3.5) { Gix(z) = Jk(z)p_;k(z) ) 7 p=1lsuriz|<1l p=0 sur|z|>2

Pii(z) = p(21 - — k) p20et pe C(RY)

39

Alors si C(z)est la fonction définie par (1.7), on peut choisir N, de telle sorte que :

(C*(2))* 2 C¥=z)— 6

avec§ | 0siec | 0.0
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Nous pouvons maintenant introduire le processus (Y;(z); z € IR?) par

(3.7 Yi(z) = > Y Gil=)in
n—N,<j<n+N. keZzZ¢

avec (£in3J € Z,k € Z%) une famille iid. de gaussiennes N(0,1).
'intérét du processus Y;5(z) est que si |z — y| >~ 27" alors:

. « . )
(?) ((—T——T———Y (z):y o(,y)) 1T € 2"’KeZd) sont indépendants
(3.8) Ty o) %
(i) leur variance est a 6 prés celle de - (__l@).:__biﬂ)

z -yl

Ce qui permet de démontrer les lois du module uniforme et du module local de continuité
pour X en se ramenant au cas #id bien connu.
Nous dirons alors que le processus Y'* suivant:

(3.9) ' Ye@) =) Y Gul@)ix

JEZ keZzZ4

est un modele hiéarchique approché de X.
Nous allons maintenant étudier des processus tels que Y°.

3.2 Le modele hiérarchique.

Si A\=2"9k,j € Z,k € Z¢, désignons par gy la cellule dyadique de centre
2-3(k +1/2) (k+1/2 = (ki + 1/2,i = 1,d)) de cdtés paralléles aux axes et de longueur
277, et par |A| entier j.

Soit (Z(z);z € IR?), un processus gaussien centré d’espace reproduisant Hz. Nous
dirons que Z est un processus gaussien hiérarchique si son espace de noyaux reproduisants
satisfait les conditions suivantes:

o0
D1 Hz = @ H;z pour une suite H; z de sous espaces fermés de Hz.
i=1
D2 3¢ : R, — IR, strictement croissante telle que ¢(j) > j Vj > 0 et Vu € Hj,z,
la transformée de Fourier % de u vérifie:

supp & C {24’(]‘) <lé < 24>(j+l)} - C}b.
D3 Jg : R4+ — IRy strictement croissante telle que :

lim Eﬁdgg—))<oo

9(j) » o0 st j—oo ,
. j—o0 ]

De plus VA € alﬂzd , Jpr€H;zN C*>(IR?) avec :

— supp Y C qa,

- {¥a; 2 € -g(lT)Zd} forme une b.o.n de Hj z.
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D4 Ja 0 < a <1 telle que la fonction Cz

2
(3.10) EIE (%%%(-y—)) = C%(z),

est bien définie. De plus si B(y,r) est une boule

2

- 1 .
Cvzl-i-(y’ 1‘) = max Z .‘l,bA <$ + g—(;lj)) - t/),\(:c). 22°¢("+1)’

z€B(y,r) 1
A€ z4
g(n)
. [ 1 12
Ca-(wr)=_min = 3 |y (-“ + m)) - ¢A(3)J 22a¢(n+1)

z€B(y,r)
SroN
gn

alors Vy € R?

n—oo r>0

lim inf Cas(y,r) = Tim inf Cu(y,7) := C(y),

de plus C(y) = Cz(y) pp Vy € RY; ‘
nous appellerons les points ot cette égalité a lieu, ”points de Lebesgue” de C3z.
Voici le résultat principal de ce paragraphe.
Théoréme 3.1
Soit (Z(z); z € R?) un processus gaussien centré. Supposons qu'’il existe des fonctions

g et ¢ tels que 'espace autoreproduisant Hz de Z vérifie les hypothéses D1 4 D4. Alors
si E est une boule:

- Loi du module uniforme

_ |Z(z) — Z(y)|
| lz-yl10 ; z.y€E e — y'a\/zlog [g [¢“‘ ("’9 [z i yl) ”

Cz(E) = ess.sup{Cz(z);z € E} .

(3.11)

‘'=Cz(E)Vd Pp.s.

avec

- Loi du module local ‘
Si y est un "point de Lebesgue” de la fonction Cz, alors

(3.12) im 12(=) - Z(y)l =Cz(y) Pps.

R~

Remarque 3.2. Si g(j) = 27 et ¢(j) = j, quand Cz est une fonction de Holder, le modéle
hiérarchique est celui des processus gaussiens uniforméments elliptiques traité dans [BJR].




42 A. Benassi

3.2. Démonstration du théoréme 2.1

Soit (Z(z);z € IR%) un processus gaussien hiérarchique. Soit alors
(Ya, A € 9(7)~*2%,j > —1) la famille des fonctions fournie par D4 telle que:

(3.13) Z()= ¥ da(@)er.

i2=1
Commencons par établir la loi du module uniforme

3.2.1. Loi du module uniforme
Soient z et y € R? tels que

(3.14) 2-%U+D) < lz —y| < 2—¢(j) ji>o0.

Notons que (3.14) est équivalente a

(3.15) j<¢! (log ) <ji+1,
lz -yl
si ¢~ désigne la fonction réciproque de ¢.
Posons
(3.16) Zi(z) = ;wx.(z)fm(h%z,).

Soit E = (0,1)¢ et soit
Ajo={(z,y) € E* | 27%0*D < |z —y| <2790},

Lemme 3.2

(3.17) jﬁﬁ max 1Zi(z) - Z;)l =Cz(E)Vd Pp.s.
- 00 z, j. @ o _ 1
= =l \/2"’-" o ¢ (ooz30)]
Preuve

Notons que (z,y) € A,-,; implique (3.15). Mais alors:
a) Nous avons [g(j + 1)]¢ cellules dyadiques de génération j
b) si (z,y) et (z',y') € Aj,$ et sont dans des cellules dyadiques de génération j
disctinctes alors :
(Zi(z) - Z;(v)) et (Z;(z') - Z;(¥))

sont indépendants,
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c¢) dans ce cas

(Zj(’\ +|’Ilz)|"— Z,-(/\))

, h vérifiant (3.15),

forme une famille indépendante de N (0, (), k)) dont les variances, d’aprés D4, satisfont
lim max [ma.xa(/\,h)] = lim max [mina(/\,h)] =Cg.
j=—oo AEE | h j—co AEE | &

d) d’aprés le point (C) et (3.18) il vient

im max . |Z;(A + k) = Z;(M)]
J=eo  A€ENA; ; [hi=2=i  |h|%\/2log(g(5))

car d’aprés le point a) il y a (g(j)?) variables indépendantes au niveau j O

=(d)Cz Pp.s..

Maintenant posons Z;(z) = Z(z) — Zj(z)
Lemme 3.3

= 123(2) = Z;(w)l

jmoo  zy€A;. |z — y|%4 [ 2log [g [¢’1 [l"-" (lz }- y|)”]

Preuve .
Définissons () par

o (Z;(0+h) = Z;00
n,z(,( B B )) AE A,

=0 Pp.s.

h vérifiant (3.15). Soit (77(A); A € A;) une famille de gaussiennes indépendantes telle que
F) L i) VAeA;
Grace au lemme de Slépian nous avons:

— Jj — 3]
N U o S )|

—_— = C Pp.s .
j=oo  AEENA; /log (g(j)) T j—oo  AEENA; ,/Iog (g(j)) P

mais ’hypothése D4 implique que C =00
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Les lemmes 3.2. et 3.3 permettent alors aisément de terminer la démonstration de la
loi du module uniforme du théoréme 3.1.

3.2.2 Loi du module local de continuité

Nous allons reprendre le schéma de démonstration précédent;

lemme 3.4
Soit y € IR? un "point de Lebesgue” de la fonction Cz(y), nous avons:

_ 12,(2) - Z(w)l
him max =C
j—oo  z,9€4j4 |z — y|¥\/2log(j) 2

IPp.s. .

Preuve
Nous savons par D1 que les variables aléatoires

Zily+27*0) - Zi(y) .
( =9 3 120

sont indépendantes. _
Notons les 77(y) et leur variance d’(y). Si y est "point de Lebesgue” de la fonction
Cz, 'hypothése D4 implique que:

j@o o¥(y) = Cz(y)-

Nous avons alors ;
Iim M = Cz(y) Pp.s. ,

=00 /2log(j)

car le nombre de v.a.r. indépendantes est j au niveau j.
lemme 3.5

vyeRY, Tm max M =0 Pp.s..
. I EnEA |z - y|®Viog(7)
Preuve

Elle est identique dans son principe & celle du lemme 3.4 O

Si y est un "point de Lebesgue ” de la fonction Cz, la démonstration de la loi du
module local de continuité découle immédiatement des lemmes 3.4 et 3.5.

Nous pouvons maintenant envisager d’aborder l'objet principal de ce travail & savoir
la démonstration des théorémes 1 et 2.

IV Analyse des Processus Gaussiens Elliptiques de symboles & coefficients
mesurables

Soit (X (z); z € R?) le P.G.E. de symbole I(z,£) = a(z)|£|§+a+i(z, ¢) Nous supposons
que I(z, €) satisfait les hypothéses L1, L2, L3 ci-dessus. Soit H4 'E.N.R. de X déja défini.
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La démonstration du théoréme 1 consistera & construire un modele hiérarchique approché
de X puisqu’alors le théoréme 3.1 nous permettra de conclure. Pour cela nous allons
analyser avec soin l’espace de noyaux H,.

4.1 Etude de ’espace de Noyaux reproduisants.

Nous allons construire une base d’ "Ondelettes” de H4 analogue de la base des (gx;A €
A) de ’espace H(a) donnée en (3.1).

Rappelons que 0 < a; < a(z) < az < o0 p.p. z € IR%. 11 est alors facile de prouver le
lemme suivant.

lemme 4.1.

11 existe un difféomorphisme H de R? vérifiant

() oflel <|H@)| Safls] VzeR?

(i1) si Ju(z) est le jacobien de H:

Ju(z) = a*(z) p.p.Vz e R? a

Soit alors H un tel difféomorphisme. définissons la famille (Gx; A € A) par :
si Ya(z) = (Yao H)(z) ; A € A alors

iz.§ _. 1=

(41) G(z) = /m‘ eTqT $r(6)dE , VAEA.

Lemme 4.2.

(i) Si l(z,¢) = a(z)lf[é"f"‘ la famille (G; A € A) est une base orthonormée de I’espace
Hy

(i1) si [#0, la famille (Ga; A € A) est une base de Riesz de 1’espace H4

Preuve

(i) si [ = 0 par changenient de variable (y = H(z)), nous avons
AW = [ P HEWH )z =< Ga, G >,= 61 VA€ A
R R _
(i) si T # 0 il vient:
(£GxL6x)1s = [ @(@Wia(@Wbu(a) + [ alaia(@L(G)+
[a@bu@EEn + [ HeiE,)
=5A,p + RA,‘;
Comme nous avons posé
ei:.£ —-1=

L(Gy) = ‘T(z—ET'I;,\(OdC,
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la matrice R appartenant & l'algébre M(y, % + B) grace a I’hypothése L2 (cf [BJR]), mais
alors le fait que (G; A € A) soit une base de Riesz devient évident. O

Etudions maintenant la variance de X.
lemme 4.3. : Si y est un point de lebesgue de la fonction 1/a?, il vient

- E[(X(z)_x(y))’] _ 1 (4.2)

==y |z —yI* T d(y)

Preuve

Grace au lemme 4.2. point (ii), nous pouvons supposer que [ =0, car ce terme
n'intervient pas dans la limite de (4.2.). Dans ce cas , grace au lemme (4.2.2) point (i)
nous avons aprés avoir utilisé le théoréme de Mercer pour écrire X sur la base des (G.)

(4.3) E (IX(z) - X(y)|)2 s (GA(I) - G,\(y))z _

lz —y|* vt |z —y|*
Si Cy est donné par (3.2.), comme

(62 — i)
P m—

le|F+e

£

a pour transformée de Fourier inverse (au sens des distributions)

i 1 _ 1
Calle -2~ |y—zt=]

L’expression (4.1) peut s’écrire

2
1 1 1 1
= T "2'a/ 2 i o ) dz
Cilz —y| R¢ a*(2) ||z — 2|77 |y—2]7~®

puisque (a(z)$(z)a,nea) est une b.o.n. de L2(IRY).

Puis en effectuant les changements de variables successifs 7' = (z — y), 7" = |z — ylz,
il vient
. 2
IE(IX(z)—X(y)I)2___1_ 1 1 1 dz
Iz - ylﬂ CZ R4 az(y + Z) I '5‘ _i_'%-.—a |%l-§-—q h2a+d

avec z= ﬁz—;-ﬁz, h = |z — y|. En faisant tendre h vers zéro nous obtenons le résultat
annoncé O
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Reprenons maintenant les notations du lemme 3.1. Définissons alors G$,;x comme en
(3.5).
Posons

Ye(z) =) Gix(z)éin
A€A
avec (§k;7 2 —1,k € Z%) une famille i.i.d de gaussiennes A(0,1)
Proposition 4.4.

le processus Y* défini en (4.4.) est un processus hiérarchique approché de X pour
lequel ¢(u) =u, g(v) =2, u et v >0

Preuve

C’est une conséquence directe des lemmes 4.2, 4.3 et 3.1. O

La démonstration du théoréme 4.1. découle directement de la proposition 4.4. et en
remarquant que les "points de Lebesgue” de la fonction Cx sont les points de Lebesgue
de la fonction 21,-.

V Cas ou le symbole présente des singularités.

5.1 Soit (X(z),z € IR?) un processus gaussien uniformément elliptique dont le sym-

bole qui lui est associé I(z,£) = a(:c)]{|%+°, 0 < a < 1 vérifie les conditions LC1, LC2 et
LC3. Soit Hs 'E.N.R de X défini au paragraphe 2.

Rappelons que a(z) =~ ¢|z|?, B € R~ {0}, au voisinage de zéro. Il est facile de prouver
le résultat suivant. '

Lemme 5.1

Il existe un difféomorphisme H de R? — {0} dans IR? — {0} tel que
316,C2, 0<C; <Cy < oo telles que

(i) C1222/4|z| < |H(z)| < C22728/4|z| si 2731 < |z| < 27

(i) JH(z)=d%z). O

Comme dans le paragraphe 4, posons
(5.1) O0r =9 0o H AEA,
puis Cpétant donnée par (3.2)
Siz.€

(52) Ga(e) = gz [ e hr@e

Lemme 5.2.
La famille (Ga; A € A) de (5.2.) est un b.o.n. de Hy.
Preuve
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Identique a celle du point (i) du lemme (4.2.). O

Maintenant nous devons étudier la variance des accroissements de X.
Lemme 5.3

1
2

(5.3.) lim 272A" E Mr =
q

n—cc 2-n<z<2-n+l [ [z —y|*

Preuve

Par la preuve du lemme 4.3., comme a est continue, nous savons déja que :

e [X@ -X@I)? 1
2-n <2t |z —y|* T d%(y)

siye 27", 27"

D’aprés ’hypothése LC3 a(y)? =~ ¢?2728" si y € [27",27"*!], il en découle (5.3). O
Définissons encore G§ , comme en 3.5. posons alors,

(5.4) Ye(o) =) Giu(a)in avec (1) did N(0,1)

A€A

Proposition 5.5.
Supposons 3 # a. Alors nous avons ’égalité (2.4.) du Théoréme 2.
Preuve
Elle découle immédiatement de la proposition 5.4. et du théoréme 3.1. O
Proposition 5.6.
Supposons a = B. Alors nous avons I’égalité (2.7.) du théoréme 2.
Preuve
Ici il faut adapter le modéle hiérarchique . Nous allons pour cela établir quelques faits.
Fait 1 .

Tm E (X (z) ) - 1

z—0 log(1l/z) ¢

L’argument utilisé lors de la démonstration du lemme 4.3,s’adapte et donne

iz.§ - 2 z
wwer 5 (/58 -2 2 (=)
@l ;( e ) T2 A le—ylf= )

2
1 1 1 . _
'—”/‘ 3 2;9[ e 5_,,] dnp  sifz|~27"
R ¢*|n|™" Llz—nl? [n]?

zfﬂzog(z)n
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au voisinage de zéro quand a = 3.

Introduisons maintenant le modéle hiérarchique approché en zéro soit

Fait 2 Si

AL, = {A €A ; do,)) <2 MK, | A< n}
out K, est défini au lemme 3.1. point (ii), considérons le processus
y;)e,n = Z Gié)\
AEA
ol G§ est défini comme en (3.5). Nous avons alors
E (Y5a()" | C3
—= >l
llog(z)| q
ou, 6 |0 quande | 0.

, si|zj~27"

Ce fait est une conséquence des propriétés de localisation des ondelettes (cf Thl de
[BJR]

maintenant les faits 1 et 2 conduisent &
n
Yenx Y &, & idid si o |zlx27m
i
Le théoréme de Levy-Kinchine permet de conclure . O
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