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QUELQUES PROBLEMES ASSOCIES AU PROCESSUS DE DONSKER-VARADHAN

WU Liming

a la mémoire d° Albert Badrikian

Resumé : Pour un processus de Markov d’espace d’états E et une probabilité fixée v sur E ,
on définit le processus de Donsker-Varadhan comme celui qui réalise le minimum de
Uentropie du niveau-3 de Donsker-Varadhan ayant la marginale v. On éudie |'ergodicité,
la dependance en v et la construction de ce processus. En particulier on étend les travaux
de Meyer-Zheng et de Takeda sur la construction du processus de Nelson réversible au cas

de sauts.

Mots clés : entropie et processus de Donsker-Varadhan, t-topologie, forme de Dirichlet
1991 AMS Subject Classification: 60F10, 60J60.

La motivation vient de mon ami Albert Badrikian, qui proposait d'étudier la mécanique
de Nelson, les travaux récents de Zambrini {Z1, 1986; Z2, 1987] sur la mécanique quantique
euclidienne, et ceux de Nagasawa [Na, 1993] sur le processus de Schrodinger. Jai été
amené ainsi dans ce domaine, en essayant de comprendre ces objets par des approches
entropiques dans les grande déviations.

§$0. Introduction

Le role de [entropie dans la mécanique statistique est bien connu ([Ru]), mais peut-
étre moins pour la mécanique quantique. A lorigine des travaux de Follmer [F, 1986] et de
Dawson & Girtner [DG, 1987], Cattiaux & Léonard [CL, 1994] démontrent I’existence de la
diffusion de Nelson en résolvant un probléme variationel d’entropie associé. Comparée avec
la premiére démonstration de Carlen [C, 1984] et celle de Zheng {Zh. 1985], leur approche
exhibe plus d’informations physiques et semble donc plus naturelle. Les travaux de
Nagasawa développent aussi cette approche entropique.

D’autre part, a la suite des travaux de pionniers de Donsker & Varadhan [DV, I-1V,
1975, 1976, 1983] sur les grandes déviations de processus de Markov (voir {DS]), Takeda
[T, 1990}, Roelly et Zessin {RZ, 1991] et Pauteur [W3, 1993] trouvent naturellement par
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I'approche d’entropie le processus réversible de Nelson, construit pour la prémitre fois
par Meyer et Zheng [MZ, 1984] dans le cas du mouvement brownien. Ce papier suit surtout
cette direction.

Expliquons brievement les travaux de Meyer-Zheng [MZ]. Soit 0< ¢e H'(er) tel que
<0,0> dx = 1. On considére I'é.d.s. dans IRd,

0.1) ‘[Xt = dW + Vord (Xt) dt,

ol (W) est le MB standard dans IR C’est la diffusion symétrique de Nelson associée 2 la
fonctlon d’onde ¢. Fixons une version quasi-continue ¢ de ¢ (par rapport au MB). Une
solution faible de loi initiale v=¢2dx de (0.1) sera donnée par la formule de Girsanov,
(va ci-dessous est la loi du MB de loi initiale v)

0.2) ®V| lieco] e\pUt Vi(xs) aw, -4 [ VoL ds]zllP
0 0 ’

o= Mt dIPv

(od 6 = inf{0 : $(X[) = 0} est le temps d'atteinte de [$=0]), A condition que I’on
puisse vérifier que

(Mt) étant une martingale locale sur [0,6), est une vraie martingale.

N

Pour ceci, on est ramené a montrer

(1) 'intégrabilité uniforme de (Mt)tSl . (i) Qv(0‘=+oo) =
Meyer et Zheng [MZ] résolvent ces deux points difficiles trés ingénieusement, et leurs
idées et techniques -sont dévéloppées dans la théorie des formes de Dirichlet dans [T] et
[FOT] etc. On va voir maintenant le lien avec la théorie de grande déviations de Donsker-

Varadhan [DV]. Pour ¢e Cé(fRd) et ¢>0, la formule d’It6 permet de réecrire (0.2) comme.
o(X W

v, _ )
0.3) @iy = o exp U(, 3% ds] 'y

qui est exactement d'aprés [DV], [DS] la solution du probléme variationel

(0.4) inflH(Q) | O(X ) = v} = H(@") = Jv),

ol J et H sont respectivement les entropies de niveau-2 et -3 de Donsker-Varadhan.
Comme les entropies de Donsker-Varadhan sont bien définies pour tous les processus de
Markov et qu’elles ont des significations physiques importantes, ce point de vue nous

raméne a étudier (0.4) dans le cadre général ot le MB est remplacé par un processus de
Markov quelconque.
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Précisons l’organisation de cet article: Dans le §l, en résolvant (0.4). nous
introduisons le processus de Donsker-Varadhan @' associé 2 une loi marginale v et,
présentons les problémes étudiés dans cette note. On étudie la dependance de 2’ par
rapport 3 v au §2, et on lie Pergodicité de @’ avec la convexité stricte de l'entropie de
Donsker-Varadhan J en v au §3. Dans le cas du temps discret, nous présentons la
construction de @Y en suivant les travaux fondamentaux de Csiszir ([Cs, 1975]) et Donsker-
Varadhan ([DV, 1976]), et nous en déduisons un crittre d’ergodicité de 2V, qui est le
résultat principal du §4. Dans le §5, la partie centrale de ce papier, on traite le cas ol
le processus de base indexé par R" est réversible. On donne la construction de @’ dans le
Théoreme 5.1. en généralisant le résultat de Meyer et Zheng [MZ] et celui de Takeda [T]
v hypothese de la compacité locale d’espace d’états et la continuité du processus dans
[T] est enlevée). Comme conséquence, on arrive a donner un critére de l'ergodicité de "

§1. Processus de Donsker-Varadhan et problemes

§1.1. Notations. Considére un processus de Markov canonique 2 valeurs dans un espace
polonais E avec sa tribu borélienne B : X = (Q (ff)ev. 7, (X((D) u)(t))er (r)reE)
Ici Q = EN si =N (temps discret) et Q = D(R",E) (I'espace des ‘1pphc‘1t10ns cadlag de R
dans E) si T = R" (temps continu); (%) >, &t la filtration naturelle borélienne de €

=\/ ¥ est la tribu borélienne de Q; et P _est la loi du processus issu de ve E.
= :

Ses mesures empiriques de niveau-2 (ou marginales) sont

~

1 P _1 o -
(1.1a) Liw):= 7 Z By, i T=N et O<teN ou = 7 sm(x)d.\ si 0<teR",

S

et celles de niveau-3 sont
=1
(Lb)  R(w) := Ly 8y, s 7=N et O<ieN ou =

~~

t
JSG ‘mds si 0<te T=R",
0

ou (6 (o)(v) = @(s+t) pour tous steT. Elles sont respectivement des éléments aléatoires
dans M (E) et M (Q) (I'espace des probabilités sur E ou sur Q). M (E) (resp. M(Q)) est
muni de deux tOpOlOUleb la topologie de convergence étroite G(M (E). C(E)) (resp.
o(M (Q) C (Q))) désignée par — , et la T-topologie O'(M (E). bB) dexlonee par T (resp.

la ttopologle de limite projective O'(M (Q), U bf?) désngnee par 1:) Ici C () (resp.
teT

bs) désigne I'espace des fonctions réelles bornées et continues (resp. §-mesurable).

L’entropie J: M l(E)———>[0.+e<»] de Donsker-Varadhan de niveau-2 est
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(1.2a) ) = sup, J log P% &, Y VeM(E), si T=N,

_ £0 ot
= SUp, o J. -5 B, Vv BEMI(E), si T=R",

ou U::{q)ebﬂ; Je>0 tq. ¢Ze}. P=P‘ , £ est le générateur de (Pt)
’intersection de U avec le domaine de £ dans bB. '

C
tert et U est

L’entropie H: M,!Q)—>[0,+oel de Donsker-Varadhan de niveau-3 est

0 _ }
EXhgiQy, [P s vQ)
(1.2b) H(Q) = { J'O( (D-I 03(0)) si Qe 1

+o0 sinon
o MT(Q) ={QeMl(Q); QO est srationaire}; O est 'unique extension stationaire de QeM:(Q) a
Q qui est EZ ou DIRE) suivant T=N ou R"; ?j:c{m(u); sSuSt} et {Qm_} est la famille des
lois conditionnelles régulieres de Q sachant - =(—=.0] (ie. SF(’)“): hg(.,.) est
I’entropie de Kullback usuelle sur la o-tribu §.

Il est bien connu ([DV]) que pour tout veM|(E),

(1.3) Jv) = inflHQ)| Qe#"} .
ou 9'={0; 0eM¥(Q) et Q=00 : w(0)ee) = v}.

Si o est une mesure nonnegative oO-finie sur (E,B), invariante et ergodique (i.e., si
fe bB vérifie Ptf=f, o-p.p. pour tout te T, alors f = constante ¢-p.p.), on pose

(1.2¢) Ja(v) = J(V) si Vv« O ¢t +o sinon ;

(1.2d) Ha(v) = H(Q) si QO.'=Q((0(0)G ®) « O et 4o sinon :

§1.2. Nous commencons par le

Théoreme 1.1. Supposons que J(V)<+oo. Il existe une et une seule mesture o’ey’ qui résoud le

probléme variationnelle (1.3), ie.. H(@v) = J(v). De plus Q¥ est markoviennce.

Sa preuve est donnée dans le §1.3. Ce résultat nous permet d'introduire la

Définition 1.2. Pour \'eM'(E) vérifiant J(v)<+oo, on appelle le processus de Markov 0¥ donné

dans le Théoréme 1.1.. processus de Donsker-Varadhan.

Remarque 1.3. Pour voir la signification du processus de Donsker-Varadhan, rappelons la
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conséquence suivante du principe de grandes déviations,

Théoréeme A. Soient veMl(E) vérifiant J(v)<+eo et BeMl(E) une mesure initiale. Supposcns

(H1) x—P est continu de E dans (MI(Q), -¥5). (Propriété de Feller)

Si PB(Rte o) satisfait le principe de grande déviation sur (MI(Q), 5) avec la fonction de
vitesse H, alors lorsque t—+eo d’'abord et le voisinage N de v dans (M I(E). ——w—-)) tend vers
{v] ensuite, PB(RtEO|Lt€N) satisfait le principe de grande déviation sur (Mu(Q)‘ =5) avec
la fonction de vitesse donnée par

y H(Q) - Jiv) siQes’
(L.4) #'(0) = { .

+00 sinon
Autrement dit,

(i) HY est inf-compacte sur (M (). ), ie., VL20, [H'<L] est compact.
(ii) Pour tout ouvert G dans (M[(Q), ),
Liminf limi nfé log PB(RtGGILtE G) 2 - infGHV .
N—{Vv} 1=+
(iti) Pour tout fermé F dans (M‘(Q), 5),

. . 1 . v
limsup limsup < log P (RGG]L €F) < - inf .
Neosfv) t—s+oo ! B ! P

En particulier, pour tout voisinage G de 0",

(1.5) Limsup limsup L log Pp(REGILEN) < 0.
. N—[V} t—>+

Nous ne donnons pas la preuve, qui est fondée sur une variante du principe de Laplace
donnée par Ellis [E, I1.7.2] en suivant Papproche canonique, voir e.g. Roelly et Zessin
[RZ]. La formule (1.5) nous dit que : en temps grand, si P'observation de la loi marginale
par Lr est proche de v, alors la loi du processus observé par R[ approchera 0’ avec une
vitesse exponentielle.

Nous allons étudier les trois problemes suivants dans ce papier,

Probléme I. Comment construire 0" pour v donnée ?
Probléme II. Est-ce que 2" est ergodique (i.e. un état équilibre pir) ?

Probléme III. Quelle est la dependence de o’ env, lorsque v varie ?
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§1.3. Démonstration du Théoréme 1.1.

Dans le cas du temps discret. ce théoréme a été établi dans [DV] en utilisant la
projection de Csiszir [Cs]. Nous allons donc travailler seulement dans le cas du temps
continu. L'idée est de discuter un autre probléme variationel du type Csiszir.

(1.6) a = inflhgolQ; P) | Qen}
i

ou #¥ = {Qe MI(QI=D([0'1 LE) | 0,:=0(w(t)ee) = v pour tout t[0,1]} et de montrer qu'elle
admet la méme solution que (1.3).

Etape 1. Pour tout Qe #Vcr, on a d’apres (1.2b),

(1.7a) H(Q) = hg-(0 : DOP,) 2 hoo(T ; TOP,) = hgolQ : 7).
t 1

0 e
!

et I'égalité a lieu si et seulement si
g~ 0y . .
(1.7b) 0, = 0(|77) = 0l|%) = Q) - Tps.

ol O® P (dw-, dw+) := O(dw-) Pa)(o)(dm+) eM!{Q) (pour e (), w+=w

0 e

)

(0,400

Par suite on obtient : a £ J(V) < +oo .

Etape 2. Par Csisziir [Cs]. il existe une et une seule mesure Qe Y telle que

ll?(l)(ﬂ; Pv) =a.
Nagazawa [N, Th.5:4., pl32] montre que @ est Markovien, et sa preuve donne aussi la

stationarit¢ de @ dans notre cas particulier (laissée au lecteur). La mesure markovienne
et stationaire @ sur :’*‘: admet donc une extension stationaire et markovienne unique o sur
Q. On obtient par (1.7a.b)
(1.8) a < J(v) < HRY) = hgle; B) =a .
1

Autrement dit @” est une solution du probleéme variationnel (1.3).

Etape 3. Soit Qe ¢V une solution quelconque de (1.3), i.e., H(Q) = J(v). On a

a ==L J(v) = H(Q) 2 hgolQ; P) 2 a .
1

qui devient donc une égalité. Donc Q est une solution de (1.6). et d’apres (1.7a,b),

Q est Markovien. Donc Q

[o.1}

oy = © par Etape 2. Par suite 0=0", le résultat désiré. |
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§2. La dependance de @’ en v

Le résultat suivant répond au Probleme III. La partie (a) suivante a €€ obtenue pdr
Takeda [T, 1990] dans le cas ol T=R' et le processus de base est réversible et continu.

Proposition 2.1. Soit (Vo nen 1€ suite de probabilités sur E satisfaisant

.10 J(vn) — J(V) < 4,

v
(a) Sous (H1). si v ~v . alors @ n v, Y,

\Y
(b) Si v, —I—> v, alorse " — @’ pour la topologie ‘tp

Nous commencons par le
Lemme 2.2. Soit AgMT(Q) vérifiant

(2.2) sup{H(Q) | Qea} < +oo .

(a) Si A().‘:{Q() | Qe ﬂ\} est relativement compact dans (M I(E), =3), alors & est relativement
compact dans (M I(Q}, Y5) sous (HI).
(h) Si A, est relativement compact dans (Ml(E), 1) et s'il existe te MI(E) tel que v« o

pour tout veA0 , A est relativement compact dans (MI(Q), tp) .

Preuve: On a pour tout 0<TeT,

H(Q) = (I/T) hg}w(g‘ P,) 2 (1/T) hg%(Q: P,):
oll v=Q0 . On obtient pour tous Qe &, De 9;. et M>1, en notant fO = % ?'7’. .
= \%
2.3) QD) = jD fo e,
< +
< M P (D) + (I/logM) IQ fp log'fy v,
<

M P (D) + (1/logM)[1/e + hgo(Q: rpv)] ( xlogx 2 -1/e)
T
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< M P (D) + (I/logM) [1/e + T sup,H] .

(a): Comme &, est relativement compact et |’application v—afP ]Q (ot QT-E ou D({0,T].E)
muni de la topologte de Skorokhod suivant que T=N ou Rt ) est continue de (LI (E), %) dans
(MI(QI) ——>) d’aprés (H1) (Note: en temps continu, Q — Q| Q n'est pus continue, mais
continue au point Q vérifiant: Q(O) est continu en t=T)=1, qui ecr le cas de ? sous (H1)),
I’ensemble {!}’VlﬂI : veﬂ\} est aussi relativement compact. Pour €>0 quelconque on choisit
M22 tel que le dernier terme dans (2.3) soit inférieur a €/2. D'aprés le théoréme de
Prohorov, il existe un compact K dans Q tel que

sup{ PV((D[O”E K) : vea } < &2M .

Par conséq'uent (2.3) implique sup{ Q(a)mHEK) : QEA} < €& ce qui signifie que la
restriction de A A [0,1] est tendu. Puisque les éléments de A sont stationaires, il en

résulte que A est tendu aussi sur tout T, donc relativement compact dans (M Q) = )

(b) Par la définition de la tp-topologie, il suffit de montrer que {Q»O : QGA} est

relativement compact par rapport 2 la topologie 'c—O'(M (Q.T) b?.‘r) pour chaque T>0 fixé.

En associant ved a h = % , on voit que A --{hV ved\} est relativement compact dans
G(L'(OL), Lw(a)). D’apres le théoréme de Dunford Pettis ([DM. I}). cette derniere propriété
est équivalente a I'intégrabilité uniforme de ﬂ\% dans L'(c), donc a celle de

d[P
: . 1 =0
{ c;—lg h,(0(0)) : ve ﬂ\o} dans LU(F .2 ).

Donc pour tout €>0, on choisit dabord M2>2 tel que le dernier terme dans (2.3) soit

inférieur a €/2, et ensuite >0 tel que

si DeS‘(:_ et ﬁ’a(D) <8, sup P (D) < &2M.
VEA

Il en résulte daprés (2.3),
sup{ oDy = | fndP, = | f Ho(0)) dP_ : Qea} < &
J.D Q v -.[D 0 a -
ou fQ:= %g—v[?i'} . Autrement dit {/‘Qh((o(O)) . QelA} est uniformément intégrable dans L'(§$ ,

{Pa), donc relativement compact par rapport a o(L'L™) d'aprés le théoreme de Dunford-

Pettis. Il en résulte la compacité relative de {Q[Q . Qea} par rapport 2 la T-topologie. |

Démonstration de Proposition 2.1.
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\Y

(a) On écrit simplement o"=a " . En appliquant le lemme 2.2 2 lAz{Qn

. nE \l} on obtient que

A est relativement compact. Soit @ un point limite de (@™). donc la limite d'une sous-

n
suite (@ k, k—>+o0). D’aprés la semi-continuité inférieure de H sur (Ml(Q). ) sous (HI)

([DV]), on a

n
Jtv) < H@) < liminf B@ ) = Jv) (d'apres (2.1))

k— 400

Par conséquent le théoréme 1.1. implique 0=0".

(b) La preuve est la méme en notant que H est toujours s.c.i. sur (Ml(Q). tp) (W1D. |

§3. L’ergodicité et la convexité stricte de J

On dit que J est strictement convexe en V, si pour tous V, . i=1.2 différents
vérifiant (v|+v’)/2 = v . alors

Jv) < Uv) + vz .

Bolthausen et Schmock [BS] établissent la convexité stricte de J dans le cas ol T=N et P
est uniformément ergodique. i.e.. 3 (0 M'(E) et C>0) tels que
3.1 aP=o et aldy)/C < P(x.dy) < Cafdy) pour tout xeE.

Voici une note générale sur cette question:

Proposition 3.1. J est strictement convexe en V, si et seulement si le processus de

Donsker Varadhan o’ est ergodique.

ey s 2 \% . .. \%
Preuve: Necessité. Nous désignons par (Pt)t T le semigroupe de transition du processus Q.
Supposons que @¥ soit au contraire non-ergodique. D’aprés la decomposition ergodique de
Dynkin, il existe deux mesures différentes v et v, telles que

v = ( 1/2)(v]+v7) et v, v, sont invariantes par rapport i ( P\r ).

Soit 0 la loi du processus de Markov sur Q avec le méme semigroupe de transition (P\;),
mais avec la loi marginale v' (i=1.2). Donc o= (l/2)(®'+ﬁz). [ en résulte daprés la
propriété affine de H,

Jiv) = H@') = () H@)+H®)) 2 (U2)Uv )+I(v )

qui devient égalité d’aprés la convexité de J, d’ou la contradiction.
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Suffisance: S’il y a au contraire deux mesures différentes vV, telles que

v = (1/2)(vl+v2) et J(v) = (1/2)(J(vl )+ Jv,)

) \2
Soient @ = @ ' (i=1.2). Nous avons

Jv) = (12)(H@")+H(@)) = H((1/2)(a'+aY)) .

D’apres le Théoréme 1.1, nous obtenons

e’ = (172)(e'+0?) .

v . . s -
Q" est donc non-ergodique, d’olt la contradiction. |

§4. Le cas du temps discret

4.1. On suppose dans cette section T=N et J(V)<+eo. Notons P = P . Nous désignons par QOI
la loi marginale Q((m(O), w(l))e 0) de QeMI(Q). D’aprés le théoreme de Csisziir [Cs], une
loi markovienne stationaire Q sur Q avec Q0=v est le processus de Donsker-Varadhan Q" si

et seulement si
(4.1a) Qo I(cl.v. dy) = y(x)d(v) v(dx)P(x.dy),

ou ¢, y 20 sont B-mesurables. On voit facilement que (4.la) implique
(4.1b) Yy PO = 1, v-p.s.

@.1¢) vidy) = o(y) jEw(x)v(dx)P(x,dy).

Le résultat suivant répond au Probleme II dans le cas ol T=N,

Proposition 4.1. Soir T=N et supposons que J(v)<+eco. Alors Q" est ergodique si et seulement

si pour tous A, B et FeB avec V(A)>0, V(B)>0, V(F)=1,

4.2) dnen : P (X €A X eB. et X,eF pour tout ksn) > 0 .

Corollaire 4.2. S'il existe Pe Ml(E) telle que

4.3) P(x,dy) = fix,y) B(dy) pour tout xe E avec B®B(f=0)=0,



Quelques problémes associés au processus.... 199

alors pour tout ve [.I<+oo], Q est ergodique et J est strictement convexe sur [.I<+oo].

En effet sous (4.3), si J(v)<+eo, alors h(V;VP)S J(v) <+e . On obtient v « VP « B.
D’aprés  (4.3), !PV vérifie (4.2). Ce corollaire résuite donc des propositions 4.1 et 3.1.
Et il est facile de construire un contre-exemple pour lequel (4.3) n’est pas satisfaite,
et @ est non-ergodique. Remarquons que ce résultat généralise le résultat de Bolthausen &
Schmock mentionné au début de §3.

Démonstration de la Proposition 4.1.:
Necessité: Il est élémentaire que o est ergodique si et seulement si

(4.4)- JneN : @V(X“eA. X €B) = QV(XOEA, X €B. et X,eF 7 ksn) > 0,

our tous A,B,F comme dans (4.2) (voir [Re]). Comme oV« 2 sur chaque 7’ . neN, 4.2)
p v n :
résulte de (4.4).

Suffisance: Il s’agit de montrer que @ vérifie (4.4). On fixe les versions boréliennes
réelles ¢, y 20 dans (4.1) et on pose

o F = [¢>0] n [y>0] n [wepp=1] : o op = inflnen ; X e F} (temps de sortie),

n-—i
eL=letl = ﬂ WX,) O(X,, ). n2l
k=0

n-i

o M=1et M, =L 1[“F>”] = n WX, O(X,, ) 1[6F>n] n2l.
k=0
D’apres (4.12,6,c), V(F)=1. Nous affirmons que

( l'b) ‘F ‘4’, Mn t 2
\% n

N(x,dv) = y(x) &(y) P(x, dy), si xeF,

= P(x.dy) sinon.

Cest un noyau markovien qui est une famille régulitre de lois conditionnelles
QV(Xledy!Xu=x). Soit @ X la loi du processus de Markov (Xn) avec probabilités de transition
N et issu de x. Alors
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0o =1
n

pour xeF et tour n=l.

1[O‘F>n] o, '9 [O'F>n] Ln Px'?ﬁ

N

En intégrant cette €galité par rapport a v(dx) et en remarquant que

f 0_ v(dx) = oY et QV(G >n) = 1 pour tout n21,
E ¥ F
nous obtenons

\"
Q |93-l 0o =1 n—Mn Pv'?”‘

n n n
d’ol (4.5). L’expression (4.5) entraine I’équivalence de ovlgo et
n

\%
[O'F>n] 0 I? [GF>n] Ln Pv'?

0 (puisque

1[0 >n]?vI?
F n

Mn>0 sur [6F>n]) et donc le résultat désiré (4.4) d’aprés (4.2). |

Remarque 4.3. D’apres (4.5), si PV(OF = 400) = |, alors @' est équivalente o P,, sur chaque
0

F
n

En particulier si .Ia(v)<+°o et v~ (oU o est une mesure O-finie invariante et
: \% (o X .
ergodique), alors @ est équivalente a Py SUr chaque ?3 , et ergodique.

§5. Le cas du temps continu et reversible

L'objective principal de cette section est d’étendre le résultat de Mever-Zheng [MZ]
sur la construction de la diffusion réversible de Nelson, du cas du mouvement brownien au
cas général. Nous soulignons que cette extension a été donnée par Takeda [T. 1990] dans
le cas ou E est de plus localement compact et que le processus est conting (voir aussi
[FOT]. Notre méthode est inspiréde de [MZ] (combiné avec certains résultats précédents).

On suppose qu’il y a une mesure G-finie nonnegative 00 sur (E.B) telle que

(H2) (P drer” ¢ svmétrique dans L(qt) et ergodique.
On va supposer que notre processus de base (th)x cE ©St un processus de Hunt (voir [MR]
dans le cadre (H2)). L'hypothése (H2) nous donne le résultat clé suivant :

g(0. ¢ si 9=(av/da)'” en(e)
5.1 JOL(V) = {
ey sinon.

ou (8. D(E)) est la forme de Dirichlet associée i ((Pt)’ Lz(a)) (voir [W1. 2]).

5.1. Résultats
Soit ¢eD(8), ¢ une version &-quasi-continue. On écrit sa décomposition de Fukushima
(IMR])
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§x) - 6ix) = M+ 4%, view'

oll N? est une Px-martingale locale pour &-quasi tout x€E, et AQ est une fonctionnelle

additive continue d’energie zéro. On définit pour tout €>0,

(5.2) o, = inf{r20 : §(X) < e},
G = sup. o Op = inf{r=0; §(X,) ou $(Xt__) =0}.
(5.3) £ = ["% (3x, )" a? (iniégrale d'1t0)

0
ou X, désigne la limite a gauche. G, est un temps d’arrét par rapport a (9?), la
filtration completée de (:7(;) par B qui est continue a droite. L’intégrale stochastique

(5.3) est bien définie puisque §(X ) 2 € sur [O’Gs] (or il est possible que fﬁ(XG) = 0.).
3

On désigne par e(LE) la martingale locale de Doléans-Dade de LE, qui est la solution

unique de 1'é.d.s. suivante

t
(5.4a) (L), = 1 + j L% _dLE . V teR"
Dy A5,
Elle est donnée par
€
(5.4b) oLf), = exp [Lf L ®F (18> t] I (1+aL8)e™8Es

sst
ot (LE)° est la partie continue de L% (voir (DM, TI] et [JS]).
D'apres les propriétés  d’intégrale stochastique. il est facile de justifier les

définitions suivantes, pour tout t<0C,

(5.5) L = L5 si 150, ;

t r €’

= o £ "

(5.6) e(L)t i= e(Lt) i tSGS .
(qui ne dépendent pas de £>0). Nous pouvons énoncer maintenant le
Théoréeme 5.1. Supposons que le processus de base (x t) (IPY)) est de Hunt et vérifie (H2).
Soit 0<0€D(E) et V.'=¢2d(x eM l( E). Alors le processus de Donsker-Varadhan Q¥ est donné par

- A\ +
3.7 Q ]gc;t = l[t<0'] e(L)t dIPV , pour tout teR .

De plus @ est réversible et satisfait @Y(6=+e) = I. En particulier, si de plus
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(H3) ?r( t—X , est continu sur !R") = [ pour tout xeE.

(5.7) devient : pour tout teR’,

(5.8) @"gg? = 1o ex[)U G )" av® - J‘ (Fx_)* d<n®, N0>S]d|P

Il répond au Probléme I et étend [MZ] et [T]. Sa démonstration sera donnée au §5.2..
Nous donnons d’abord la réponse du Probleme II par

Corollaire 5.2. Dans le contexte du Théoréme 5.1,
(a) 2¥ est ‘ergodique. si et seulement si ¥ A, Be€& avec v(A)>0. v(B)>0. il existe 20 tel

que
(5.9) P, (X €A XeB HX AKX ) > 0 pour tout s<t) > 0.

\% I X . . . o
(b) D est équivalente a Py + i €l seulement si & > 0 , &-quasi purtout. En particulier

v .
Q" est ergodique dans ce cas.

Preuve: D’aprés [JS. p39, Theorem 4.61.(c)],

€ N s . € ._ ;€ £ _
e(L”), > 0 sur [0,18). ol ts-mf{tZO : ALt =L -L = - 1}.

Or pour < O »

= (Bex )™ av® = (Bix, ) (§x) - Bix, ) > - 1.

Par suite. T, 2 0 e e(L8) >0 sur [0, o, Il en résulte

(5.10) e(L). >0 sur [0. o).

Ayant ceci, on peut finir la preuve trés facilement:

(a) Rappelons le fait suivant : Q" est ergodique si et seulement si

YV A, BeB avec V(A)AV(B)>0, alors 3 20 t.q. ﬂv(XoeA. Xre B) > 0.

Or daprés (5.10) et (5.7), o'~ P, sur ?? n [o>t]. Donc la propriété ci-dessus est

équivalente a (5.9) de P,
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(b) Comme ¢ >0 &-quasi partout si et seulement si Pa(cs<+eo) = 0, (b) résulte de (5.10) . |}

Remarque : La propriété (5.9) signifie que ((Xt)’ P .) restreint 2 [$>0] est transitive.
Notons une différence avec le cas du temps discret : il est possible que v~o, mais Q"
n'est ni équivalente A Py SUT ?‘t) , ni ergodique (comparer avec la Remarque 4.3). Un
exemple est : P est la mesure de Wiener issue de x dans R,

= x X2 = 2. ob = >
v(dx) = x~ exp(-x’72) dxv2m (v+ +V_)2, ol vy 1[sign(x)=i] 2v.
Sous @', (Xt) n'atteint pas lorigine x=0, donc @’ nlest pas équivalente a P, sur ?(z

"
(t>0). Et @¥ = (@ *+2 ~ )/2 est non-ergodique.

5.2. Démonstrations du Théoréme 5.1.
Elle est composée de trois étapes: 1) le bon cas ol ¢>0 sur E et 0eD(2); 2)
I'estimation & priori du type Meyer-Zheng "@V(G=+oo)=l"; et 3) la Proposition 2.1 nous

permet de passer au cas général par une procedure de passage a la limite.

Etape 1. une remarque générale

Lemma 5.3. (sans (H2)) Soit ve [J<+oo]. Supposons qu’il existe ¢ : E — J0.+oo[ telle que

(i) & est Pv-finement continue , iLe., IPV((b(X.) est cadlag et ¢(X)_y = ¢(X_)) = /.
t

(ii) il existe une fonction réelle borélienne g telle que j g(Xs)[ ds < 4o P -ps. el

0
¢ !
N = ox) - 0(X) - [ (X9 ds
0

est une !Fv-nuzrtingale locale. Notons g par £¢ .

(iii) logh et 20/6 €L'(v) et J(v)=H(@") < J LY
E

[
Alors
X, " gy
(5.11) M, = Gix] P - [0 B (xy ds = el .

.. 0
est une Pv-martingale. ou st=¢(X . AN et
= r

v —
(5.12) Q 1?7(; = Mt Pv‘?‘; .
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Preuve : Notons que le processus suivant est P v DS bien défini, absolument continu,
A, = expl- j T(X)ds) da, = -2 B xpaa
(d’aprés (i) et (ii)). Calculons la differentielle d'Itd de (M[) définie par (3.11),

dM, = W}Iz—) [At do(X) + 0(X, ) dAt] (comme [6(X1.4] = 0)

0

= ﬂ— [ (aV® + 20(X i) - 9(X ) o ﬁg— (X) A dt)

ox, ) Y,
5T Y o,

=M - st (par la définition de L).

Par conséquent. (M[) est l'exponentielle de Doléans-Dade de 'Lx)' qui est une
er-martinga!e locale nonnegative, donc une surmartingale.
I reste 3 montrer que M est une vraie [Pv-martingale et que (3.12) a lieu. L'idée est
de poser pour chaque T>0 fixé,
0 = My Pv'?}% /C. on C = I My dp, €(0.1]

On va montrer que C=/ et Qp = Qv[gn , ce qui nous donne le résultat désiré. Calculons
T

I’entropie de Kullback,
" dQT
0 < hc.o(@ QT) = hc.n(ﬂl P ) - IE log 3[}'-‘_[_5

\" .
TH@Y) - £° [wgq)(xT) - log(X ) - fo%«.\'sn/s - l()gC]

TJv)+T -[ % dv + logC (d'aprés (iii)

IN

logC < 0 (d'apres (iii)).

Par suite, C=1 et @Vlg% Qr -
Etape 2: une inégalité du type Meyer-Zheng

Lemme 5.4. Supposons (H2). Supposons que ¢€D(€) est &-quasi-continue et v=odoe M l(E).

(a) Si de plus h(v; Q) < +oo , ¢cD(¥) (domaine de £ dans Lz((x)) et 6>0 &-quasi partout.
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alors @¥ est donné par (5.11) et (5.12). et il est réversible.

(b) Dans le cas général, QY est réversible et YA>0,

oX) &X)
(5.13) Dv[s"pOStST W:—) Vv W(L > 6e)" ) < (3/A) (8(¢.¢)-T +e ')+ 3e_k.

En particulier
(5.14) 0'(o=+) = 0" OXIAM(X ) >0 sur R") = 1.

Preuve: (a) On voit facilement que (i), (ii) dans le Lemme 5.3 sont vérifiées. Comm_e
2 EV|logd] < 2/e + h(viat) < +oo
et d'aprés llinégalité de Schwarz et (5.1),
£ . 2,0 £0

j —%-; dv = j 120] ¢ dot < j (£6)°d0)" < +oo ezf -8 & = s00=1)

E E E E
la condition (iii) du Lemme 5.3 est aussi vérifiée. Donc d’aprées Lemme 3.3, 2" est donné
par (5.12). Pour montrer la réversibilité, on constate d’aprés (5.12).

1
8¥]50 = 0(X) O(X ) exp - j % (X) ds dp |0 .
] 0 I

Comme P est invariant par le retournement du temps r: D([0.11.Ey — D([0.1].E) défini
par rl(m)t=w(([—()—) d’apres (H2). @¥ lest aussi par la formule ci-dessus. Donc a¥ est

réversible.

(b) Cas 1 : sous les conditions de (a). Pour tout T>0 fixé, on considére le retournement
du temps rT((x))(t):r:(x)((T-t)—) pour t€{0.T], @eQ=D([0,T}E). Soit (M, la martingale

définie par (5.41). La découverte clé de Meyer-Zheng [MZ] se traduit ici par 1'égalité :

. o(X,) 2
(5.15) ( ({)_X—( 0) ] = M[ . M(T—t)~(rT) /MT_(,.T) )
Par conséquent
cup [ o(X,) v o(X, ) }2 < My o M(ry) Y My (rp)
ost<T L O(Xp) T 0(X) My (rr) M M)

ol

M,.= sup M, M,.=inf M .
T st 8 7T Togpxr !

Soient
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= inf { 120; M, 2 e;‘} et m

g

= inf { ©20; M, < e')‘ 3

nous avons

\Y A 1 da”

IN

>~

( hgg/\ T(Gv; IPV) +e)

(h 0(@ P)+e)
T

IN
S~

>1~..

(H@V)oT + )

£ (600007 + &™) .
Et

Y -A) _ Vv - -\
n[ My < e }-@(nST)-J{nST]MMTdP\,Se

Comme 0" est réversible, on a les méme estimations pour MT(rT) et WT(rT)
Par conséquent. nous obtenons

le membre gauche de (5.13) < EV( MT 2 e)‘) + @V( MT(rT) 2 e}‘) + DV(M

7(rp 2 )

My (rps € + V(M < ) + ¥y < )
<3e é (8(0.0)0T + ¢™') + 3 &

qui est exactement (5.13).

Cas 2: Cas général. Note que (5.14) est une conséquence immédiate de (5.13). On montre
(5.13) pour ¢ général par une procedure de passage a la limite. Prenons

+o00
v, = la version quasi continue de an(q)An) (0]

. . -A
= wn/|<\yn, y,> ot Ry = J 'P dr.

0

Alors ([MRY))

* 0, € 0D(%qn L=(a) et ¢n > 0 &-quasi partout,

* 80,0, 0 -0)k=<00,0 -¢> +60,0.0 -0 -0
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Le premier point dessus assure que Q)n vérifie toutes les conditions dans la partie (a).

D’aprés [MR], le deuxiéme point ci-dessus implique: pour tout 3>0, T=0,

(5.16) P ( sup 10,(X) - &X)| > 8) — 0,
T e[0T]

pour &-quasi-tout xeE. Fix T, A>0. On désigne par An (resp. A) I’événement associé a &,
(resp. ) dans le membre gauche de (5.13). Nous avons donc pour p~ot et pe M'( E) fixée,

(5.17) (An A A:=(An\A)U(A\An)) — 0.

P
u
Soit Vp = (1);1 do . Evidemment v,V dans la t-topologie et
Jv,) = 860, 6 ) — 86.0) = Jv).
Nous pouvons donc appliquer la Proposition 2.1. pour obtenir
v i \ e )
limsup {23°(A) - @ (A )| < limsup |2'(A) - @ (A + timsup 0 (AnAA)
N—s+oco n N—s+o0 N—+o0

v
= limsup Q n(A AA) .
n
n—s+oo
Nous vérifions que ce dernier terme est nul aussi. D’aprés le théoréme de Dunford-Pettis.

v

{d@ dp u{‘i.(;. - n21} est uniformément intégrable dans L'(IPH). Par conséquent.
v
0 "a,n4) = [

A AA
n

v
n 0
do "/dp, |#7. dB — 0.

v
d'ott la convergence @ n(An) - @V(A). Donc I'inégalité (5.13) pour ¢ résulte de celle

pour ¢n (établie dans Cas 1), lorsque n-—stoo,

Finalement la réversibilité de @' se déduit de celle de @ " et de la T-convergence. |

Etape 3 : le cas général.

Soit ((bn) la suite approchant ¢ dans D(E).- donnée dans la preuve du Lemme 5.4. Soient

v, = ¢; de , 0" =0 et N In partie martingale de ¢n(X.) - Q)n(XO) dans la décomposition
de Dynkin-Fukushima pour n21, et L" 1a martingale locale donnée par : dL’t = (1/(1)"(X_))¢11\’”.
On désigne par NYE [ME ¢n(X)£ etc les processus arretés en G , qui est le temps
d’arrét défini dans (5.2)). On fixe une probabilité p~o .
Notre idée est trés simple : il s’agit de montrer pour €>0 fixé,
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1) " 5 [E et [Ln’E - Lg] (le crochet droit) — 0 en probabilité P
sur Uintervalle du temps [0,T];

. uniformément

u

(ii) En conclure que e(Ln's) - e(LE) dans le méme sens.

Pour voir que les deux impliquent (5.7), rappelons le fait général: sur un espace
mesurable (E, B) quelconque,

(5.18) i vnzfndp.——w dans (M l( E)t) et fn—?f en mesure U, alors j;l-?)" dans L'( ).
Donc f, = dv, /i — f =dv/dy dans L'(w) et

o’ |9 = la limite dans la t-topologie de Q" Ig (Prop.2.1)

T /\o TAc

= la limite dans la t-topologie de fn(Xo) e(L dP Iga
" A,

(par le Lemme 5.4 et le théoréme d'arrét de Doob)

f{Xn) e(LE)T Llpubc?x”/\c (par (5.18) et (ii) ci-dessus)

"

G

Comme V £>0.

hoo (0P )<ho@;P)=THQ) = Te®.0) .
9T/\0‘£ % ?T v

(e(LE)T . €>0) est uniformément intégrable. En laissant €—0. on obtient (5.7) de (5.6),
(5.18) et de I’estimation a priori (5.14).
Il reste & vérifier (i) et (ii). Commencons par

619 [LM-Lf] = [, + [Lg][ -2 [ 1f),

- J t/\c d[ Nn] J t/\GE - . I[N‘D]

o 0.(X ) 0 6(x_‘._)
-2 J’A"g NP, N
0 (D ¢II(X\ )
Nous savons que
(5.20) eV - M) = €% N> = T 80,0, 6,-0) — 0.

En passant par une sous-suite, on peut supposer lPu~p.s. que,
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e sup | V], - [N¢] l -0 (par (5.20)) ;
t<T ! !

| 1 !
e sup |

i -z
<TG, 6.(X,) & (X,

| -0 (par (5.16)) .

Par conséquent par l'expression (5.19),
(5.21) sup [L™® - L] (o) = [L7® - Lflw) - 0, P Ps-
1<T
Cette convergence donne aussi la convergence uniforme sur [0,T] en probabilité (P, ) de
L€ vers [ (voir [DM. 1. p313]). Ainsi (i) est établie. Et la propriété (i) est une
conséquence de (i) (une estimation élémentaire a I'aide de (5.4b)). |
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