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LE THEQREME DES TROIS QPERATEURS

par Laurent SCHWARTZ..

INTRODUCTION ET RESUME,

Le résultat fondamental de cet article est le théoréme (V.1): SiE, F, G, H sont
de espaces de Banach, F réflexif séparable, G réflexif, H ayant la propriété de
Radon-Nikodym, si u: E» F, v: F» G, w: G- H, sont des applications linéaires
continues, u et v O-radonifiantes, w 1-sommante, et si L. est une semi-
martingale cylindrigue a valeurs dans E, i.e. une application linéaire continue
de E' dans Il'espace des semi-martingales scalaires, alors

t t t . : ; s
wvu(L) = L° "u~° v ° w se réalise comme unc semi-martingale vraie a

. - 1
valeurs dan H. Il a été démontré par Sillcyman Ustiinel () en 1980 dans le

cas particulier ou E, F, G, H sont hilbertiens, et u, v, w de Hilbert-Schmidt. J'ai
trouvé un théoréme plus général en 1981; j'ai renoncé a le publier parce que
la démonstration était trop compliquée. Peu de temps avant sa mort, Albert
Badrikian écrivit avec Ustiinel une nouvelle démonstration, bien plus simple
que la mienne et avec des idées nouvelles, de mon résultat de 1981, mais
avec des hypothéses nettement trop fortes. En étudiant leurs idées, j'ai
trouvé un théoréme cette fois-ci sans les hypothéses fortes, et améliorant
méme mon résultat de 1981, cncore avec une démonstration complétement
différente et plus simple. 1l fut publié dans le séminaire de Probabilités [2].
J'ai donc décidé d'exposer ce théoréme dans le présent Colloque en hommage
a Albert Badrikian, pour lequel j'ai toujours eu beaucoup d'estime et d'amitié.
Malheureusement la démonstration du séminaire [2] contient un erreur, qui
se répercute jusqu'au bout, de sorte que I'énoncé final est faux; j'ai écrit un
rectificatif, qui sera publié dans le prochain Séminaire de Probabilités: ce
rectificatif se borne, en 2 pages, a dire quelles substitutions doivent étre
faites dans les démonstrations du séminaire [2] pour que le théoréme final
devienne exact. Ce que je fais ici est un nouvel exposé de I'ensemble; cette
fois c'est juste, du moins je l'espére, le résultat est exactement mon théoréme
non publié de 1981, mais les démonstrations sont meilleures que toutes les
démonstrations antérieures, justes ou fausses, tout est bien qui finit bien. Par
rapport a [2] on doit ajouter les conditions: F réflexif séparable et G réflexif.
Les résultats démontrés ici sont en relation avec ceux de Bernard Maurey [1]
sur les applications p-G sommantes.

§1. PRELIMINAIRES
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Soit (Q, ¥, P) un espace probabilisé. On appelle LO(Q, %, P; F) I'espace des P-

classes d'applications P-mesurables de Q dans un espace de Banach F, muni
de sa tribu borélienne. On ne mentionnera plus, sauf cas exceptionnels,

(R, F, P) , parce que ce sera toujours le méme. Si F=R, on l'omettra. Alors

LO(Q, %, P; R) s'écrira simplement LO. En outre, on ne parlera plus des
P-classes d'applications, mais simplement des applications, étant entendu
qu'on identifiera deux applications pp. égales. On met alors sur LO(F) la
topologie de la convergence en probabilité, relativement a sa norme. Elle

n'est pas localement convexe, mais définie par les jauges ] , 0¢a<l; pour

Xe LO(F),
(L1) ], (X) = Inf { M>0; P{ XIg>M]<gal »ou KXl ()l =1 X(w) Ig-

Il est donc équivalent de dire que Jo (X) ¢ M, ou que IXIF ¢ M sauf sur un
ensemble de Q de P- mesure € a. Pour g 2a, Jﬁ N Xi converge vers 0 en

probabilité, ssi ,pour tout a, Ja (Xi) converge vers 0. L'espace LO(F) est

métrisable et complet, c'est un "Fréchet non localement convexe".

Supposons F séparable, et muni de sa tribu borélienne. On appelle variable
aléatoire X a valeurs dans F une application de Q@ dans F, P-mesurable;

Xe LO(F). Alors n— <X, WE g ( ou le deuxiéme membre est la fonction

0
w— XK(w), B F ) est une application linéaire de F' dans l'espace L~ des
fonctions réelles P-mesurables. Cette application est continue. Supposons en

effet que des n; convergent vers 0 dans F'; posons J (X)= M ; pour i assez
grand, In i'F' ¢ ¢/M, de sorte que J (X, )% p ) ¢ & et ceci quels que
soiente eta,donc<X , w; > tend vers O en probabilité. Donc un élément

de LO(F). définit un élément de £ (F'; LO) . On généralisera ainsi:
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On appelle variable aléatoire fictive ou virtuelle ou cvlindrigue a valeurs

dans le Banach E une application linéaire continue L de E' dans LO,

Led (E‘;LO): pour tout & € E', L(g) est une fonction réelle P-mesurable,

L(g) e LO,mais elle ne provient pas d'une application mesurable de Q dans E.

Nous aurons besoin de la notion d'application linéaire continue u d'un Banach

E dans un Banach F, telle que la transposée t u soit 0-décomposante. Mais on

sait que, si F est séparable, ceci est vrai ssi u est O-radonifiante (); nous

"t

dirons "u est O-radonifiante”, mais nous entendrons par la que ""u est 0-

décomposante”.
Une application linéaire continue u d'un Banach E dans un Banach F
séparable, uc £(E; F), est dite O-radonifiante si, quelle que soit la variable

aléatoire cylindrique L € £(E"; LO), I'application L ° tu ¢ $(F"; LO), L°t:
0
F'» E-» L , est une variable aléatoire vraie Q= F, L° tue LO (F), F munide

sa tribu borélienne. Si L est déja une variable aléatoire, 1. l,O( L), E séparable

muni de sa tribu borélienne, L ° tu est la variable aléatoireu° L, Q > E>» F;
on abrégera donc toujours, quelle que soit L, L° tu par u(L). Si u est 0-

radonifiante, l'application linéaire L-» u(L) de $(E" LO) dans LO(F) est
continue par le théoréme du graphe fermé. Ceci s'exprime par:

Quel que soit o, 0a<l, il existe g, 0{p<1, et C>0 fini tels que, quelle que soit
L e $(E, LO),

(12) Jo (W) CCSUP, gy g Jg (LEED-

Cetp nedépendentquedea, E, F, u,nonde, P, L.

§ 1. PROCESSUS ET PROCESSUS CYLINDRIQUES.

Soit K un compact séparable; nous aurons besoin d'un exemple pour lequel il
n'est pas métrisable; te K s'appellera un temps. Une fois pour toutes, nous
choisirons un sous-ensemble dénombrable dense K' de K. Comme toujours,
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C(K) est I'espace de Banach des fonctions réelles continues sur K, avec la
norme

(IL1) W f "C(K)z Sup {Iftl, te K} = Sup {If[,l, t'e K'}.

On sait que C(K) est séparable ssi K est métrisable. Mais le dual M(K)=C'(K),
espace des mesures de Radon sur K, est toujours séparable pour la topologie

*-faible o(M,C), car les mesures de Dirac 8., , t' K', ¥ forment un ensemble
total. On munit traditionnellement C(K) de la tribu t la moins fine pour

laquelle toutes les fonctions réelles fisf, sur C(K), te K, soient mesurables.

Alors f'—4 ft | est aussi mesurable, donc la fonction norme

fis Il f '"C(K) = Sup | lft.l, t'e K' }, est mesurable. La tribu de C(K) est sa tribu

borélienne si K est métrisable. L'espace LO(C( K) est I'espace des applications

X de Q@ dans C(K) P-mesurables pour la tribu et la norme ci-dessus de C(K).
Je ne crois pas que les mesures de Radon, formes linéaires continues sur C(K),
soient nécessairement mesurables pour sa tribu t; € sera la tribu plus
grande engendrée par le dual, sans doute v = € . Nous nous servirons
toujours ici de . Si K est métrisable, C(K) est polonais, toute suite de fonctions
sur C(K) qui sépare les points engendre sa tribu borélienne, donc t et € sont
égales a la tribu borélienne. Soit F un Banach réflexif séparable. L'espace
C(K;o(F, F')) est I'espace des applications faiblement continues de K dans F.
On le munira de la tribu t définie de la méme maniére que pour C(K), la

moins fine pour laquelle les applications f+—>ft de C(K; o(F, F')) dans F soient
mesurables. (Rappelons que les tribus borélienne et faiblement borélienne de
F coincident). Alors les fonctions réelles f — Ift Ig ,pour tout te K, sont
mesurables. L'espace C(K; ofF, F')) est muni d'une topologie naturelle, pour
laquelle des fi convergent vers O ssi ,pour tout y € F', les < fi ,n > E, F

convergent vers 0 dans C(K). Mais on ne retient pas cette topologie, et on lui
met une norme qui en fait un Banach; nous prendrons

WAl ofF, F)) = SUP {X g , te Kj=Sup { Xplg , e K'} .

(parce que la norme sur F est semi-continue inférieurement pour la topologie
faible); cette fonction réelle sur C(K; o(F, F')) est aussi - mesurable. On peut
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alors définir la topologie de L0 (C(K: o(F,F"))) par les jauges ] , définies a (1.1))

ou C(K) est remplacé par C(K; ofF, F')), muni de cetle norme.

On va remplacer les variables aléatoires vraies ou cylindriques: par des
processus vrais ou cylindriques. K jouera le role d'un intervalle de temps,
d'ou le nom de processus.

Soient F un Banach séparable, K un compactl séparable. Un processus

faiblement contlinu a valeurs dans F est une application X P-mesurable de

Q dans C(K; o(F, F')).

Un processus cylindrique continu a valeurs dans E est une application
- . 0 .

linéaire continue L de E' dans L (C(K)).L=£(E‘;LO(C(K)). Un processus X est un

processus cylindrigque, en posant L(q)=<X,q>F r pour ne F.

Une variable aléatoire est un processus si K est réduit a un point.

On voit I'intérét essentiel de la tribu © plutdt que de la tribu %: quand on dit
que X est un processus continu sur QxK, on veul dire que, pour (presque)
oul o de Q, X(w) est une fonction continue sur K, et que X est adapté (pour

une seule tribu F pour simplifier), c. a d. que X, est ¥ -mesurable; cela veut
exactement dire que X est élément de LO (Q, ¥, P; C(K)), pour la tribu « sur

C(K). On a un besoin absolu de considérer LO (Q, ¥, P; C(K)), pour les
théoréme de radonification qui seront donnés plus loin, et les inégalités (1.2).

Par ailleurs, en probabilités, on parle couramment de processus continus Lp ,

c.ad. tels que X eLp(Q, %, P; C(K)). D'ailleurs les processus Lp pourraient,
; . s 0

dans plusieurs des résultats qui suivent, remplacer les processus L , avec

utilisation de la norme p-radonifiante I1 p(u).

Théoréme (I1.2).
Soient E, F, des Banach, F réflexif séparable, K un compact séparable, u une

application O-radonifiante de E dans F. Si L: E'» LO(C(K)) est un processus

cylindrique continu a valeurs dans E, L< £ (E% LO (C(K))), alors

147
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t ' .
u(L)=L° u & (F; LO (C(K))) est un vrai processus faiblement continu a

0
valeurs dans F, u(L) e L~ (C(K;o(F, F'))), et on a les inégalités (1.2), avec les

¢

mémes constantes: C et § dépendent de o, E, F, u,nondeK, Q,P, L. !
Démonstration.

Soit te K. Alors Lt , définie par L t (&) ()= (L(¥) (m))t e R, est une application
linéaire continue de E' dans LO » Lee & (EY LO ). Par définition des
applications O-radonifiantes, u(Lt) 15 LO (F), et on a les inégalités (1.2), ou L
est remplacée par L . Plus généralement, soit T un "temps d'arrét”, c. a d.
une variable aléatoire étagée a valeurs dans K. On définit normalement Ly
par L (&) (w)= ((L(&) ((0)))T( w) € R, c’est une application linéaire continue de
E' dans LO : Ly e $(CE, LO ). Ici encore, comme u est O-radonifiante,

u( 1’1“ )e LO (F), et on a les inégalités (1.2), ou L est remplacée par l’]‘

Soit A un ensemble fini de temps d'arrét; il existe un temps d'arrét TA tel

que lu( LI,A)I F= Sup,reA lu( LT)I F - Lorsque A varie, les lu( LTA)I F forment

un ordonné filtrant croissant de variables aléatoires » 0. Elles ont donc un
SUP latticiel M, variable aléatoire réelle positive, finie ou non, qui est aussi

la limite simple d'une suite croissante d'entre eux, (| u(Lr ) IF)neN . C'est
n

aussi le SUP latticiel des lu(L, )l . . Alors les inégalités

(3) Jg(ully }CSUP, by g Ja Ly ()¢

CSUPee g, el ¢1 o (HE) <Heo

puisque L est continue. Ceci entraine par Fatou:
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(IL4) Jy (M) €CSup,, g g T (LE) <¥ee.

En particulier, M est ps. finie. Pour tout t'e K', nous ferons choix d'une
0

fonction u(Ly )=Xy € L (F) dans sa P-classe, telle que, pour tous t',o,

X (@)l < M (w) fini, ou, pour tout ne F', 1<Ky (w), n 3¢ M (w) il . Pour

fixé, I'ensemble des fonctions Xt'((") sur F' est donc équicontinu. Comme F

est réflexif séparable, son dual F' l'est aussi. Soit D' un Q-sous-espace
vectoriel dénombrable dense dans F'. D'apres la définition de L, pour tout

ke E', pour presque tout m,. la fonction t' —(L( g))[. (m) est restriction a K'
d'une fonction continue réelle sur K, donc, pour presque tout o, pour tout

n' € D', la fonction réelle t' — < X['(u)),n' > F I'est aussi; appelons
t— Xt (o,") ) son prolongement continu a K; | xt (o' ) 1 { M (o) In'l F Pour o,

t € K fixés, lorsque t' tend vers t, les Xu(w, .) équicontinues convergent
simplement vers une limite sur le sous-ensemble dense D de F', donc, par

Ascoli, sur F' tout entier, autrement dit Kp (0)n>p g @ une limite, que nous
écrirons Xt (o)), et IXt (0, I { M (o) Inl F Toujours par Ascoli, Xt (o, .) est
continue sur F', et, étant Q-linéaire sur D', est R-linéaire sur F', ou X; (w, M)

= <)(t (o), Wy o avec Xt (m)e F , et lXt (w) |F ¢ M(w). Donc nous avons
démontré que X(w)=u(L}(w) est une application de K dans F, faiblement

continue; pour tout o, u(L)(w)e C(K; o F, F')). Par ailleurs, u(I;)t appartient a
la classe u(L)t définie au début de la démonstration, donc est P-mesurable a
valeurs dans F, donc, par définition de la tribu de C(K: of F, F)),
u(L) e LO (C(K; o F, F")). Enfin les inégalités Iu(L)t (o)l ¢ M(w) montrent que
d'ot les inégalités (1.2) compte tenu de (I.4). &

111. PROCES! ADAPTES CAD ur I x Q1 intervalle compact d

149
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[Ov +oo ] .

Nous avons employé un langage probabiliste dans un cas qui ne semblait pas
probabiliste, mais nous y arrivons. Supposons que [ soit un intervalle
compact [ a, b] de [ 0, +]. (On pourrait prendre aussi un "compact
quelconque de [ 0, +0°]., mais cela compliquerait un peu les démonstrations).

L'ensemble K sera I'ensemble "dédoublé” I x {+,-}, ou on appellera t + (resp.
t_ ) le point (t,+) (resp.(t,-)); parfois on devra le garder tel quel, parfois en

retirera_ oub_ ou les deux, ou bien il y aura de petites difficultés pour t= a

ou b, ce sont des détails techniques sans importance, nous ferons comme si
elles n'existaient pas pour étre moins fastidieux. L'intervalle I dédoublé
remplacera l'espace K antérieur. Il est muni d'une structure d'ordre total
évidente. On le munira de la topologie produit; un systéme fondamental de

voisinages de t_ est celui des intervalles [ t o U Jut tandis qu'un systéme

fondamental de voisinages de t_ est celui des intervalles [v_, t_],v<t. C'est
trivialement un compact, séparable et méme séquentiellement séparable,

parce que I'ensemble des r o T rationnels, y est séquentiellement dense, ainsi

que l'ensemble des r_ , r rationnels. Et il n'est pas métrisable. Si en effet il

I'était, son carré K x K le serait; or dans ce carré le sous-espace des points
(t,t +) est discret, et il a la puissance du continu. Il existe une identification

évidente entre I'espace des fonctions continues sur K et I'espace des fonctions
cadlag sur 1, en assimilant une application f continue sur K et l'application f

cadlag sur [, définie par f( t )=f (t,). La tribu sur Cadlag (I; o F, F')) est la
plus petite pour laquelie les fonctions fis f(t) de Cadlag(l; o (F, F')) dans F,

pour tout tel, soient mesurables. Les théorémes du § II donnent alors des
théorémes évidents, en remplacant continue sur K par cadlag sur I, en se

donnanten plus une filtration (¥, ) de ¥:

Théoréme (I11.1)

Soient E, F, des Banach, F réflexif séparable, [ un intervalle compact de
0
[0,+00], u une application O0-radonifiante de E dans F. Si L: E» L (Cadlag(l))

est un processus cylindrique adapté cadlag a valeurs dans E,
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L e &£ (E';Cadlag(l)), alors u(L) =L ° tu e £ (F'; Cadlag(l)),est un vrai

processus adapté faiblement (ou scalairement) cadlag a valeurs dans F,
u(l) « LO (Cadlag(l); o(F, F')), et on a les inégalités (1.2), avec lgs mémes

constantes.

Démonstration.

La seule chose a démontrer est relative a 1a filtration. L'application L sera

(cylindriquement) adaptée si, pour tout t, et tout g, L(Ig)t est F t -mesurable;
a fortiori. (L(tu (r|))t pour tout t et tout n ¢ F'. D'aprés la définition des
application radonifiantes, si L est cylindriquement adaptée , u(ly) est

‘371 - mesurable , donc le processus u(L) est adapté faiblement cadlag.

§ IV.TENSORISATION PAR UN BANACH V, L'ESPACE V ¢ ofF, F')

3
Pour V et ¢ espaces localement convexes, V ¢ & (") est I'ensemble des

applications linéaires continues de o(®,' ®) dans oV, V') , qui en outre
transforment toute partie équicontinue de ¢' en une partie relativement
compacte de V; V et & jouent des roles symétriques, V¢ & = & ¢ V par
transposition.. Ce sont des formes bilinéaires sur V'x®’, et la topologie de
V € & est celle de la convergence uniforme sur les produits de parties
équicontinues de V' et @'. 1l est complet (resp. quasi-complet) si V et & le
sont. Si V ou @ a la propriété d'approximation équicontinue, V® & est
strictement dense dans V & &; si alors, comme on aura a l'utiliser dans la

n
suite, V et & sont en outre quasi-complets, V e ® est le quasi-complété V ®, ®

de V®€<b. Nous prendrons V Banach et & =o(F, F'), F Banach réflexif

séparable. Alors la deuxiéme condition de la définition de V ¢ & est
automatiquement vérifiée; en effet, une partie équicontinue du dual F' de
o(F, F') est une partie relativement compacte de dimension finie de F', son
image est une partie relativement faiblement compacte de V, de dimension
finie donc relativement compacte. Donc

Veo( FF)=& (o (F,F);0(V, V")) =& (o (V', V) ; ofF,F)).

151
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La boule unité de F est faiblement compacte, donc faiblement compléte, donc
o(F, F') est quasi-complet, et V est complet, donc V ¢ o F,F') est quasi-

n
complet, et égala V® ¢ O(F, F)si Vala propriété d"approximation métrique.

La tribu qu'on prendra sur V est la moins fine qui rende mesurables les
fonctions définies par les éléments du dual V', formes linéaires continues sur
V. C'est sa tribu ¥, suivant les notations des § [ et II; étant donné la
généralité de V, il n'y a pas de tribu * naturelle. La norme sur V est alors
mesurable sur V, si la boule unité de V' est *-faiblement séparable, car,

pour veV, | v ly =Sup{! &' v>I, vieV', | v! 'V' ¢1}. La tribu qu'on prendra

surV ¢ ¢ est la moins fine qui rende mesurables les fonctions réelles

f—=<f,(v')n) N ¢ @ V'x ¢ bour ve Viy e ', ou encore les applications

fie v P> V-aR de Ve ofF, F') dans o (F', F )'=F, pour v' € V'. La norme
qu'on mettra ici sur V & & n'est pas celle qui donnera sa, topologie «
habituelle; comme antérieurement, c'est, pour &= o(F, F'), [cd:

Mg =Sup {IKf, (v, n) > v e V', IVIg 1, ne o' Inig 1} =

Supflv* IF ;vie VL IVIEC 1}; Ved devient un Banach.

Il est connu que, si V est un espace localement convexe quasi-complet, K un

compact, I'espace vectoriel topologique C(K; #) des applications continues de
n

K dans & est exactement C(K) & ¢, donc C(K)®€ $, avec sa topologie = parce

que C(K) a la propriété d'approximation métrique. En effet, I'espace C(K) ® &
est I'espace des fonctions continues de rang fini de K dans ¢, ct la topologie

®E est celle de la convergence uniforme sur K dans I'espace C(K; ®); celui-ci
est quasi-completet C(K) ® F y est strictement dense, donc l'espace C(K; ®)

. n 4
est bien le quasi-complété C(K)@E D)

En outre, la norme que nous utilisons ici est celle des théoréemes antérieurs.
Par contre la tribu n'est pas la méme; c'était v dans C(K), c'est ici € pour V.

n
Donc, dans les théorémes précédents, on peut écrire C(K) ® of(E,F') et
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n
Cadlag(l) ®, o FF') au lieu de C(K; ofF, F')) et Cadlag(L:o(F, F')), a condition

de garder la tribu . .
1l est donc naturel de généraliser les théorémes de II et [Il comme suit.

Théoréme (IV.1).

Soient E, F, V des Banach, F réflexif séparable muni de sa tribu borélienne, V
muni de la tribu € engendrée par son dual V', V'a boule unité *-faiblement

séparable, et L € $( E%; LO (V)). Si u: E »F est O-radonifiante, alors

n
u(lL) € LO(V ¢ o(F.F)), et LO (V®, o(F,F')) si V a la propriété

d'approximation métrique, et on a les inégalités (I1.4), avec les mémes
constantes, ou C et  ne dépendentquede E, F,uetnonde «,V,L. SiVouF

est de dimension finie, Ve o( F, F') =V @8 F, avec sa tribu et sa norme.

Démonstration..

L'espace V est le sous-espace fermé de l'espace C(B'*) des fonctions continues

sur la boule unité B' de V' munie de la topologie *-faible, qui sont restrictions

de formes linéaires sur V', ce qui se traduit par des égalités algébriques

évidentes. 1a tribu % de V est induite par la tribu v de C(BR'*). Le théoréme
0

(11.2) appliqué a K=B"* dit que L < £(E;L (V)) donc :ﬁ(E';LO(C(B'*)))entraine

Al

u(L) = X = LO(C(B'*); ofF, F'))). Mais, pour tout n e F', ps.
0
X, n > =L( tu(y)) € L7(V): si, comme toujours, D' est un ensemble

dénombrable dense dans F', ps. pour tout n' £ F', X, n' > eLO(V): on peut

remplacer ps. par sirement, X(w), y' >< V. Mais, par (Il.5), pour tout m, si
n' € D' converge (en norme) vers n < F', X(w), ' >converge vers X(w), n >
dans C(B") par (IL.5); puisque X(w), y'>< V fermé dans C(B"™), X(w),n>eV

aussi pour tout n € F'. En outre, si n; converge vers 0 dans oF', F),<X(m),r|i >

converge simplement vers O sur B'*, donc simplement sur V', , c. a d.
converge vers 0 dans o(V,V'), ce qui signifie que X(w) € V & o(F,F'). En outre, X
est mesurable quand on munit cet espace de la tribu déduite de la tribu tde
C(B'*), ou de la tribu € de V; et la norme de C(B'*) & o(F, F') induit celle de
Ve.of,F). ¢
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Le corollaire suivant montre que la différence probable entre les tribus + et
®, indiquée au § II, ne joue pas pour la radonification:

Corollaire (IV.2). .

Dans le théoréme (I1.2) et au § I, le méme résultat subsiste si on remplace
la tribu = de C(K) ou Cadlag(I) par la tribu €.

Démonstration.

Dans la démonstration du théoréme (IV.1), on a pris V comme sous-espace
fermé de C(B™), et appliqué le théoréme (II.2); il suffit maintenant au
contraire de prendre V=C(K) et d'appliquer le théoréme (IV.1), avec V'=M(K).
Le présent corollaire n'est ni plus ni moins fort que le théoréme (I1.2), car
I'un prend r ou T a la fois pour Cadlag(l) et pour Cadlag(L; oF, F')).

§v. PROCESSUS ET PROCESSUS CYLINDRIQUES ADAPTES CADLAG A
VARIATION FINIE.

Revenons a la situation du § IfI, ou K est remplacé par un intervalle
compact I = [a,b] de [0, +o0 1. Alors V(I) sera I'espace vectoriel des fonctions
réelles cadlag a variation finie sur I. Sa norme est la norme-variation usuelle:
pour feV(l),

Sup sur toutes les sudivisions finies A= (lO I ST ,...) de 1,

a gty €ty gt g b; c'est la limite d'une suite croissante, ou le pas de A

tend vers 0. On a une définition et des propriétés analogues pour l'espace des
fonctions cadlag a variation finie & valeurs dans un Banach F, ainsi que pour

sa norme, en remplacant V(1) par V(LF), 1.1 parl. |F R)4 'V(l) par X Ilv([. F)
.Si F est un Banach réflexif séparable, V( I: o(F, F') sera l'espace des fonctions
faiblement (ou scalairement) cadlag a variation finie a valeurs dans F, avec
la norme suivante, qui en fait un Banach: pour fe V(I; o (F,F")),

(V.l ) Hf V(I; O(F,F'))= Squ]EF‘.h‘]IF Q |<X,Y]>lv(l)= Supnvev ’

D' dénombrable dense dans F'.
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On voit que V(I)( resp. V(I; o(F, F'))) est un sous-espace de Cadlag(l)
(resp. Cadlag(l; oF, F'))), avec une norme plus grande. On lui mettra la tribu «
induite par celle de Cadlag(l); elle rend la norme mesurable.

La tribu ¥ est trés peu intéressante parce que le dual de V(I) es"t barbare:

V(I) est isométrique (par l'intégrale de Stieltjes) a l'espace M(I) des mesures
de Radon sur [, dual de C(I); le dual de V(I) est donc le dual de M(I) ou
bidual de C(I). On sait toutefois que tous ceux-ci ont la propriété
d'approximation métrique.

Soient E, F des Banach, F réflexif séparable, [ un intervalle compact de [0+ ],
Q, ¥, P comme antérieurement. Un processus X faiblement "cadlag a
variation finie" a valeurs dans F est une application mesurable de Q dans

V(I; ofF, F), X e L (V(I: o (E. ).

Un processus ¢ylindrigue L faiblement "cadlag a variation finie" a valeurs

0
dans un Banach E est une application linéaire continue de E' dans L~ (V(l)),

oulLe$ (E; LO (V())).

Théoreme (V.2).

Soient E, F, des Banach, F réflexif séparable et u un application O-radonifiante

de E dans F. Si L est un processus cylindrique cadlag a variation finie a

0
valeurs dans E, Lef (E'; 1. (V(I)), u(L)) est un vrai processus faiblement

cadlag a variation finie a valeurs dans F, u(L) € L~ (V(]; o(F, F'))), eton a
toujours les inégalités (Il.4) avec les mémes constantes, , ou C et § ne
dépendent que de E, F, u, o, non de @, P, I, L. Si L est adapté, u(L) est
adapté.

Démonstration.

L'espace de Banach V(I) a la boule de son dual *-faiblement séparable; en
effet, V(I) est isométrique a I'espace M(I) des mesures de Raden sur I (ne
pas confondre I et I'intervalle dédoublé K!), c. a d. au dual de I'espace C(I) des
fonctions continues; C(I) est séparable, et sa boule unité est
*-faiblement dense dans celle de V'(I) = M'(I)=C*'(I). On peut donc lui
appliquer le théoréme (IV.1), en le prenant comme espace V. 1l nous suffit
donc de montrer que V(I) ¢ ofF, F') est V(I; ofFF')). La démonstration,

triviale , est la méme qu'au § IV pour C(K) au lieu de V(I). L'espace
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V(I) ® ofF, F') est I'espace des applications ¢ faiblement cadlag a variation
finie et de rang fini de I dans F. Sa topologie ® ¢ est celle de la convergence

des <¢, n>dans V(I), pour tout ndans. F', c. a d. la topologie induite par la
topologie usuelle de V( I; of F, F'); ce dernier espace est quasi-complet parce
que o(F, F') I'est et que V(I) est un Banach; enfin V(l)'® of F, F') y est
strictement dense parce que V(I) a la propriété d'approximation métrique.

n
On a donc bien V( I; o (F, F')) = V(I) ®e o( F, F') . Les tribus et les normes

choisies dans ces deux espaces sont les mémes. Le théoréme (V.2) est ainsi
démontré par le théoréme (4.1), mais en_définissant les tribus de V() et
V(I ofF, F)) comme les tribus © engendrées par le dual affreux. de V(I),
puisqu'il en est ainsi dans le théoréme (IV.1). Ce n'est pas ce qu'il nous faut.
On doit procéder autrement, par passage du fini a I'infini.

Tout d'abord on sait déja que u(L) est un processus vrai adapté faiblement
cadlag, a cause du théoréme (I1.2). La tribu « de V(I) est induite par celle de

Cadlag(1). Il reste seulement a voir les propriétés relatives a la variation finie
avec la mesurabilité définie par la tribu ¥ de V(1). . Une subdivision A définit,

pour toute fonction f sur I, une restriction fA a A. On peut, dans énoncé du

théoreéme (IV.1), remplacer I par A (avec la continuité en moins puisque A
est discret), et dans I'énoncé du théoréme (V.2), V(I) par V(A), L par

Ly £(E'5V(A)), u(l) par

u(l,) e LO (V(A; o(F, F'))) = LO (V(A) e o(F, F')) = LO (V(a) ®, F)

parce que V(A) est de dimension finie.
Et le théoréme est valable avec v=%= tribu borélienne de V(A). On obtient
I'inégalité:

g (ECCSUP L b g o LaONCSUP L gy ) g (L)<

Il reste a prendre le Sup croissant du premier membre pour des
raffinements de plus en plus fins de A ou le pas de la subdivision tend vers

0, et I'on obtient Jﬁ (u(L)) Cette fois la mesurabilité est relative a la tribu « de
V().

§ VI. LE THHIEOREME DES TROIS OPERATEURS.
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On va manipuler maintenant des processus et processus cylindriques d'une
nature bien plus compliquée , parce que non définie par des Lo (.).SoitH un
Banach.

On appelle PM(H) l'espace des (P-classes de) semi-martingales sur
QF, (¥ t ),P) a valeurs dans H; une semi-martingale X est une somme

(d'une infinité de maniéres) d'un processus adapté cadlag a variation finie et
d'une martingale locale cadlag. On écrit simplement £M, si H = R; c'est un
"Fréchet non localement convexe" pour la topologie définie par Emery. On
appelle semi-martingale fictive ou virtuelle ou cylindrique a valeurs dans un
Banach E, une application linéaire continue L de E' dans &M,
L= £ (E'; £ M). Le résultat essentiel de cet article est le théoréme suivant:

Théoréme (VI.1) (théoréme des trois opérateurs).

Soient E, F, G, H des Banach, F réflexif séparable, G réflexif, et des
applications linéaires continues u: E » F O-radonifiante, v: F» G
O-radonifiante, w: G » H 1-sommante. Si L est une semi-martingale
cylindrique a valeurs dans E, Le £ (E'; #M.), wvu(L) est une semi-martingale
locale a valeurs dans H, et une semi-martingale si H a la propriété de
Radon-Nikodym (en particulier s'il est réflexif), wvu(L) M. (H).

Démonstration.
(VI.1.1) D'abord L est cylindrique adaptée cadlag, donc d'aprés le § I,
X=u(L) est un processus faiblement adapté cadlag. Posons

Ty-

Tk =Inf {tel; IXt lF >k } : c'est un temps d'arrét, et | X IF ¢ k

Les Tk tendent stationnairement vers b=Sup I, lorsque k tend vers +e .

(V.1.2) Nous appellerons Y le processus borné )(Tk~ ; il dépend de k, que
nous omettons pour des raisons de simplicité. Il est scalairement une semi-

. \ . S .
martingale bornée donc a sauts bornés. On note .‘.P.M,b( ) l'espace des semi-
martingales a sauts bornés, avec la topologie suivante: Z; converge vers 0
dans £ M, ssi il converge vers 0 dans £ M. ct si le Sup.ess. des modules des

sauts ,Sup.ess.| A7i lF , converge vers 0. Ces semi-martingales sont spéciales,
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ré
en outre leur espace est la somme directe topologique éf’M.a =V g ® Mb;

pré

Ve est le sous-espace de V(I) formé des processus prévisibles a sauts

bornés, il est fermé dans £ M, , sa topologie est évidente, et c'est en fait la

topologie induite par éﬂ"JVL(s ; ‘M“b est I'espace des martingales locales a sauts
bornés, nulles au temps initial, il a une topologie que nous ne donnerons pas
ici, il est fermé dans £ M , et c'est encore la topologie induitc par $M,.
Donc, pour touty € F, )

A m>=Wm+M@, WmeTy  MmeM,.

Nous avons remplacé " Y bornée” par "Y a sauts bornés”; ¢'cst apparecmment
unc perte, mais il n'en est rien, car de toute fagon W(y) ¢t M (y) sont
seulement a sauts bornés, non nécessairement bornées.

Etant donné que n — <&, n > est linéaire continue de F' dans

FMy = W(y) ety = M(n) sont linéaires continues de F' respectivement

ré
dans V g et Mb . Mais on n'a la que des processus cylindriques W et M, et

non des processus, alors que Y était un processus; cela vient de ce que Y
n'était pas une semi-martingale, mais seulement scalairement une semi-
martingale. Donc on semble avoir perdu le bénéfice de la transformation par
u; mais cette transformation a permis de faire intervenir le temps d'arrét

Tk , donc d'obtenir W et M.

(VI.1.3). Etudions d'abord v(M) € £ (F';,«M,é). En particulier Me &£ (F'; Cadlag

(I)), dong, par le § II, v(M) est un vrai processus faiblement adapté cadlag a
valeurs dans G, et bien sur scalairement martingale locale a sauts bornés. .
Pour appliquer le § 11, on devrait supposer G séparable, ce qui n'a pas été
fait dans I'énoncé du théoréme des trois opérateurs. Mais F est séparable,

donc v(F) est contenu dans un sous-Banach réflexif séparable GO de G. On sait
que viF - GO est encore O-radonifiante de F dans GO (6), ce qui permet de
remplacer G par G , ou encore de supposer G réflexif séparable, donc on a

bien le droit d'appliquer le § 1.
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Puisque v(M) : G' » M, est linéaire continue, I'image de la boule unité de G’

est bornée dans M, , donc il existe une constante 83 0 telle que, pour tout ¢

de la boule unité de G', ps. les modules des sauts de <v(M), ¢ >soient majorés
par 6. Soit D' un sous-ensemble dénombrable dense dans G'; pour presque
tout m, pour tout ¢' de la boule unité de D', les modules des sauts de
(M) (w), ' > sont majoré par 3, et on peut supposer que c'est vrai pour tout
o . Mais, pour tout o, v(M) (w) est bornée puisque faiblement cadlag,, donc,
lorsque ¢' tend vers ¢ dans la boule unité de G', <v(M) (w), ¢' > converge
uniformément vers <v(M)(w), >, donc les modules des sauts de <v(M)(w),
> sont majorés par 6. Finalement les sauts de v(M) sont essentiellement
bornés. Mais v(M) est prélocalement bornée, comme tout processus cadlag, et
a sauts bornés, elle est donc localement bornée. Un temps d'arrét qui la rend
bornée, et scalairement martingale locale, la rend scalairement martingale,
donc martingale, et scalairement cadlag donc cadlag; donc v(M) est une
martingale locale cadlag, et il en est de méme de wv(M).

(VL.1.4) Etudions maintenant v(W). C'est un processus, adapté scalairement
prévisible a variation finie cadlag. Comme G est séparable, il est vraiment
prévisible. Posons f=v(W)(w). Reprenons une subdivision A du § v,

tp=a <t; ...<t, ; =b. Restreinte a A, f devient une fonction f, , scalairement
a variation finie mais de rang fini; sa norme dans VA e o(G, G') est sa norme
dans V,®, G. Appelons f*A la fonction sur {0, 1, 2, ..., n-1} définie par:
f*A(-O)=f(a); F*A(l)=f( 1) -ty f"A(i)=f(ti )- f(ti-1);...t“'A(n-1)=f(b)~f(tn_2).
= 1 * ' . -
Alors lfAIVA®8G If* A |ln®gG , norme de f A dans I'espace des n-suites
scalairement l1 de G. Comme w est 1-sommante, elle transforme les suites

1 1
scalairement | en suites 1", et, si "l(w) est la normel-sommante de w:

IwW(F*) o 11[11 (H) ¢ry(w) I, II:]@EG.ou encore
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WDy gy ¢ gy @ G-

En prenant dans les deux membres le Sup. pour toutes les subdivisions A, on
trouve:

Iw(f) 'V(l; H) $™1 (w) IflV(l) e oG, G

Alors, puisque f=v(W)(w) est scalairement a variation finie, wf=wv(W) (o) est
A variation finie. Une fonction 2 variation finie est réglée; si elle est
scalairement cadlag, elle est cadlag. On a donc maintenant montré que
wv(W)) est un processus adapté a variation finie cadlag, a valeurs dans H.

(V.1.5) En combinant (V.1.3) et (V.1.4), on voit que le processus wvu(L)Tk'

est une semi-martingale a valeurs dans H. Il est de méme de wvu(L)Tk . Le

processus wvu(L) est donc, comme annoncé, une semi-martingale locale. Il a
fallu, pour y arriver, 3 opérateurs! Si maintenant H a la propriété de Radon-
Nikodym, il est connu implicitement qu' une semi-martingale locale a valeurs
dans H est une semi-martingale. Mais je ne connais pas de référence de cette
propriété, tres probablement démontrée par Catherine Doléans-Dade. Je ne la
démontre pas ici, car elle est dans mon article du séminaire [2] .

Corollaire (V1.2) (Ustiinel)

Si E, F, G, H sont des espaces hilbertiens, et w:E = F, v:F> G, w:G> H, des
opérateurs de Hilbert-Schmidt, wvu transforme toute semi-martingale
cylindrique a valeurs dans E en une semi-martingale vraie a valeurs dan H.

-

Corollaire (V.3)(Ustiinel).( ).

Si E est un espace de Fréchet nucléaire, toute semi-martingale cylindrique L.
a valeurs dans E cst une scmi-martingale, ct méme a valeurs dans un sous-
espace hilbertien de E.
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19
J'ai moi-méme appliqué le théoréme d'Ustiinel a 1'étude des semi-

00
martingales a valeurs dans un espace C  (U;V), ou U,V sont des variétés (=

de dimensions finies. (8),

Ce qui est un peu vexant dans le théoréme général des trois opérateurs, c'est
qu'il est finalement assez difficile, et que je n'en connais aucune application
qui ne soit pas une application du cas particulier d'Ustiinel.
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