ALIBENHISSI
La cloture algébrique du corps des séries formelles

Annales mathématiques Blaise Pascal, tome 2,1n°2 (1995), p. 1-14
<http://www.numdam.org/item?id=AMBP_1995 2 2 1 0>

© Annales mathématiques Blaise Pascal, 1995, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales mathématiques Blaise Pascal » (http:
//math.univ-bpclermont.fr/ambp/) implique I’accord avec les conditions géné-
rales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AMBP_1995__2_2_1_0
http://math.univ-bpclermont.fr/ambp/
http://math.univ-bpclermont.fr/ambp/
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Math. Blaise Pascal, Vol. 2, N° 2, 1995, pp.1-14

LA CLOTURE ALGEBRIQUE DU CORPS DES SERIES FORMELLES

Ali Benhissi

§ 0 . Introduction :

Soient K un corps commutatif et K((T)) le corps des séries formelles .

Si K est de caractéristique nulle , le théoréme de Puiseux, lorsque K est algébriquement clos et
un résultat démontré par P . Ribenboim et L . Van Den Dries (8] dans le cas général , donnent
une description simple de la cl6ture algébrique de K((T)) .

Dans [5] et [6] , F.J. Rayner généralise le théoréme de Puiseux pour le corps des séries
formelles généralisées et étudie le cas de plusieurs variables. Le lecteur trouve dans I'exposé de
B.Diarra [4] , des démonstrations détaillées des résultats de Rayner , illustrés par des
exemples.

L'objet de ce travail est la construction d'une clture algébrique K((T)) de K((T)) lorsque
K est de caractéristique p non nulle .Supposons pour simplifier que K est algébriquement clos.

On met en évidence certains corps algébriquement clos contenant K((T)) a savoir K((T Q)) et

K((TQ‘p)). Mais ces corps contiennent des éléments transcendants sur K((T)) .
On montre que cette cloture dépend uniquement de la décomposition de certains
1

polyndmes de la forme : XP - X -a, et qu'elle peut étre obtenue 2 partir de K((T ™)) comme
limite d'une suite strictement croissante d'extensions galoisiennes construites I'une 2 partir de

l'autre par adjonction des racines des polyndmes du type précédent .On démontre que les corps

K({(T)) et K((TQ)) sont isomorphes et que K((T)) et K sont aussi isomorphes dés que
K% =IKI.

Par construction de séries de K((T Q.p )) algébriques sur K((T)) et d'autres séries
transcendantes sur K((T)) et ayant mémes supports que les précédentes , on montre que
K((T)) ne peut pas s'exprimer uniquement en termes de support , qu'un analogue du théoréme
de Puiseux ne peut pas exister lorsque la caractéristique de K est non nulle et qu'il n'existe pas

de description simple de K((T)) .
On s'est efforcé d'illustrer notre travail de nombreux exemples .

§1 .Préliminaires :

Si K est un corps , on désigne par K((TQ)) le corps des séries formelles a supports

bien ordonnés dans @ . Si K est algébriquement clos , il en est de méme de K((T Q)) .
1 1
On distingue en particulier le corps K(( T = )) = U K(( T ")) des séries de Puiseux .
1 1 1

Ona: K(( T; )) = K{(T)) ( T: ) . Ce qui montre que K(( T: )) est une extension algébrique
de K((T)) .

1

En caractéristique p non nulle , le corps K(( T * )) n'est pas algébriquement clos , comme le
montre les exemples suivants .
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1.1. Exemples :

a) La série : TP  satisfait 'équation: f*" - f-T'=0,(ne N*).

I
S8

—

-n n

T ™' satisfait I'équation: f*-f- T™ =0,(mne N').

I
.MB

—

b) La série : f

c)Lasérie: Y, T!-P" satisfait I'équation : " - TP ' f- 1 =0 .
i

n+1l >

d)Pourne N , onpose:p, = Fp_‘l)—;,:l;r , la série : f = 20‘, 1" TP vérifie

'équation: P+ Tf-T=0.

1.2.Lemme :
Si L/K est une extension de degré fini , alors [ L((T)): K(M)] = [L:K].

Démonstration :
Une base du K-espace vectoriel L est aussi une base du K((T)) -espace vectoriel L((T)).

1.3. Lemme :

Soit (K,v) un corps valué hensélien , de corps résiduel A algébriquement clos et de méme
caractéristique que K , et de groupe de valeurs G divisible .
Alors toute extension finie de K est de degré égal  une puissance de I'exposant caractéristique
pdeK (ouA).
En particulier , si K est de caractéristique nulle , il est alors algébriquement clos .

Démonstration :
Soit M une extension finie de K .

Sip=1, alors K est de caractéristique nulle et I'extension M/K est séparable .

Sip# 1, alors il existe un sous-corps N de M contenant K tel que : I'extension N/K soit
séparable et l'extension M/N soit purement inséparable . L'extension M/N est de degré égal a
une puissance de p . Il suffit donc de montrer la propriété pour I'extension N/K .

On se ramene ainsi a une extension séparable qu'on note M/K . Soit L la cléture galoisienne de
cette extension . Il suffit de montrer la propriété pour l'extension L/K . Posons [L:K] = n .

Soient v un prolongement quelconque de v a L, A son corps résiduel , G son groupe de

~

valeurs et g le nombre de prolongements non équivalentsde va L. Posons: f=[ A:A] et
e=][ G:G 1. D'aprés [11] cor. du th . 25 page 78 , le produit efg divise n et le quotient n/efg
est une puissance de p . Comme (K,v) est hensélien : g = 1, comme A est algébriquement
clos : f = 1 et comme G est divisible alors : € = 1 .D'oi1 le résultat .

1.4 . Remarque :

Le lemme est encore vrai si on remplace I'hypothése : A algébriquement clos par toute
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extension finie de A est de degré égal a une puissancede p .

§ 2 . Exemples :
Dans [5] , Rayner a montré que si K est un corps algébriquement clos de caractéristique p

non nulle, alors il existe dans K((TQ)) un sous-corps propre algébriquement clos contenant

K(T)).
Ce corps est noté K((TQ'P)) et est formé par les séries formelles de la forme :

f(T):Zau T ™™ ,oﬁmeN‘,nue N,s, e 2.
ve@

Remarquons que les exemples 1.1 appartiennent 3 K((TQ' 7).

2.1.Proposition (D.STEFANESCU [9]et[10]):

*
Soient K un corps commutatif de caractéristique p non nulle,, se 2. tels que

°0 s

sp)=1.ipc Z.me N etf= Y, aT™ une série de K(TP) .

iti,

Alors f est algébrique sur K((T)) si et seulement si il existe n € N tel que le systéme linéaire
homogene a (n+1) indéterminées et une infinité d'équations :

n
Zo afl, Y, =0, i2max(l,ij) ()
1:

admette au moins une solution non triviale dans K .

2.2 . Exemples :
Soit K un corps commutatif de caractéristique p non nulle . On va construire a I'aide de

cette proposition , des séries de K((T Q‘P)) transcendantes sur K((T)) .
Soient s dans Z. et m dans N* .
1) Soient v une application strictement croissante de N dans N telle que :
im (v()-v@-1))=+ccet (av(i)) ;e Nune suite d'éléments non nuls de K .

i=p+o00

oo s
Alors la série : f(T) = Z aq T ™" de K((T Q P)) est transcendante sur K((T)) .
i:o

oo s
En effet : on peut mettre f(T) sous la forme : f(T) = 2 a T mp'  avec a,=0siie v(N).
ito

Supposons que f(T) soit algébrique sur K((T)) .
Alors il existe n dans N* tel que le systéme : Z af), Y, =0 (ie N*) (%)
t:o

de la proposition précédente, admette une solution non trivialedans K : Y,=¢4, ..., Y, =¢

n
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On peut supposer que ¢, n'est pas nul .

Comme : lim (v(i) - v(i-1)) = +oo , il existe m dans N* tel que : n < v(m) - v(m-1) .
On pose : i = v(m) - n : entier naturel non nul .

Ona:v(im-1) <vim)-n=i<i+l <..<i+n-1<i+n=v(m).
Donc:a,=a;,,=..=a,  =0,alorsque :a, = 4y N'est pas nul .

" -t "
Le systéme (*)donne : Oc, + ... + 07" ¢, + aP; ¢ =0 ,ouencore: af ¢, =0,

ce qui n'est pas possible . Donc f(T) est transcendante sur K((T)) .
Donnons les exemples suivants :

S

- ]
@ v(i) =qil ob ge N* :f(T)= Y, ayT™"
i:0

o s

Byvd =i obr22:fT)= Y, a, T
i:0

oo s

Vv =r o r22: f(T) = > a, T™"

i:0
L'exemple o) généralise le lemme 1.1. a) de [9].
Remarquons que les hypothéses sur v peuvent étre affaiblies de la fagon suivante : v est une
application strictement croissante de N dans N telle que :

Pour tout n dans N . il existe m dans N vérifiant : n < v(m) - v(m-1) .(i.e. (v(i) ) ;. admet
une sous-suite extraite notée (v(m,) ),y Vérifiant : lim (v(m, ) - v(m; |) ) = +eo ).
2) Soient k un corps commutatif de caractéristique p non nulle , (X;),. 5 une suite

d'indéterminées sur k et K une cléture algébrique de k (X,),.  : corps des fractions rationnelles
en ces indéterminées sur k .

Alors la série : f(T) = 3, X; T ™ de K((T ®P)) est transcendante sur K((T)) .
i
En effet : supposons que f(T) soit algébrique sur K((T)) .

Alors il existe n dans N tel que le systéme : Z XP Y, =0 (ie N*) (%)
t:0

1+t

3 une infinité d'équations et un nombre fini : Y, , ... , Y, d'inconnues admette une solution non
triviale dans K .
Prenons successivement les indices :i=1,i=n+2,i=2n+3,...,i= n+n+l .

On passe d'une valeur a l'autre en ajoutant n+1 .
On obtient le sous-systéme de () formé de (n+1) équations et (n+1) inconnues: Yy , ... ,Y .

Ce systeme doit admettre une solution non triviale dans K .
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X,Y, + X8Y, Freereererennnns +XPY, =0
X2 YorX2, Y,  +veeeei, +X8 Y, =0
Xone3 YotrX8ma Y +eeoeonerannnn. +X8 .Y, =0
Xorone Yo+ XPu, oY 4o, +XP2 one Ya=0

On remarque que dans ce syst¢me , chacune des indéterminées X; apparait au plus une fois.Son

déterminant est alors non nul. Il admet donc uniquement la solution triviale .D'ot la
contradiction .

3) Soit (a;) ;. e une suite d'éléments de K algébriquement indépendants sur ]Fp.

o H
Alors la série f(T) = Z a T ™' de K(T Q"’)) est transcendante sur K((T)) .
it
- n
(] *
En effet : sinon, il existe n dans N tel que le systeme: Z al, Y =0 (ieN)
t:0
admette une solution non triviale dans K .
Comme dans I'exemple précédent , on sélectionne les indices suivants :

i=1;i=n+2;i=2n+3;...;i=n2+n+1.

On forme le sous-systéme de (x) 2 (n+1) équations et (n+1) inconnues :

a,Y, + aby, Frrerrrerarenenaens +af Y, =0

an*2Yo+a§¢3 Yl B PPN +agn*2Yn =0

azn*a Yo+a§n’,4Yl R OO +agn+3 Yn =0
P p" =

Q00 Yot a0, oY e +aP: 5041 Ya=0

On considére ensuite le polyndme a (n2+2n+1) indéterminées suivants :

X, XS XP,
Xz XPagioooooeeaennes XE.,
Xones  XBogeenreeerueeannns Xe,

P(Xl, .... s xnh»zm-]) 2n+3 gn 4 gn 3
Xn’+n+l an,n,z .................... Xn:.z,,,l

C'est un polynéme 2 coefficients dans ]Fp Il n'est pas nul car chacune des indéterminées

X;,1<i< n’+2n+ 1) apparait une fois et une seule .
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Le déterminant du systeme précédent est égal 2 P(@a, ., ..., a,:,,,,,) . Il n'est pas nul car les a;
sont algébriquement indépendants sur IF P

Ce systeéme admet donc l'unique solution triviale .D'ol la contradiction .

4) Soit x un élément non nul de K . Alors la série f(T) = Z x T.';';T de
il

K({T Q'p)) , est algébrique sur K((T)) si et seulement si x est algébrique sur le .

Supposons x algébrique sur F p- Le corps le (x) est alors fini .

Iexiste ndans N telque: x" = 1 .

hod = n o o s.
Ona: f(T) = 2 xi Tmpi = z 2 x]nﬂ Tmpno-
il i:1 j:0
ln e I, J n - s
= Z xl 2 Tmpp'i = 2 xl( 2 Tmp.,' )P“
sl j:0 il j-0

On considére la série : g(T)= 3, T™" de K(T ¥M).Ona:f(M = Y, xi(a(T))"".
j:0 il
spl
La série g(T) est racine du polynéme : XP"- X -T ™ . Elle est donc algébrique sur
1
le(( T™)) puis sur IFP((T)) . Ainsi f(T) est algébrique sur le((T)) , donc sur K((T)) .

Inversement, supposons f(T) algébrique sur K((T)) .1l existe n dans N * tel que le systéme :

n
2 x +0p' Y, =0 (ie N*) (x) , admette une solution non triviale dans K .
t:0

Regardons le sous-syst¢me des (n+1) premiéres équations: i=1;2;..;n+l.

XY, + x®Y, +x*' Y, Frorererereernnens +x ™y =0
x2Y+xPY + x %’ Y, e +x ™Y =0
X3Y o +xPY 4P Y, AxOPY o0

XY o+ x™IPY ax ORTY 4 +x Oy =0

Soit X une indéterminée sur F p- On considere le polyndme P(X) de IF p[X] suivant :

X X X® X @+ "
X? X3 X% X @+2p"
X3 X )(SPz x(n+3)p"

px)=| > X XF
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1 1 ) R 1
X XP XP o XP*
2 2 2p? 208
X 142p+3p* 4.+ (a+ p” X X XP ... X2
X" X X" X"

Xl+2p+3p’+...+(n+l)p“ . V(X , XP s Xp')

od V(X,XP, .., XP") désigne le déterminant de Vondermonde .
Diod : P(X) = X"#ierle”  (XP.XP) #0.
0Osi<j<n

On remarque que le déterminant du sous-systéme précédent est égal A P(x) . Comme ce
syst¢tme admet une solution non triviale dans K,alors P(x) =0 . D'ol x est algébrique sur IFp .

2.3 . Remarques :
a) Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique p non nulle et K((T)) la

cloture algébrique de K((T)) contenue dans K((T Q'P)) . Alors on a les inclusions strictes
1

suivantes : K(T)) € K(T*)) € K{(D) < K(T 7).

b) Soit K un corps algébriquement clos . Lorsque K est de caractéristique nulle , le
théoréme de Puiseux montre que la cldture algébrique de K((T)) s'exprime uniquement en
termes de supports i.e.deux séries de méme support sont toutes les deux algébriques ou toutes
les deux transcendantes sur K((T)) . Par contre lorsque K est de caractéristique p non nulle , les
exemples (3) et (4) précédents montrent l'existence de deux séries de méme support 1'une
algébrique et l'autre transcendante sur K((T)) .

§ 3 . Construction de la cloture algébrique de K((T)) .
3.1.Théoréme :

Soient K un corps algébriquement clos et K((T)) une cléture algébrique de K((T))
contenue dans K((T c'2)) . Alors :

1) Les corps K((T)) et K((T Q)) sont isomorphes . Les deux corps ne peuvent pas étre
isomorphes en tant que corps valués munis de la valuation usuelle des séries formelles .
1

En caractéristique nulle , I'isomorphisme précédent s'écrit : K((T)) = K((T - )) = K((T Q ).

2) Les trois corps : K, K((T)) et K(T Q)) sont isomorphes si et seulement si :
(cardK)®° =cardK .
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Démonstration :
Ona: (card K)®° = (card K)®™ ®= card (K¥) 2 card K((T®)) 2 card (D)) >
card K((T)) = (card K)*° . D'ot : card K((T®) =card K((T) = (card K)** > X, .

. @ sila caractéristique de K est nulle .
Soit P = q

IF , si la caractéristique de K est p non nulle .

1) Les corps K(@ et K((T Q)) sont algébriquement clos contenant strictement P .
Soit B (resp. B") une base de transcendance de K((T)) (rcsp.K((TQ)) YsurP.
D'apres 2] chapitre 4 , exercice 2 page 104 ,ona:

card K((T)) = (card P) (card B) et card K((TQ)) = (card P) (card B") ,

ou encore : (card K) Xo =max(R j,card B) et (card K) ¥o = max(X,card B') .
Donc :card B=card B'= (card K)*° .
D'apres [2] ch . 4, prop .1, p .108 , on a isomorphisme entre les corps K((T)) et K((T c")) .

D'apres [3], cor.12.7, p.95, le corps K((TQ)) est maximalement complet pour sa valuation
1

usuelle v . D'autre part : K((T ™)) est inclus dans K((T)) , donc le groupe de valeurs et le
corps résiduel de v sur K((T)) sont Q et K : identiques i ceux de v sur K((TQ)) .

Le corps K((T)) est strictement inclus dans K((T Q)) a cause du théoréme de Puiseux en
caractéristique nulle et a cause des exemples 2. 2 , en caractéristique non nulle .

Donc K((T Q)) est une extension immédiate propre de K((T)) , et par suite K((T)) n'est pas

maximalement complet . Ainsi (K((T CQ)),v) et ( K((T)) ,v) ne peuvent pas étre isomorphes .
1

En caractéristique nulle , grace au théoréme de Puiseux ,ona: K((T)) = K((T - )).

2) Si les 3 corps sont isomorphes, alors :

card K=card K((T)) = card K((T Q)) = (card K) Ko

Inversement , supposons : (card K) ®o=card K .
Les corps K et K(T)) sont algébriquement clos .
Ona:cardK = (card K)*° = card K((T)) . Donc : card K > X, . Le corps P est strictement
inclus dans K .
Soit B (resp B') une base de transcendance de K (resp. K(T)) ) sur P.
On a: card K = (card P) (card B) et card K((T)) = (cardP) (cardB") ,
ou encore : card K = max (X, cardB ) et card K = max (R, cardB’) .

Donc : card B =card B'=card K. Les corps K et K((T)) sont isomorphes .
3.2.Théoréme :

Soit E un corps parfait de caractéristique p non nulle et qui n'est pas algébriquement clos.
On suppose que toute extension finie de E est de degré égal 4 une puissance de p .
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Soit Qun surcorps de E algébriquement clos . On définit la suite strictement croissante
(E )pen de sous-corps de Q par: E; =E, etpour tout entiern>1,E_ = E,( fP'l(En_1 ))
ot  P: Q——> Q estlopérateur d'Artin - Schreier.

x — xP-x
Alors pour tout entiern 2 1, le corps E_ n'est pas une cldture algébrique de E , par contre

E= |J E, estune cldture algébrique de E .
n:0

Démonstration :

Par récurrence : L'extension E, /E est galoisienne comme étant le corps de racines de famille
de polyndmes séparables et irréductibles : XP - X -a de E[X] .
Si o est une racine de I'un des polyndmes précédents et ¢ un élément de Gal (E, /E) , alors il
existeie {0,..,p-1} tels que : 6 (@) = a+i, donc 6® (o) = oL+pi =0 .
Ainsi I'ordre de tout élément 6 de Gal (E, /E) est 1oup.
Supposons que E, soit une cléture algébrique de E .Puisque E admet une extension cyclique de
degré p , d'apres le [7] p119, pour tout m dans N* , E admet une extension cyclique F de

degré p™ contenue dans E, .
Soit 6, un générateur du groupe cyclique : Gal (F,,/E) . Alors o est d'ordre p™

D'apres [1] exercice 19 page 194 , 'homomorphisme ¢ mde F dansE , admeiun

prolongement G en un E-automorphisme de E, .Donc G, appartient 2 Gal (E,/E), il

est donc d'ordre 1 ou p. Par suite 'ordre de G, est au plus p. D'oll une contradiction avec le

fait que G, est d'ordre p™ On conclut que E, n'est pas une cléture algébrique de E .
On fait I'nypothese de récurrence suivante : E_ n'est pas une cloture algébrique de E . Il existe

un polynéme irréductible f(X) de E[X] qui n'est pas complétement scindé dans E . Soit F dans

Q le corps de racines de f(X) sur E . Alors F n'est pas contenu dans E, . L'extension F/E est

galoisienne car le corps E est parfait . Cette extension est finie . Elle est donc de degré égal A
une puissance de p . Le groupe : G = Gal (F/E) est un p-groupe . D'aprés un résultat de [7]
page 52, il existe une chaine de sous-groupes normaux de G :

{id} =G €...C€ G, € G, =G telle que I'indice : G;:G;,,l=p.
En utilisant la correspondance galoisienne , on peut trouver une chaine d'extensions :
E=F, CF, € .. CF, =F telle que l'extension F,, | /F, soit cyclique de degré p .
F,, est donc le corps de racines d'un polyndéme irréductible de la forme :

£,(X) =XP-X -3, de F,[X], d'aprés [7] th 1, p 107 .
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Parconstruction,ona:FlCEI;FZCEz; ..... i F,CE_ .

Onadonc : F|C E; CE_ mais on ne peut pas avoir : F, CE,_carsinononaura:F C E_,ce
qui n'est pas possible .
Soitidans {1, .....,m-1} le plus grand indice tel que : F; CE,_ etF,,, ¢ E,_ .

Ona:f,(X)=XP-X-a, e F, [X] CE,[X], mais le corps F,,, des racines de f, (X) sur F,
n'est pas contenu dans E_ . Donc d'aprés [7] th.1, p .107 le polynome f; (X) est irréductible
surE_ .

D'aprés ce méme théoréme , le corps E, admet une extension cyclique de degré p et par suite
des extensions cycliques ayant pour degrés toutes les puissances de p .

Puisque E__, est obtenu par adjonction 3 E| des racines des polyndmes : XP-X-ade E, [X]
on montre d'une fagon analogue au cas n = 1 que E_, ; n'est pas une cldture algébrique de E,|
Donc E,_,, n'est pas une cloture algébrique de E .

D'autre part , par construction , le corps : E estalgébrique surE .
Soient f(X) un polyndme de E [X] et F son corps de racines sur E . Alors I'extension F/E est

galoisienne car E est parfait, et son degré est une puissance de p par hypothése .
Comme précédemment , on se raméne 2 construire une chaine d'extensions cycliques de degré

p toutes contenues dans E.
Ainsi Festinclusdans E ,etparsuite E estune clowre algébrique de E .

3.3 . Corollaire :
Soit K un corps de caractéristique p non nulle et de clture algébrique K .
1 1
Onpose: E = U LP (T>))
KCLc K.neN
fini

Alors la cloture algébrique de K((T)) contenue dans X (T Q)) est égale a
E= U E ,ot E;=E etpour n21, E =E_,( P! (E,.,)).avec P l'opérateur
n:0

d'Artin-Schreier du corps X «T Q ».

Démonstration :
Le corps E est algébrique sur K((T)). En effet, pour tout corps L et tout entier naturel non nul
LI 1 i
n,lecorps LP" ((T =))est algébrique sur L(( T <)) carsi f(T) = ZaiT ™ est une série de
=i,
L L
LP" ((T ™)), alors pour tout i 2 iy, I'élément aP” appartient 3 L et par conséquent :
B L
(f(T)P" = 2,aP"T™ appartienta L((T =) .
2i,
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Le corps L(( T= )) est algébrique sur L((T)) . Si de plus L est une extension de degré fini de
K, alors d'apres le lemme 1.2, le corps L((T)) est algébrique sur K((T)) .
On conclut que E est algébrique sur K((T)) et par suite une cldture algébrique de E est aussi une
cloture algébrique de K((T)).

i 1
Le corps E est parfait car si f(T) =2ai’l‘ ™ est une sériede LP" (T =),

i,
1 LR L L
alors (f(T) )P = Y,a? T™ estune sériede L ™ ((T ~)).
i,

Le polynéme : XP - X - T! engendre sur E une extension cyclique de degré p car ses racines

1
n'appartiennent pas au surcorps : KT =))deE.
Pour montrer que les degrés des extensions finies de E sont des puissances de p, il suffit de
vérifier que E satisfait les conditions du lemme 1.3. Le corps E est hensélien pour sa valuation
naturelle comme extension algébrique du corps hensélien K((T)).

Le corps résiduel est K et le groupe de valeurs est @ .
On conclut par le théoréme précédent .

§ 4.Construction de la cléture séparable de K((T)).
4.1.Théoréme :

Soit K un corps de caractéristique p non nulle, de clture algébrique K et de cloture
séparable Kg - On pose : K, =K(M) ( Ky s T!/n ,n € N* (np)=1) etpour n22

K, =K, (P (K, ).on P estlopérateur d'Artin-Schreier du corps K ((T?)).

Alors K = U K, estla cloture séparable de K((T)).
n:l
Démonstration :

~

11 est clair que K contient les racines des polyndmes de la forme XP- X -a,od ae K
et que l'extension: K / K((T)) est algébrique .

i) Par définition, 'extension Ko/ K est séparable et 2 fortiori les éléments de K, sont
aussi séparables sur K((T)) .

i) Pour tout entier naturel n premier avec p, le polyndéme : X" - T est séparable sur
1

K((T)), donc T:‘- est séparable sur K((T)) .

iii) Les polyndmes XP- X - a sont séparables sur leurs corps de base et par transitivité de
la séparabilité, I'extension K7/ K((T)) est séparable .

D'autres part K est une extension algébrique du corps valué hensélien K((T)), il est donc
hensélien pour sa valuation naturelle .

Il est clair que le corps résiduel R de K est tel que K, © R CK .Comme l'extension K /

est purement inséparable, il en est de méme de I'extension K /R .Donc le degré de toute
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extension finie de R est une puissance de p .
Montrons que le groupe de valeurs G de K est @ .11 suffit de montrer que G contient 1/m

pour tout m dans N'.
Si m est premier avec p, alors 1/m appartient & G par hypothése .

* -~ . o
On va montrer par récurrence, que tout n dans N, le corps K contient une série f, (T) de

valuation -1/p" .
oo 'l

La série f, (T) =Y, TP appartientd K comme racine du polyndme :XP- X -T™ .
icl

oo -1

La série f,(T) = Z G-1) T;T est racine du polyndme: XP-X -£,(T).
i2

Elle appartient donc K.
Supposons que f (T) est construite dans K de valuation : -1/ p".
Soit g(T) une racine du polyndme : P(X) =XP- X - f_ (T) dans K.

Notons ¢ le terme constant de g(T) . Comme f (T) est sans terme constant, alors cP-c=0.
On pose £, ,(T) = g(T) - ¢ : une série de valuation non nulle.
On vérifie que £, _ ,(T) est racine de P(X). Elle appartient donc 2 K.
Ona:f? (T)-f,, (T)=f(T). Donc: min{p v(f,,,), v(f,,,) }= -1/p".
Dou:pv(f,,,)= -1/p", puis v(f,) = -1/p™t,
Ainsi pour tout n dans N‘, le rationnel : 1/p" appartient 2 G. Reste donc 2 vérifier que simetn
sontdans N tels que m et p sont premiers entre eux alors 1/mp" appartient 2 G.
Or comme m et p" sont premiers entre eux, il existe u et v dans 2 tels que :um+vp'=1.
n
Donc: ._l_n.=.u_r.n:.:’;r.’._ =u ln
mp mp p
Ainsi G = @ : c'est un groupe divisible.
D'aprés la remarque 1.4,toute extension finie de K estde degré égal 2 une puissance de p.

+v —ln?qui estun élément de G.

Montrons que les éléments de K (T Q)) algébriques et séparables sur K((T)) appartiennent a

K Un tel élément est racine d'un polyndme séparable f(X) de K((T)) [X]. Le corps des
racines F de f(X) sur K est une extension galoisienne de degré €gal 2 une puissance de p.
Comme dans le théoréme 3.2, en utilisant le p-groupe Gal (F/ K ), on se ramene 2 une chaine

d'extensions cycliques de degré p. Il suffit de décomposer les polyndmes : XP - X - f(T) o
f(T) est une série de K . Or ceci est vrai . Donc F est inclus dans K .
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4 . 2.Remarque :

Le corps K nlest pas une cléture algébrique de K((T)) car les polyndmes irréductibles
et non séparables : XP" - T de K((T)) [X] ne peuvent pas admettre de racine dans I'extension
séparable K de K((T)).

Remarquons que la cloture algébrique K((T)) de K((T)) peut étre obtenue 2 partir de K par
extraction des racines p" &me pour tout n dans N.

Si la série : f(T) =2 a, T® appartient 2 K , alors sa racine p" &me est la série :

seS

1 s
gM=2, a?" T* .
€S

On a la décomposition suivante :

K((T))

| extension purement inséparable

~

K
| extension séparable

K((T)
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