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FORMES MULTILINEAIRES ALTERNEES

Lemnouar NOUI et Philippe REVOY

Plusieurs auteurs ont étudiés les formes multilinéaires alternées sur un espace
vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif. Le cas bilinéaire étant
simple, celui des formes trilinéaires est 1’objet principal des recherches : seules les
dimensions 6 & 9 permettent une étude poussée soit sur un corps a.lgebnquement
clos ([6],[17],[19]), soit sur R ([5],(21]). Le second auteur ([14], [15]) ainsi que A.
Cohen et 'A. Helminck ([4]) ont étudié les dimensions 6 et 7. Dans cet article,
nous revenons sur ces questions en apportant compléments et précisions ala
lumiere de-[10], complétant les classifications connues sur un corps quelconque
par la considération d’autres invariants.

Résumé. '

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps commutatif K.
L'objet de cet article est ’action du groupe linéaire GI(E) sur les espaces APE. Du
fait des isomorphismes APE* ~ (APE)*, on emploiera indifféremment le langage
des formes alternées ou des p-vecteurs. Plusieurs études ont été consacrées au cas
p=3etn <9, soit sur un corps algébriquement clos, soit dans le cas général.
Dans ce travail nous revenons sur le cas n < 7 aprés avoir donné un apergu général
sur les invariants arithmétiques, algébriques et géométriques que ’on peut associer
3 un p-vecteur. Nous donnons une description précise des résultats sur les corps
finis et une démonstration du théoreme de Schouten sur l'action de Gl7(K) sur
ASKT dans le cas algébriquement clos.

Abstract.

Let E a finite dimensional K-vector space. The object of our work is the study
of the action of the linear group GL(E) on the spaces APE. As APE* ~ (APE)*,
there is no difference between alternating forms a.nd p-vectors. Some papers have
studied the case p = 3 and dimE < 9, over an algebraically closed field and in the
general case.

In this work, we are still interested by the n = 7 case; we, first, talk about
invariants of arithmetical, algebraic and geometric meaning that one may assign
to a p-vector. Then we apply this to the cases n = 6, n = 7 giving a complete
analysis of the situation. We give a complete proof of Schouten’s classification for

p=3,n=7Tand algebraxcally closed K and a precise description for the finite
~ fields case.
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§1 - Rappels sur I’algébre extérieure

1.1. Rappelons I'action de E*, dual de E, sur AE définie par : df(1) =0,df|E=f
et df(zu) = —zds(u)+ f(z)u pour z € E, u € AE. Ainsi d; est une antidérivation
de degré -1, nulle sur la sous-algébre A(Ker f), de carré nul et f — d 7 est une
application linéaire ([3]). Pour w € APE fixé, f — ds(w) est une application
linéaire de E* dans AP~'E, dont le noyau R,, est un sous-espace de E*; son
orthogonal R dans E est le support noté Sy, de w : S, = n feR., Ker f est le
plus petit sous-espace F' de E tel que w € APF. Le rang de w, noté r(w), est
la dimension de S, et c’est un invariant sous 'action du groupe linéaire. Si on
considére w € APE* une forme p-linéaire, R,, le radical de w est ’ensemble des z
de E-tels que w(z, z2,...,2,) = 0 quels que soient z,, ..., Tp dans E :si R, = {0},
on.dit.que w est non dégénérée et w de rang maximal. :

1.2. L’invariant r(w) est le premier d’une suite d’invariants numériques. Soit o un
sous-espace vectoriel de E et w, I'image canonique de w dans AP(E/a) : on pose
di(w) = infy 7(w,) ol @ parcourt la grassmanienne des sous-espaces vectoriels de
dimension k de E et do(w) = r(w). La suite r(w), d1(w), ..., dx(w) est strictement
décroissante jusqu’a la valeur 0 ot elle devient stationnaire.

La propriété suivante est immédiate : dj(w) = 0 si et seulement si w est
divisible par un vecteur. Dans le cas des 2-vecteurs ou formes bilinéaires alternées,
la formule dy(w) = sup(0, r(w) — 2k) se vérifie aisément.

1.3. La sous-algébre commutative des éléments de degré pair de I’algtbre
extérieure, AgE = @, A?¥E posséde un systéme de puissances divisées et si
K est de caractéristique 2, il y a des puissances divisées dans A(E) = @k;ﬂ A*E
([1],[13]) ce qui peut servir pour p = 3.

Rappelons que si A est une Q-algebre commutative, les puissances divisées
, . k . i= N
sont définies par yx(u) = %7 et si u = Y ;7] 3 1%2 ol {Z1,...,T2r,...,Tn}
est une base de E, v¥(u) = Zl§1<._.<ik Z2i, -1T2i, -+ - T2 —1T2i, de sorte que
r(u) = 2k équivaut & : v¥(u) # 0 et v**1(u) = 0. Les puissances divisées
permettent d’étudier les sous-espaces vectoriels de A%E ([14]).

1.4. Un élément w € APE est dit scindable s'il existe une décomposition
E = E; ® E; telle que w appartienne au facteur direct E; ® AP1E, de APE.
Si dim Ey = r, on dira que w est r-scindable : si r = 1, cela signifie que w est
‘divisible, propriété qui ne dépend pas du corps de base car c’est équivalent & :
E — APYE, z +— zw n’est pas injective. Par contre, si 7 > 2 cette propriété
dépend du corps de base ; notons aussi que w r-scindable implique dr(w) =0 car
wg, ='0, mais la réciproque est fausse.

Soit w un élément r-scindable et {ey,...,e,} une base de E; : w = YT eiu
olt les u; € AP"1E, sont déterminées par les e; car u; = de; (w) ol e} est définie
par ej(e;) = &;; et ef(E2) = 0. Si on change de base dans Ej, les u; sont
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soumis au changement de base contragrédient : de Iisomorphisme E; ® AP1E; ~
Hom(E},AP~'E;) on voit qud w est associé un sous-espace vectoriel F de
AP~1E; qui est de dimension r si les u; sont indépendants. Si on s’intéresse aux
éléments r-scindables de rang maximal r(w) = dim E, il faut étudier 'action du
groupe linéaire GI(Ez) sur la grasmanienne Gr,.(E2) des sous-espaces vectoriels de
dimension r de AP~1E,. C’est ce qui est fait pour p = 3 et pour certaines valeurs
du couple (r,n — r) dans [14] le cas n — r pair étant plus simple car on dispose
alors de puissances divisées & valeurs dans un espace vectoriel de dimension 1.

1.5. Les invariants algébriques classiques sont les automorphismes et les dériva-
tions : si w € APE, Aut(w) est le sous-groupe de GI(E) des automorphismes f de
E qui laisse w invariant : APf(w) = w. Soit maintenant w une forme p-linéaire
alternée sur E : on appelle D(w) 'ensemble des applications linéaires d : E — E
telles que Ez_l w(T, .- ., Tio1,dTi, Tit1,. .., Tp) = 0 quels que soient zy,...,Tp
dans F : c’est une K —a.lgebre de Lie et, en ca.ractensthue 0, Palgébre de L1e du
groupe algébrique Aut(w) = {f|f € GI(E) et w(fz1,...,fzp) = w(zy,...,Tp)
Vzi,...,2p € E}.

Un troisiéme invariant a été introduit par B. Kahn ({10]), le commutant de w.
Siw € APE*, on désigne par C(w) le sous-ensemble de Endg (E) formédes f : £ —
E telles que les p applications w; : (Z1,...,Zp) = wW(Z1,. .., Ti-1, [Tis Tit1,- - yTp)
sont égales (i.e. ne dépendent pas de i). Nous montrerons que C(w) est une K-
algeébre qui possede des propriétés intéressantes.

1.6. Dans [15] sont définis, & la suite de [11], des covariants algébriques de certaines
formes trilinéaires alternées de rang 6 et 7 qui permettent de mieux les comprendre.
On peut généraliser & certains couples (p,n) ces deux constructions.

Dans le premier cas soit w € APE* ot dimE = 2p:si f € E* et z € E,
f w dz(w) est dans 'espace vectoriel A2 E* de dimension 1 . L’application (f, z) —
f w dz(w) est bilinéaire et induit une application linéaire t,, : E*® E'—"A*’E*. La
transposée de t,, est un élément de Hom(A??E, E* ® E) qui est 0 ou qui détermine
une droite D dans E* ® E ~ Endk(E) ; on peut donc associer & w une ‘application
linéaire U,, : E — E déterminée & une homothétie prés qui est un covariant de w.
Si p est pair, on verra que c’est une homothétie mais le cas p = 3 montre qu’on
peut en espérer une information plus riche quand p est impair.

Dans le second cas, on généralise le covariant quadratique associée & un
trivecteur de rang 7 : soit w € A2**1E* ol E est un espace vectoriel de dimension
6h + 1. Soit z € E; d-(w) € A*"E* et si f € E* vérifie f(z) = 1, f3(dz(w))
élément de A®*+1E* = dét E* ne dépend pas de f et dépend quadratiquement de x.
Comme A%"T1E* est de dimension 1, on obtient une droite de formes quadratiques
sur E, généralisant la construction de [15].

§2 - Commutant et dérivations
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Dans ce paragraphe, nous développons les propriétés de C(w) et de D(w)
définis en 1.5. généralisant des résultats de [10]. ' -

Rappelons que, si w € APE*, C(w) est I'ensemble des endomorphismes f
de E tel que w(z,... 1 Ti-1, fTi,Tiy1,...,2p) ne dépend pas de I'entier i mais
seulement des z;. On suppose naturellement p 2 3; il suffit alors de supposer
que w(z1, fT2,23,...,3p) = w(fz1,%2,23,...,7,). Si f € C(w), il est clair que la
fonction (z1,...,zp) — w(fz;,x,,... »Tp) qu’on notera w; est p-linéaire alternée.

2.1. Proposition. C(w) est une sous-algébre unitaire de Endk(E) et f — wy est
une application linéaire de C(w) dans APE*. "

Comme w est linéaire, C(w) contient les homothéties et est stable par .
multiplication par un scalaire et par addition. La linéarité de f = wy est
claire. Supposons donc que f et g sont dans C(w) : w( f9z1,22,23,...,3p) =
w(gxlym% fx3:$4: cee smp) = w(xl)gm% f$3,$4, v ,xp) = 'UJ(.’.L'1, fgx2,$3, s )wp)
montre que fg € C(w) et on voit bien la nécessité de I'hypothése p > 3.

2.2. Proposition. Homg(E, R,,) est un idéal bilatére I de C(w) et le quotient
C(w)/I est commutatif; I est le noyau de 1 application linéaire f — wy.

I est contenu dans C(w) car w(z;,..., fz;,... Zp) = 0si f € I et
réciproquement si wy; = 0, f(z) € R, quel que soit = dans E, de sorte que I
est bien le noyau de f — wy. C’est aussi un idéal & droite de C(w) car c’en est un
dans Endg (E). Pour voir que c’est un idéal & gauche de C(w),soitg € C(w)et f
I:w(gfzy,zs,...,2p) = w(fry, 922,23, . .. 1Zp) = 0 car fz; € Ry,. Enfin soient f
et g dans C(w) : w(fgz1,22,...,2p) = w(gz1, f2,...,2,) = w(z1, gfTs, ... s Tp)
est aussi égal & w(z1, fgz2,...,2,) donc fg—gf € I, ce qui montre que C(w)/I
est commutatif.

On suppose désormais E de dimension finie.

2.3. Proposition. Soit w une p-forme non dégénérée : C(w) est une K-algébre
commutative produit direct fini d’anneaux locaux commutatifs et il existe une
décomposition de E en somme directe de sous-espaces vectoriels E;1<i<k, et des
formes p-linéaires w; € APE; telles que w = wy +wy+. . . +wy et C(w) est produit
des anneaux locaux C(w;).

Comme R, = 0, C(w) est commutatif d’aprés 2.2. E étant de dimension
finie, C(w) l'est aussi; c’est donc un produit fini d’anneaux locaux commutatifs
et 1p = e; +ez+... + e; ot les e; sont des idempotents de C(w), orthogonaux
deux & deux et indécomposables. Soit E;=eE:E=&:E;;siz€E;et y € Ej,
w(z,y,T3,...,2p) = wle;z, €Y, T3, ., Tp) = w(T, e;€,y, 23, ... yZTp) = 0.

Il en résulte que w = wy +... + wy oU w; est la restriction de w; & E;; on
vérifie que Ry, = 0 et que C(w;) = C(w)e;. :
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Remarquons que si f € C(w), ses parties semi-simples et nilpotentes sont
dans C(w) car ce sont des polynémes en f. On dira que w est indécomposable
(resp. absolument indécomposable) si C(w) est local (resp. le reste par extension
des scalaires). Si w est indécomposable, f € C(w) est inversible si et seulement si
sa partie semi-simple f; est non nulle. Cela montre que 'application f — f; est un
endomorphisme idempotent de C(w) dont le noyau est le radical N de C(w) et dont
I’'image est un sous-corps L de C(w), isomorphe & C(w)/N et extension algébrique
finie de K. Comme C(w) commute & ’extension des scalaires, L coincide avec K
si w est absolument simple. Dans le cas général, V est un L-espace vectoriel de
dimension finie et C(w) une L-algébre. Si L est séparable, il existe une extension
M de K telleque Lk M ~ M x ... x Mdim L fois et la forme w)s obtenue
par extension des scalaires de K & M est décomposable en somme orthogonale de
h = dim L formes sur des sous-espaces vectoriels de V ® x M = Vjs. Nous allons
étudier plus en détail les formes absolument indécomposables : A = C(w) = K&N
et regardons le cas ot dim N = 1. A = K[e] avec €2 = 0 est I'algébre des nombres
duaux. Alors E est un A-module de type fini et de I'inclusion 0 C Ime C Kere C E,
on déduit qu’il existe des entiers n; et ny tels que E >~ A™ @ N™ en tant que
A-module. '

Soit alors w' : EP — A lapplication définie par w'(zy,z2,...,Tp) =
w(ezy, Tg,...,2p) + ew(zy,...,Tp) qu'on écrit w' = w, +cw.

2.4. Lemme. w' est une forme A-multilinéaire alternée non dégénérée sur E.

La seule propriété non immédiate est la A-linéarité : w'(ez1,Z2,...,Tp) =
w(ezy, z2,...,Tp)tew(e Ty, ..., Tp) = ew(ET1, T2, .. .,Tp) = E[w(E T, T2, . .., Tp)+
ew(:cl, v ,Il,'p)].

Soit d : A — K la dérivation définie par d(a + be) = b : alors w = dow' :
EP% AL K. Ainsi il y a une bijection naturelle entre les triples (E,w,¢) et
(E’,w") ot w est une forme p-linéaire alternée non dégénérée sur E et € un élément

de carré nul de C(w) et ot E' est un A-module de type fini et w' une A-forme
p-linéaire alternée non dégénérée sur E’'.

. Une classe de tels exemples s’obtient ainsi : soit (Ep,wp) un K-espace
vectoriel de dimension finie munie d’une p-forme alternée non dégénérée : on pose
E' = E®k A et w' la forme déduite de wp par extension des scalaires. Alors

p
w,((xi + €yi)) = wO(:L'l) RN ’xp) + ZwO(xla vee 1xi—11y‘i)xi+1’ LR amp)
' i=1

ou x;,y; € Ey. Sur le K-espace vectoriel E; = Ey @ €Ep, on obtient une p-
forme non dégénérée w = d o w’ : c’est une forme scindable qu’on peut décrire

ainsi. Dans AP(Ep & Ep)*, on considére le sous-espace vectoriel E§ ® AP71E§ =~

Hom(Ep, AP~1E§) : & wp est associée 'application de Ey dans AP~1E} définie
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par z +— d;(wg). Alors w correspond exactement & cette application par les
isomorphismes naturels.

Une autre classe d’exemples est la suivante : soit L une extension étale de
K (produit fini d’extensions algébriques séparables) et soit E = LP. Sur E, il y
a une forme p-linéaire canonique le déterminant noté dét : E — L. Pour toute
forme linéaire f : L — K, dont le noyau ne contient aucune sous-algebre de L
on considére sur E, la forme p-linéaire w = f o dét : EP — K ot E est considéré
comme un K-espace vectoriel.

2.5. Proposition. w est une forme p-linéaire alternée non dégénérée sur E telle
que C(w) = L.

Il est clair que C(w) contient L; si on étend les scalaires & une cléture
séparable K de K, L devient K™, m = dimy L et w la somme directe de m
formes déterminant sur K?. Alors C(@) = K™ ; comme C(w) ®x K s'injecte
dans C(w) et que dimg L = dimzC(wW), C(w) est exactement égal & L.

Notons le résultat suivant dii & B. Kahn ([10]).
2.6. Proposition. Supposons que C(w) est une K-algébre étale :
dim E > p dim C(w).

On peut supposer K algébriquement clos; alors C(w) ~ K™, E = O, E; et
w=w; +...+wn ol w; € APV est non dégénérée. Comme dimE; > p, on a
-bien dim E > p m = p dim C(w).

Nous allons généraliser ce résultat & d’autres cas, quand C(w) n’est plus étale.
On suppose que K est algébriquement clos. Rappelons qu'une K-algébre semi-
locale de dimension finie A est dite frobeniusienne si le A-module A* = Hom(A, K)
est isomorphe & A. En voici deux caractérisations :

2.7. Proposition. 1) A est frobeniusienne si et seulement si il existe une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée B : A x A — K telle que B(ab,c) = B(a,bc)
quels que soient a,b et ¢ dans A. _

2) A est frobeniusienne si et seulement si le socle S de A (Pannulateur dans
A de I'idéal maximal N) est de dimension 1.

Si A* est isomorphe & A, on en déduit aisément une forme bilinéaire sur
A vérifiant les conditions voulues; pour la seconde partie, cela découle d’un
isomorphisme naturel entre A*/NA* et le socle S de A.

Des exemples d’anneaux frébeniusiens sont : ME = Pyso A%*E o dimE
est finie paire ; K[Tl,...,Tk]/(T{“,...,T,:“‘) ouencore A=KaV@KouV est
muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée By et le produit est donné



Formes multilinéaires alternées

par (A, v, u)(N, v/, 1) = (AN, ' + No, A\’ + N+ Bo(v,v')). Alors A est locale,
N=V@KetS={0,0,u)ue K}, donc A est frobeniusienne.

2.8. Théoréme. Soit w € APE* une forme p-linéaire alternée non dégénérée telle
que A = C(w) est frobeniusienne : dim E > p dim C(w).

Considérons l'application de EP x A dans K définie par (zi,...,Zp,a) —
w(azy, 2,...,Tp) = Wa(Z1,...,Zp). Elle est K-multilinéaire, alternée par rap-
port aux z;. Elle induit donc une application ¢ : EP — A* = Hom (A, K) qui est
A-p-linéaire alternée : pour zi,...,z, fixés dans E  ¢(a.z1,...,2p) =
(a.@)(z1,-..,7p). Il suffit de le vérifier sur un élément b de A : p(a.zy,...,zp)(b)
=  (bazr),z2,...,2p) et (a.p)(z1,...,25)(0) = @(z1,...,2p)(ab) =
p(abz1,x2,...,2p) coincident. On en déduit une application A-linéaire
w' : ALE — A* qui est surjective, sinon il existerait a non nul dans A tel que
¢(z1,...,2p)(a) = 0 pour tous z3,...,z, dans E, donc w(az,z2,...,Tp) = 0.
Comme w est non dégénérée, a.z; = 0 et a = 0. Comme A est frobeniusienne,
A* =S Aetuow' : ARE — A est surjectif : il existe (z1,...,z,) dans E tels que

u
uow' (xy,...,2p) = 1. Le sous A-module de E engendré par z,...,Z, est libre
de rang p : E contient A? et dim F > p dimA.

On peut construire un exemple de couple (E,w) tel que C(w) = A est un
anneau frobeniusien en généralisant 2.5 : soit E = AP et 7 : A — K une forme
linéaire non nulle sur le socle de A. Alors w = modéty : E = AP — K est une
K-forme p-linéaire alternée non dégénérée sur F dont le commutant C(w) est égal
a A, comme on I’a montré en 2.5.

Une question naturelle se pose : y-a-t-il des p-formes alternées w telles
que C{w) ne soit pas frobeniusienne? et, dans ce cas a-t-on encore r(w) >
P dlmC(w) ? L’exemple le plus simple a traiter est celui ol A. Ko N
ou N est un idéal & produit nul avec dim N > 2. Nous nous mteressons
désormais & Yalgbre de Lie D(w) introduite en 1.5, D(w) = {d : E —
E| Y= w(ey,. .., 2io1, dTi, Tigy, - ., Zp) = 0}. Pour simplifier, on supposera que
p = 3 sans fesprelndre la généralité du propos.

2.9. Proposition. Soit w une forme non dégénérée, f € C(w) et d € D(w) :
alors [d, f] = do f — f o d € C(w). Si C(w) est étale, [d, f] = 0 et D(w) est une
C(w)-algébre de Lie.

La premiére affirmation se vérifie aisément : supposant p = 3, w(fdz,y,2) =
u’(dxr fya Z) = _w(m: dfy, z) - w(:z:, fy) dZ) = "w(m) dfy’ Z) - w(fxa Y, dZ) =
—w(z, dfy.z)+w(fz,dy, z)+w(dfz,y, 2) = —w(z, dfy, z)+w(z, fdy, 2)+w(dfz,y, 2)
soit w((fd — df)z,y, 2) = w(z, (fd - df)(y), z).

Le reste de la proposition provient du

2.10. Lemme. Si V = V1, @ V; et w = w; + we, w; € APV;*, non dégénérés,
D(w) = D(wy) x D(w,).
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Il suffit de montrer que sid = ( d(1)2 dél ) € Endg (V1 ®V2) est une dérivation
de w, d = 0. Prenons alors z € V, yetzeVy:onaw(z,dy,z)=w,y, dz) =0
car dy et z (resp. y et dz) sont dans deux sous-espaces orthogonaux. On a donc
w(dz,y, z) = 0 quels que soient Yy et z dans V5 et donc dj; = 0; de la méme facon
on montre que dp; = 0.

Pour démontrer 2.9, nous supposons C(w) étale; quitte & faire une extension
des scalaires, on peut supposer que C(w) = K™ et w est somme orthogonale de
n formes non dégénérées w;. Alors D(w) = II;D(w;) et tout élément de C(w) est
une homothétie sur le support de w; d’ott [d, f] = 0si d € D(w) et f € C(w).
Il est immédiat de vérifier aussi que fod € D(w), c’est-a-dire que D(w) est une
C(w)-algebre.

§3 - Trivecteurs et formes de rang 6

3.1. En dimension petite, les 3-vecteurs, comme les p-vecteurs se classent facile-
ment : si dim £ < p, APE = {0} et si dim E = p, APE est de dimension 1. En
dimension p, il n'y a qu’une classe de p-vecteurs non nuls : si w € APE\{0}, il
existe {e1,...,e,} base de E telle que w = ejez...ep. Alors Aut w = SI(E) =
{fldét f =1}, C(w) = K et D(w) = sl(E) qui est simple si la caractéristique de
K ne divise pas la dimension de E. ‘

Il n’y a pas de p-vecteurs de rang p + 1 : tout p-vecteur non nul w de
APE, dimF = p + 1, est produit de p vecteurs linéairement indépendants et
Sy = Ker (E5 APHLE) on u(z) = zw. En rang p+ 2, il y a de nouvelles classes
de p-vecteurs; il y a un isomorphisme naturel entre APE et A2E* ® AP*2E par
le produit APE x A2E — AP*2E car ce dernier espace est de dimension 1. Nous
supposons désormais p = 3 : si dim E = 5, un trivecteur w de rang maximal est
nécessairement divisible par un vecteur €1 ! w = eju ol u est un bivecteur de
rang 4. On peut choisir pour S, tout supplémentaire de Ke; dans E et il existe
une base (e;), 1 < i < 5, de E telle que w = e;(eze3 + ege5). Pour le rang 6, la
classification est plus délicate et nous rappelons les principaux résultats de [14].

3.2. Lemme. Tout élément de rang 6 de A3E est 2-scindable.

Comme nous ’avons dit en 1.4, la classification des 3-vecteurs de rang 6 se
fait & partir de celle des sous-espaces vectoriels V' de dimension 2 de A2K*, étudiés
en [14]. Si K est quadratiquement clos; deux cas se présentent : géométriquement,
la droite D associée & V dans P(A2K*) rencontre la grasmanienne G, 4 (quadrique
de Pliicker pjop3s — P13P24 + P14P23 = 0) en deux points distincts ou bien en un
point double (elle est alors tangente & G 4), d’ott :

3.3. Lemme. Sur un corps quadratiquement clos, il y a deux classes d'isomorphisme
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de 3-vecteurs de rang 6. Dans une base e;, 1 < i < 6, de E ils s’écrivent

wy = e1€2€3 + e4€5€¢
wWa = ej€ze4 + €2€3€5 + €1e3€g

Sur un corps arbitraire, les deux cas se décomposent ainsi : D rencontre G2
en deux points distincts K-rationnels ou définis sur une extension quadratique
séparable de K pour wi. Dans le second cas, celui du contact, le point de contact
est défini soit sur K pour'ws, soit sur une extension quadratique inséparable de
K qui est non parfait de caractéristique 2. Cela donne les types suivants. Pour w,
siK'=K[z]avecz? =d, d ¢ K*?, car K #2:

wy,q = e1(eseq + eseq) + ea(ezes — deges)

Si car K = 2, le méme K’ = K|[z] avec *> = d ¢ K*? est une extension inséparable
de K et I'expression donnée plus haut est un 3-vecteur w, 4 de type wy.

Si carK =2, K' = K[z] avec 22 =z +a, a ¢ {a? + o|a € K} = p(K), est
une extension séparable de K :

wy,e = e1(eseq + aeseg) + e2(ezes + e‘;e_5 + eseq)

est une classe de type w;.

3.4. Cette description des orbites du groupe Glg(K) ~ GI(E) agissant sur l'espace
vectoriel ASK® ~ A3E peut se faire autrement dans le langage des formes 3-
linéaires alternées et cela nous donnera les-invariants C(w), Autw et D(w). Soit
pour cela L une extension quadratique séparable de K (éventuellement K x K)
et F' un L-espace vectoriel de dimension 3. Choisissons une base (f1, f2, f3) de F'
et soit ¢ : A3F — L la forme déterminant normalisée par e(f1, f2, f3) = 1. Soit
alors Try : L — K la forme trace et wy, = Trpop: Ex EX E — K; c'est
une forme K-multilinéaire alternée de rang 6 sur E = F considéré comme espace
vectoriel sur K. Un calcul explicite montre qu’en choisissant convenablement une
K-base de E et en écrivant L = K|z] avec 22 = d ou 22 = z + a suivant la
caractéristique, on trouve pour expression de wy,, w4 ouwygetsil=KxK,
wr = W) = e1€e2€3 + e4eseq.

Pour obtenir wp g4 en caractéristique 2, on emploie un procédé paralléle :
K' = Klz] avec z? = d. Soit F = K", ¢ : A%, F — K’ la forme déterminant
canonique et wi: : FXFxF — K la composée de ¢ et de la dérivationd : K’ — K
définie par d(z) =1 et d(1) = 0. (Si K est parfait, K’ est remplacé par Ke] avec
€2 = 0 et d(a + be) = b). Alors wg est une forme K-multilinéaire alternée sur le
K-espace vectoriel de dimension 6, K’ dont I’expression dans une base convenable
est wy 4 (respectivement wy si K/ = Kle]).
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Dans ces deux cas, il devient facile de déterminer C(w) :eneffet sia € L ou
K',
plaz1, T2, 23) = (21, 22, 23) = (21, a3, 73)

et la multiplication par @ dans F' est un élément de C(wg) ou de C(wg-). Donc
L (resp. K') s’injecte dans C(wy) (resp. C(wk)).

Comme on I’a vu en 2.8, on a nécessairement C(wr) =L d’otx

3.5 Théoréme. Soit w € ASE* une forme 3-linéaire alternée de rang 6. La K-
algébre C(w) est frobeniusienne de rang 2 et caractérise la classe d’équivalence de
w sous l'action du groupe linéaire GI(E).

On peut en déduire le groupe Autwy : on suppose tout d’abord que L
est séparable. Si L = K x K, w;, = w; dont le groupe des automorphismes
est produit semi-direct de Sl3(K) x Sl3(K) (groupe des automorphismes de K®
qui laissent invariants e;eqzes et eseseg) par le groupe Z/ (2) correspondant a la
permutation de ces deux 3-vecteurs. Si L est un corps extension séparable de K,
le groupe Si3(L) est un sous-groupe de Autw; car il fixe ¢ p(uz,uy,uz) =
(dét u)p(z,y, 2) si u € GIL(F). De méme la conjugaison s de L sur K induit un
K-automorphisme involutif 5 de F qui laisse invariant la base canonique de F.
On a alors ¢(3z,3y,32) = s(p(z, v, z)) de sorte que 5 € Autwy, ; alors Aut wy, est
produit semi-direct de Si3(L) par {1,5} ~ Z/(2) ~ Gal (L/K).

Le groupe des automorphismes de w, (et de we,q) contient Sl3(K[z]) (resp.
Sl3(K")) mais ne lui est pas égal. Remarquons que par ¢ — 0, K[¢] — K, on
obtient la suite exacte de groupes

1 = sl3(K) — Sl3(K[e]) — Sl3(K) — 1,

ol sl3(K) ~ K8 est considéré uniquement comme groupe additif. Le groupe
Aut w; posséde sl3(K) comme sous-groupe distingué et le quotient est Gl3(K) : si
{e1, 2, €3} est une base de F sur Kle], et ej13 = ee;, wo = e1€z2es—e1e3€5+exezey.
Alors Fy = ¢F est stable par Aut wg et on a la suite exacte

1 sl3(K) — Autw, — GI(Fp) — 1

Le sous-groupe & un paramétre e+ de;pour i < 3e; > pe; pour i > 3 avec
A%p =1 est contenu dans Autw, sans étre dans Gl3(K (e])] car ce n’est pas K[e]-
linéaire. On détermine de la méme manidre Aut (w2,4) qui est strictement plus
grand que Sl3(K"). '

3.6 Les formes trilinéaires alternées de rang 6 de type w; peuvent s'obtenir a
partir des algebres de Lie semi-simples de dimension 6. Soit A une K-alggbre
de Lie semi-simple et k : A'x A — K sa forme de Killing (on supposera pour’
simplifier K de caractéristique 0); & k est associée, la forme trilinéaire alternée
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w: (a,b,c) — k([a,b],c) car k est invariante. De plus w est de radical nul car son
radical est I'orthogonal pour k de I'idéal dérivé.

Supposons A de dimension 6; si K est algébriquement clos, A ~ so(4, K) ~
sl(2,K) x sl(2,K) et la forme w est w;. Si K n’est pas algébriquement clos, w
devient isomorphe & w; par extension des scalaires donc est du type w; 4. On
sait qu’alors le centroide de A, (c’est la sous-algébre de Endg(A) formée des
applications linéaires qui commutent avec les opérateurs adjoints cf. [12]), qui
est C(w), est une extension quadratique séparable L de K de sorte que A est une
L-algtbre de Lie simple de dimension 3. Alors A = so(yr) ou ¢y, est une L-forme
quadratique non dégénérée de rang 3 et k: A x A — K est la forme Trp g o kr.

Pour la forme trilinéaire wo, on a une interprétation analogue sur un corps de
caractéristique différente de 2. On considére I’algébre de Lie sl2(K) et le produit
semi direct A de sl2(K) par le slz(K)-module sl(K)*. C’est une algebre de Lie de
dimension 6 sur laquelle la forme hyperbolique canonique (, ) est invariante par
les opérateurs adjoints. Comme D(A) = A, le produit mixte w défini comme plus
haut par w(a,b,¢) = ([a,b],c) est une forme trilinéaire alternée de rang 6 et un
calcul direct montre que w ~ wy. On a aussi

3.7. Proposition. L’algébre de Lie D(w,) est isomorphe & sl3(K) x sl3(K). Celle
de wy g = wy, est isomorphe & sl3(L) ol L est I'extension quadratique C(w).

Pour wy, c’est immédiat par exemple en utilisant 2.10. Pour w; 4 = wy, on
sait déja que D(w) est une L-algebre de Lie par 2.9. Par extension des scalaires
D(w) @k L =~ sl3(L) x sl3(L); donc D(w) est semi-simple et de dimension 8,
soit sl3(L), soit une L-forme non décomposée de sl3 : sl(D) ou su(p) ol ¢ est
hermitienne de rang 3. Ces deux cas sont impossibles : D ®x L est un corps
gauche de centre L et su(yp) ®x L = su(py) reste simple.

3.8. Proposition. a) Si car(K) # 2, I'algébre de Lie D(w,) vérifie la suite exacte :
0 — K® — D(wp) — glag(K) — 0

b) Si car(K) = 2, D(wz):= Kv® H o1 v? = 0 et v est de rang 3 et H vérifie la
suite exacte d’a]gebres de Lie :

0— K& — H — gls(K) — 0.

a). On détermine D(w>) en caractéristique différente de 2 en remarquant que
c’est le noyau de I’homomorphisme Aut (w2) k() — Aut (w2)k : €+ 0.

On a les suites exactes :
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1 —— K[c-:i]s‘”' — Autgplws] —— Gl3(K[]) —— 1

Gl(K) —— 1

1 —— K8 ——  Autw,

d’oli la suite exacte d’algebres de Lie.
0 — K® — D(ws) — glg(K) — 0

Ainsi D(w,) est produit semi-direct de gl3(K) par la représentation adjointe
restreinte & K® = sl3(K).

On peut obtenir le résultat a) autrement : en effet on sait que C(ws) = Kle]
ol e? =0est'derang 3, Vi = {z € E* [wz(z)} est de rang 3} U{0} est un sous-
espace vectoriel 'deé' E*, de dimension 3, stable par Aut(wz). Ona E = Vy @ eV}
et wy € (eVo)* ® A%(V'); notons aussi € 'élément correspondant dans gl3(K) a
l'isomorphisme € : Vy — V.

Al@rs st car(K) # 2 et si f € D(ws) sa matrice M(f) est de la forme
g ¢ g » par conséquent I'application linéaire 1 : D(w;) — gl3(K) définie par
¥(M) = C, est un homomorphisme d’algébres de Lie, surjectif et de noyau sl3(K).

b) En caractéristique 2, tout élément £ de D(ws) s’écrit d’une maniére unique
fi+ f2 o fi € Kv, v étant I'isomorphisme réciproque de € : Vo — €V, et

B C
telles que C € sl3(K), B € eslz(K) et A = Ay — A3lz avec A3 € K et
Ao = (ai;) € gl3(K), az3 =0, A et C vérifiant la relation A + Tr(A)I; = e~ 1Ce.

Alors T'application linéaire ¢ : H — slg(K) x K définie par p(M) = (C, A3)
est un homomorphisme d’alggbres de Lie, surjectif et de noyau sl3(K), d’olt la
suite exacte :

f2 appartient & la sous-algebre de Lie H formée des matrices M = 4 0)

0—>K8——>H—+gl3(K)—-—*0.

3.9. Un covariant peut étre associé & un trivecteur de rang 6. Plus généralement
soit w € A*E ol E est un espace vectoriel, n = 2k. Si f € E*Xetz € E,
Iapplication (z, f) — zwd;(w) induit une application linéaire tw : EQE* — A?*E
C’est & dire un élément Uy, de E* ® E ® A%*E ~ Endk (E) ® A E,
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Si k est pair, ou si k est impair supérieur ou égal 4 3 et K de caractéristique
2, w possede des puissances divisées et on a zwds(w) = f(z)v2(w). Comme les
deux membres de I'égalité sont quadratiques eniw, il suffit de vérifier le résultat sur
une base convenable de A*E, ainsi que la relation polarisée. Soit e;, 1 < i < 2k,
une base de F et ef = €;,€;,...€;, 1 <1 < i3 < ... < ix < 2k la base de
AFE qu'on en déduit : v2(e;) = 0 et erdg{er) = 0 quel que soit f. La relation
polarisée est vraie également pour e; et ey si INJ # @; reste le cas ol I et J
sont deux parties complémentaires de {1,...,2k}, par exemple I = {1,...,k} et
J ={k+1,...,2k}. On vérifie la propriété cas par cas en prenant z = e;, f = €]
et en calculant eierdes (eJ) + eiegdes (1) 1 sii # j, il est clair que c’est 0. Sii = ],
e;er = 0 ou bien e,el ou e;jey =0 smvant que 7 < k ou non. On supposera i = 1
et ejesde; (e1) = ereger_(1) = erey.

Cette relation montre que 1'élément U, associé & w est 1g @ v2(w). Dans le
cas ol on ne dispose pas de puissances divisées de w (k impair et car K # 2),
on peut prendre la trace de U,, en appliquant Endx(F) ® A%*E dans A%*E par
la trace. Alors Tr U, = 0 : la démonstration est analogue a la précédente. On
adimFE = 4h+ 2 = 2k et on prend une base ¢;, 1 < i < 4dh+2,de F :
TT Uy = Zi e;w de; (w) dépend quadratiquement de w. On démontre que c’est
constamment nul en le montrant pour ey = e;, €, ...€;,1 <1 <... < < 4h+2
et en montrant que '

D (eserde; (eg) + eieyde; (e)) = 0

pour deux parties I et J & k = 2h + 1 éléments de {1,...,2k}.

Si Uy, # 0, on peut lui associer une droite D dans Endg(F) donc un
endomorphisme de E ou de son dual E* par transposition. On a alors sip=3, sx
w est de rang 6 et si la caractéristique de K differe de 2.

3.10. Théoréme. C(w) = K1g- & D.

Notons que Tr (U,,) = 0 signifie que D est formée d’endomorphismes de trace
nulle. Pour démontrer le théoréme, il suffit de le démontrer si K est algébriquement
clos, c'est-a-dire pour w; et pour wy. Un calcul élémentaire montre que pour
w1 = ejeze3 + e4es€¢, ejWde= w = 0 si 1 # 7, eiwde; w = ejeqsezeqeses Si 1 < 3
et —ejezezeqeseg si ¢ > 3. Cela montre que D = Kv ol v a pour matrice dans
la base (e;) Diag(1,1,1,—1,—~1,-1) et donc K1g ® D = C(w;). On obtient un
résultat analogue pour wy = ejeseq + ezezes + ejezeg : les seuls e; wde;_ (w) qui
ne sont pas nuls sont : eq wdez (W), €5 wde; (w) et eg w de; (w) qui valent —2t, —2t
et 2t ol t = ejeqezeseses. Cela montre que D=Kvouv?=0,etuvestde rang
3 : on trouve encore C(wy) = K1g & D. On peut aussi calculer e; w d - w pour les
trivecteurs w 4 ce qui est un autre moyen d’obtenir ce résultat.

On peut alors faire un calcul formel : soit K une cloture algébrique du
corps Q(Xijx) des fractions rationnelles & C§ indéterminées et sur £ = KS°
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soit w = 3° Xjjre;ejer un 3-vecteur générique. On sait que par changement de
base dans E, w se met sous la forme de w; de sorte C(w) = Klg @ Kv et v?
est une homothétie dont le rapport s’exprime polynomialement en fonction des
composantes X;;; de w. En fait U, € E* @ E ® ASE donne par produit tensoriel
Uy ®Uy € E*3EQAEQE*®EQASE : en contractant ce tenseur au moyen
de la trace appliquée au premier facteur E et au second facteur E*, on obtient U,
de E* ® E ® (A°E)®’ correspondant & Uy, o U,,. Dire que v? est une homothétie
signifie que U, = 15 ® P(w) ot P(w) est un élément de (AGE)®2 et le principe
de prolongement des identités algébriques nous dit que

3.11. Théoréme. Il existe un élément P(w) € ASEQASE dépendant au quatriéme
degré de w tel que

Uy = 1g ® P(w)
En caractéristique 2, P(w) est y2(w) ® 72 (w).

Notons aussi que les covariants P(w) et C(w) peuvent avoir une in-
terprétation topologique. Soit M une variété différentielle réelle munie d’une 3-
forme différentielle fermée w : en chaque point £ de M, il y a une forme 3-linéaire
alternée, wy, sur I'espace tangent Ty (M). Supposons M de dimension 6 et w, de
rang maximal en chaque point, il est associé & w un faisceau de R-algebres de fibre
en z, C(ws), qui est soit C, soit R x R, soit R[] avec &2 = 0 et ceci dépendant
du signe du nombre réel P(w,) (négatif, positif ou nul). Sur 'ouvert U (resp. V)
des point z de M ol P(w;) < 0 (resp. P(w;) > 0) la variété M a une structure
presque complexe (resp. presque produit) car (Uw)z donne un endomorphisme du
fibré tangent de carré sg(P(w,)) Id.

§4 - Trivecteurs de rang 7.

Dans ce paragraphe, nous donnons une démonstration du théoreme de classi-
fication des 3-vecteurs de rang 7 sur un corps algébriquement clos dii & Schouten
et abordons le cas d'un corps quelconque ((27],[4],[18)).

4.1. Lemme. Soit u € A2V* une forme bilinéaire alternée sur un espace vectoriel
de dimension finie. Soit W un sous-espace de codimension k de V, W° son
orthogonal dans V* et w un k-vecteur non nul de AFW° c AV* : W est totalement
isotrope pour u si et seulement si uw = 0.

Soit {f1,..., fr} une base de WP telle que w = f1f... fi complétée en une
base {f1,...,fn} de V* et soit {e1,...,en} la base duale de V : {€k+1s.--,€n} est
une base de W. Ecrivons u = Zl<i< i<n @ijfifj 1 uvw = 0O signifie que a;j = 0 pour
k <i < j. Comme a;; = u(e;, e;), le ié'mme s’en déduit.

4.2. Lemme ([14]). Soit H un plan vectoriel dans A2K5 non contenu dans A%V,
pour tout hyperplan V de K®. Alors H posséde une base de I’un des types suivants :
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U = e1€2 U] = e1ez + eséq
ou v
U =.€2€3 + egés U = e1€e3 + eqes
ot {e1,...,es} est une base de K°.

Supposons d’abord que H contient un bivecteur u; de rang 2. Tout bivecteur
u2 non collinéaire & u; est de rang 4 car H C A2 (Su, + Su,)- Alors Sy, NS, est
une droite Key et on peut écrire u; = ejep us = eze3 + eges d’on le premier type.

Supposons maintenant que tout élément non nul de H est de rang 4. Soit
{u1,u2} une base de H : Sy, N Su, = W est de dimension 3. Considérons
I'application #: A?W — A“S,,1 @ A*S,, qui & v associe le couple (vul,vug)
Comme dim A2W 3, Kerm est une droite D = Kejeq de A%H et on peut écrire :
U; = e1%; + eqy;. Posons 21°="ey, y; = —e3 et y2 = e5 : on a alors z3 = }: a;€;.
Alors on peut prendre a; =0 et absorber ases dans eses d’oil une modification de
es ' donc de ez et up = e;(azes + ages + ageq) + eqes : le terme aqey disparait en
modifiarit es en es — age; et on a u; = eje; + ezeq, uz = ej(azes + azez) + eqes.
Si ag était nul, u; — asus serait de rang 2 : par homothétie sur u; et es, on peut
supposer az = 1 et en remplagant u; par us — asu;, on achéve d’amener la base
{u1,u2} 3 la forme annoncée.

En utilisant ces préliminaires, nous pouvons démontrer le

4.3. Théoréme (Schouten). Sur un corps algébriquement clos, il existe cinq classes
d’équivalence de 3-vecteurs de rang 7. Dans une base (e;) de E, 1 < i < 7, un
représentant de chaque classe est donné par

wy = ey(eze3 + eqes + eger) "

Wy = Wy + €2€4€¢

w3 = ejeze3 + ezeyqes + e5eger

wy = ey (ese3 + eqes5) + exeq€6 + €3e5€7

ws = Wy + ezeser.

La démonstration utilise 'invariant d;(w), la classification des 3-vecteurs de
rang inférieur et les lemmes précédents. Rappelons que si d;(w) = k, il existe
e1 € E— {0}, u € A2E', w' € A3E’ ol E’ est un supplémentaire de Ke; dans F
tels que

w=eu+w avec rg(w')=k

Comme dim E = 7, 'invariant d;(w) est un des entiers 0, 3, 5 ou 6 et on étudie
successivement les différents cas. Si dj(w) = 0, w’ = 0 et w est divisible : u est de
rang 6 et w est de type ws.

:8i di(w) = 3, w est décomposable; le rang de u est au moins 4 car
Sw C Key + Sy + Syr. Si le rang de u vaut 4, dim S, N Sy = 1 et on peut
écrire dans £’ w’ = abc et u'= aa’ + b'c’ ot {a,b,c,a’,b',c'} sont six vecteurs
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de E’. Comme w est de rang 7, ils forment une base de E’ et en les numeérotant,
on obtient ws. Si le rang de u est 6 et si uw' = 0, le lemme 4.1. permet d’écrire
u = aa' +bb’ +cc et w = abec : en numérotant convenablement {a,b,c,a’,b’,c'}
on obtient wy. Si uw’ # 0, soit E' = E,; @E;0u Sy =Ez :u=1u; +v+u ot
u; € A’E; et v € E; ® E>. Comme uw’ = u1w’ # 0, u; est non nul. On peut donc
écrire u = ezeq + €27 + eqy + €6z + uy ot {e2, 4,66} est une base de E; et T.Y,2
trois vecteurs de Ej : u = (ez — y)(es + Z) + €6z + yT + uy et YT + ug € A%F,
est nul ou divise w’; de sorte qu’en changeant F;, on peut le supposer nul. On est
ramené au cas ol le rang de u vaut 4, déja étudisé.

Supposons di(w) = 5 : w = equ + v’ ot v’ de rang 5 est divisible par un
vecteur ez. Posant o = Kep, on a w, = &;T et le rang de w, est au moins 5 : donc
le rang de u est au moins 4. Si le rang de u vaut 4, w = e;u + epu’ ol u et v’ sont
deux bivecteurs de rang 4 : on ne peut avoir ey € Se,y/, ni €3 € Se,,, car on aurait
alors d;(w) < 5. On peut alors prendre u et u’ de sorte que leurs supports soient
dans un supplémentaire E” du plan K e1 ® Ke, de E. En utilisant le lemme 4.2.,
on voit que l'on obtient pour w la forme wy. Si le rang de u vaut 6, e3 € S, et
u=¢eyr+volvestderang4. Siz € Sy, w=ev+ ex(u’' +zey) et v’ +:‘c‘¢i1‘ est
de rang inférieur ou égal & 5, donc au plus 4 et on est ramené au cas précédent.
Siz ¢ Sy, w=eresr + e1v + eatt/ et €1V + ezt est de rang 6, donc 2-scindable
Donc il existe y € Ke; @ Ke; tel que I'image de e;v + equ’ dans A3E/Ky est
de rang 3 (c’est la premiére fois que nous utilisons I’hypothése K algébriquement
clos). Comme 'image de e;eoz dans A3E/Ky est 0, le rang de w est au plus 3, ce
qui n'est pas.

Supposons que dj(w) = 6 : nous désignerons par we ; et we 2, les 3-vecteurs
notés wy et wy en 3.3. Alors w = zu + w’ ol w' est de type ws; ou we 2. Le
rang de u est au moins 4 ; sinon prenant pour a une droite contenue dans Sy, on
aurait we = wy, est de rang au plus 5. Supposons rgu =4 et w' de type 6.1. Alors
w' = w] + wh ot w)} est décomposable et soit Fi =Sy, :sia; € SyNF;— {0} et
ua1az = 0, u = a1b; + azby et wg,, est divisible par a de sorte que d;(w) < 6.
Donc uayas # 0 : u peut s’écrire A\ja;as + v avec rg v = 2 et quitte a changer I'un
des a; on peut supposer A = 1. On a donc w = zaiaz + v + a1bicy + agbacy ol
{z,a1,b1,¢1,a2,b2,¢} est une base de E et rg v = 2. Posons P, = Kb; @ Kc; :
si Sy N P; # {0}, il existe une droite o = K y tel que y divise zv + a;b;c;. Alors
Wiy est divisible et dy(w) < 5. Donc SynP; = wnP2 = {0} : v = yz avec
Yy=v1+y2, 2=21+2 avec y;,z; € P;— {0}. Comme on peut remplacer y par une
combinaison linéaire de y et z, {y;, 2;} est une base de P; et b;c; = Ai¥;z;. On a donc
W = Ta1a2 +2(y1+y2)(21 +22) + Ma1y 21 +A2a2%22;. En ajoutant & a; un multiple
convenable de z, on peut écrire : w = za1a3+z(Y122+y221) + AM1a1y121 +A2a2y223.
Prenant z = e; et remplacant les a;, ¥i, z; par des vecteurs collinéaires, on met w
sous la forme ws.

Reste le cas ol le rang de u vaut 4 et w' est de type 6.2. et celui ot le rang
de u vaut 6. Examinons le premier cas : w' = f1ff4 + fofs fs + fifsfe et wl, est
de rang 3 si « est contenu dans V = K f; ®Kf, ®Kf3. Comme S, NV # {0}, w,
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sera somme de 2 trivecteurs décomposables et donc w, est soit de rang 5, soit de
rang 6 et de type 6.1. Supposons que u est de rang 6 et que w’ est de type 6.1 : on
utilise encore la décomposition w' = w} + wy ol w} est décomposable de support
F; : si uw} = 0 pour un indice i, le lemme 4.1. donne u = aja} + bib} + c1c] et
w} = a1bic;. On décompose af, b) et ¢} suivant F; @ F; en 1 + Z2, 41 + ¥2 et
21 + 29, de sorte que u = a1y + b1y1 + 121 + @122 + biya + 122 = u; + uz ol
uy € A%F; divise w) et olt uz € F1 ® F3. Si ug # 0, u; divise w] et en modifiant les
vecteurs aj, by et ¢, on peut supposer u; = 0. Si le rang de a172 + b1y2 + c122 est
4, on est ramené 3 un cas déja étudié; sinon zoy,22 et azbac; sont proportionnels
et on obtient ws en remplagant = par un multiple convenable.

Il ne reste plus que le cas ol rgu = 6 et w’ est de type 6.2. Soit alors F
I’espace de dimension 3 tel que si & € P(F), w, est de rang 3. Si F° est totalement
isotrope pour u, 4 € F'® G ou G est un supplémentaire arbitraire de F dans E'.
Comme w' € A2FQ®G’ ott G’ est un supplémentaire de F dans E’, on peut prendre
G=G.Soit H=F®Kz:onaw € \2HRGet2zuc K@ FRGCA’H®G
donc w est 3-scindable. La classification des sous-espaces vectoriels de dimension
3'de A2K* faite en [14] montre que w est de I'un des types w;, we, w3 ou wy et
donc que d; (w) < 6. Il reste le cas ot F° n’est pas totalement 1sotrope pour u ; on
raisonne alors comme lorsque d;(w) = 3 : on pose T = e; et w’ € A2F ® G s’écrit
23':2 vie; ol {v;} est une base de A’F et {e;} une base de G. De E' = F & G,
résulte u = u; + v+ uz o u; € A?F, up € A2G et v = Zgyiei € F®G.
L’hypothése sur F° signifie que us # 0; en changeant de base dans G, on peut
écrire ug = eges. Alors u = uy +y3y2+yses+(e2+y3)(es —y2) et uy +ysy2 € A%F.
En modifiant G on peut supposer ez + Y3, e3 — Yo et e4 est une base de G (les v;
sont modifiés mais on les de51gne encore par v;). On a alors u; + y3y2 = Z,_2 AiV;
et w=e; (D_; \ivi + yseq + e2e3) + 3, vie; soit

e1 [ya(ea + Maer) + (e2 + Aaer)(e3 + Aser)] + Y _ vies + Aier)
i

Cela donne w = e;u’ +w" ol ' est de rang 4 et w” de type 6.2, cas déja étudié.

Comme I’a montré Westwick, seuls les trivecteurs wq, ws et w4 sont de longeur
3, c’est-a-dire somme de 3 trivecteurs décomposables. Il est clair que w, n’étant
pas de longueur 3, ext exactement de longueur 4 il en est de méme pour ws car
dans la discussion précédente, nous avons obtenu :

ws = e1[eze3 + (€4 + e7)(es — eg)] + (€1 + e2)eses + (e1 + e3)eser,

comme on I’a vu plus haut.

Un calcul direct sur les w; donne le résultat suivant : si w est de rang 7,
C(w) = K. On peut alors montrer T
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4.5. Proposition. Supposons que dimE = n : alors les propriétés suivantes sont
équivalentes : (i) pour tout trivecteur w de rang n : C(w) =K, (ii) n € {3,5,7}.

L’entier n est supposé supérieur ou égal & 3 et different de 4. Comme on I'a vy,
sin € {3,5,7}, C(w) = K. Supposons donc n ¢ {3,5,7}:n=60un>8. Dans le
premier cas, C(w) est de dimension 2 donc différent de K ;sin2>8,n=3p+5¢q
avec p,q € N et p+ ¢ > 2. Soient a un 3-vecteur de rang 3 et § un 3-vecteur de
rang 5 : la somme orthogonale de p exemplaires de o et de g exemplaires de 3 est
un 3-vecteur w de rang n tel que C(w) = KP*9, donc Cw) # K.

§5 - Trivecteurs de rang 7 sur un corps quelconque.

5.1. L’étude des 3-vecteurs de rang 7 sur un corps ([4],[15]) repose sur le théoréme
4.4. On dira que w € A®E est de type w; si sur la cloture algébrique K de K,
wgr = w;. Suivant 1.6, on associe & w une application quadratique de E* dans A’E
qui devient une forme quadratique g,, en fixant dans A’E un générateur. Pour
z € E et f € E* tels que f(z) = 1, on considére zy3(ds(w)) EATEet 0si f=0:
cela ne dépend pas du choix de z et c'est quadratique en f. En caractéristique
différente de 2 et de 3, 'application bilinéaire associée est (f, g9) = wds(w)dg(w)
et il est clair que si w est de rang 6, g, = 0.

La forme g,, commute & I'extension des scalaires ; on calcule donc qw pour les
w; de 4.4. et on trouve pour rang des g;, les entiers 1,1, 2, 4 et 7 (g, ne distingue
pas w et wz) en caractéristique différente de 2 et 0, 0, 2,4 et 6 en caractéristique
2 (dans ce dernier cas, il existe donc une partie semilinéaire non nulle pour wy,
w2 et ws qui est non singuliére). Comme l'action du groupe linéaire commute aux
opérateurs dy et aux puissances divisées, le groupe Autw conserve g,, et donc son

radical R,, contenu dans E* ainsi que I'orthogonal (Rw)°, sous-espace vectoriel de
E.

On peut considérer w € A3E comme une forme 3-linéaire sur E* : le sous-
groupe des ¢ € GI(E*) tels que w(pf, g, 0h) = w(f,g, h) quels que soient
f,9,h € E* est isomorphe & Autw par ¢ + =1, Ce groupe laisse invariant
Ry. On pose A; = Aut w;.

5.2, Un 3-vecteur w est de type w; si et seulement si il est isomorphe & w; car
w est divisible et cette propriété se descend : elle équivaut a la non injectivité de
l'application z — zw de F dans A4E. Le groupe A; se détermine en remarquant
que ce noyau Ke; est stable par A; : les matrices de A, s’écrivent par blocs

3 ;) ot A € K*, v € Hom (V, Ke1), ¢ € GI(V) ot

V = ®i22 Kei, ¢ est une similitude symplectique de rapport A~! de la forme
2k €3k ok 41+
On a les deux suites exactes de groupes :
1- A4, A —»K* -1

dans la base e; : M =
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1 — Hom (V, Ke;) — A] — Sps(K) — 1
Si K est le'c;:orps fini Fy, card A; = ¢5(g — 1)Card SpG(K).

5.3. En ce qui concerne ws, on suppose d’abord K algébriquement clos :

Porthogonal du radical de g, (du noyau de la forme semi-linéaire g, en car-

actéristique 2) est invariant par A; et le calcul montre que c’est Ke;. Les matrices

M de A, s’écrivent par blocs sous la méme forme que celles de A; et on a la suite

exacte de groupes : :
154,54, 2K —1

Si f € A% A4f(¢1w) =ew = ele\ze;es ‘donc W = Ke; 6( Di>1 Kegi) =Ke,®Vp

1 v N
5 1) ot fus € SL)

est invariant par JAj : alors f,wfa-‘ i)our matrice N = (
et vo € Homg (Vo, Kep). On a donc une seconde suite exacte de groupes :

1— A" — Ay, - Sl(Vp) — 1

ou la surjectivité est immédiate. Les éléments de A”, s’écrivent alors dans la base
€1, €2, €4, €6, €3, €5, €7

1 a; Qa4 Qag a3z as ay
0 13 A

0 0 13

oll A est une matrice carrée symétrique d’ordre 3 : A", est un groupe 2-nilpotent
de type Heisenberg et on a la suite exacte 1 — K3 — A% — K® — 1. Ceci montre
que si. G désigne le groupe de Galois absolu de KX sur K, K corps quelconque,
HY(G,;A3(K)) = {1} c'est-a-dire que ([15]) tout 3-vecteur w € A3E de type wo
est isomorphe & w, sur K. Le groupe Autw; = Az(K) se décrit comme dans lé cas
algébriquement clos; si K est le corps fini F,y, CardAs(F,) = ¢'?CardS! — 3(F,).
Si K est le corps fini Fy, alors CardA; = ¢'?(q — 1) CardSi3(F,).

5.4. Soit w3 = ejeqes + ezeqes + eseger ; la forme g3 est de rang 2 et 'orthogonal
de son radical est le plan P = Ke3 @ Kes. Dans P, Kes et Kes sont caractérisés
comme les droites a telles que w, € A%(E/a) est de rang'3 (pour les autres
droites, w, est de rang 5). Donc Az laisse invariant Ke3 U Kes : les matrices des

restrictions & P des éléments de A3 sont de 'un des 2 types suivants : (%1 f )
2

ou (l?l /“82 ) On a donc les suites exactes de groupes :

1— A — A3— G — 1
f — fip

l1— K'xK*"—G—2Z/(2)—1
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car G est le produit semi direct du groupe des matrices diagonales par Z/2 opérant
par échange des vecteurs de base. Alors A% = {fIf € A3 f(es) = es, f(es) = es}

Il en résulte que A*f(e3w) = ezw et A*f(esw) = esw. Comme ezw = egeseger
et wes = ejezeses, on a la suite exacte

t o

1 A% s Al SIy(K) % Slp(K) — 1

en associant a f le couple formé des sous-matrices carrées d’ordre deux formées
des deux premiéres, et des deux derniéres, lignes et colonnes. Le groupe A”3 est
un groupe additif isomorphe & K0 : si f € A%, f(e;) = e; + 2 ot z; € P pour
i=1206et7et fles) =es+2z4+1t4 00 24 € P et ty dépend des autres z;.
On voit -alors que A3 contient un sous-groupe distingué A3 d’indice 2, noyau de
’homomorphisme qui vaut T sur les f qui échangent Kez et Kes et 0 sur les autres.
De plus, A§ est produit direct de deux sous-groupes isomorphes & un groupe B,
qui agissent respectivement sur Di<aKe; et ©;>4Ke; : on a les suites exactes

1—B —wB—K*—1

1— B" — B' — Sly(K) — 1

et B" ~ K® de sorte que H(G, B(K)) = 1. Le lemme de [14] nous donne alors
HY(G, As(K)) ~ HY(G,Z/(2)) ~ Q(K) le groupe des extensions quadratiques
séparables de K. Il en résulte que pour chaque extension quadratique séparable L
de K, il existe wy, € ASE tel que wy, % w3 et w QL € A3(E®k L) est L-isomorphe
a wg.

Il existe donc une L-base ¢; de E®k L telle que wy, = ejezez+ezeses +eseger ;
on note — la conjugaison de EQx L qui se prolonge en une conjugaison de AE®y L
et laisse wy, invariant. L’orthogonal du radical de Gw, est un plan P de F : par
extension a L, P®k L = Leg & Les. Comme wy, % ws, e3 et e5 ne sont pas dans
E : les droites Les et Les sont donc conjuguées sur KX et on peut supposer es = €s.
De Wy, = wy, on déduit :

€1€2€3 + E384€3 + €3€5€7 = e1e9€3 + €3€e4€3 + €3zeger

Multipliant par e3 (ou €3), on trouve :

€1€2€3e3 = eger€zes #0dans EQ L.

On a donc es = ag; + be; + ce3 + de et e7 = a'€; + V'8, + '3 + d'es. De
I'égalité précédente, on déduit ab’ —a'b = 1; remplagant dans wy,, on obtient wy, =
€1e2e3-+e3eq€3+€3(8182+€32), soit e1eze3+818,83 +eze4€3. Comme on I'a vii pour
We,1, ON trouve ejezes +€;€2€3 = We,1,4 Ou bien We,1,o Suivant la caractéristique de
K. On pose pour cela e; = f;+zfs_; pours = 1,2,30ul f;, fs—i € E, L = K[z] avec
z2=douz?=z+aet € = fi+Tfs—i (T = —z ouz+1 suivant la caractéristique
de K). On remarque également que e3e4€; doit étre invariant par conjugaison ce



Formes multilinéaires alternées

qui nous donne wy, = w34 = fi(fofs — dfsfe) + f1(fafs — f3fe) + fafafs ou bien
wr = w3, = fi(f2fa+afsfe) + fr(fafs + fafe + fsf6) + fafafs et le 3-vecteur wy,
est 3-scindable : wy, € E; ® A? Ez ou E; est engendré par f, fy et f7.

Le groupe Autw; = A3 se détermine ainsi : il laisse invariant le plan
P =Kf3& Kf5 et, dans P ®k L, ses éléments sont diagonalisables dans la base
{es, €3} ou échangent ces 2 vecteurs : on a donc les suites exactes

1 — A3, — Ay — Z/2 — 1

1 — A, — A3, — L* — 1
f — A

ol A est la valeur propre de f relativement au vecteur es = f3+z fs(\ € L*). Soit
f € Ay :ona A*f(faw) = faw et A*f(fsw) = fsw. Donc A*f laisse invariant
fafs(frfa+dfife) et f3fs(f1fa+ frfs). Donc modulo le plan P, A?f laisse invariant

= f1fa+ frfe et ug = frf2 +dfyfs donc uz +zu; (et son conjugué ug — zu;) qui
sont de rang 2 sur L. Il existe donc dés'vecteurs p, g € EQx L tels que ug+zu; = pq
et up — zu; = Pq et {p,q,P,q} est une base de W ®x L ot W est le sous-espace
engendré par f1, f2, fe et f7. La matrice de la restriction de f est donc de la forme

61 g) oudet Be Slz(L),commefest définie sur K, B = A et on a la suite

exacte 1 — A”3 — A3 — Sla(L) — 1 et comme pour w3, A”3 1 ~ K0,

Si K =TF,, L est le corps Fgz et CardAs, ; = 2¢*%(¢? — 1)Card(Slz(Fq2)).

5.5. L'étude de wy = e;(eze3+eges5)+ezeqseg+e3eser se fait 4 ’aide de g4 : son rang
est 4 et R, est le sous-espace vectoriel de base e}, eg et e} qui est globalement
invariant par Autws = A4. Le sous-espace (Ry,)° de E, de dimension 4, et 'image
de R,, dans A2E par 'application f — ds(w), sous-espace vectoriel V.de dimension
3 de A%E sont également globalement invariants par A4. De plus si f € Ry, ds(w)
est de rang au plus 4 et son support est contenu dans (R,,)° = ﬂge Ry, Kerg; il
y a donc une application quadratique,:de R,, dans A%(R,,)°, f — ¥2(ds(w)). Si
¢ € Ay, la restriction de ‘p~1 & R,, et celle de A%p & A*(R,,)° sont compatibles
avec cette application. On a donc la suite exacte :

1 — Ay — Ay 5 Gl(Ru)
' @ — "(pl_le
et I'image de ¢ dans GI(R,,) est une similitude de la forme quadratique associée.
Le groupe u(A4) vérifie la suite exacte
| 1— 50(q) — u(As) — K* — 1

ol g est la forme quadratique ternaire (u,v,w) — uv — w?. Le groupe A}
est le sous-groupe de Autw, formé des ¢ qui laissent invariants les 2-vecteurs
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de;‘(w) = €263 + eqes, de; (w) = ezeq et de; (w) = ezes : on a la suite exacte
1 = A — A - Sly(K) - 1earsipe Aj ¢ laisse invariants lés plans
Ke; ¢ Key et Kes @ Kes; ses deux restrictions sont de déterrhinant 1 et 7

s'écrit 0 tp-! ) car ezeg +e4e5 est également invariante par A%p. Le groupe

AY est le sous-groupe de A4 formé des ¢ € GI(E) telles que p(e;) = e; pour
i € {2,3,4,5} : c'est un groupe commutatif de matrices triangulaires qui est
isomorphe & K®. On a donc H'(G,4};) = {0}. Le groupe SO(p) s’identifie
au groupe PGly(K) = Autg_ag(M2(K)) car un automorphisme de My(K)
est déterminé par sa restriction & sly(K), et par sa conservation de la forme
quadratique déterminant sur cet espace.

 Sile corps K est de groupe de Brauer nul, par exemple un corps fini ou
un corps C!, H'(G,PGly(K)) = {1} car toute algtbre simple sur K est une
algebre de matrices. Il en résulte que H'(G, 4;) = {1} et tout 3-vecteur de type
wy est isomorphe & wy. Dans le cas général, on peut montrer que H NG, Ay) —
H'(G, PGl2(K)) est une bijection d’ensembles pointés : Pensemble des classes de
K-isomorphismes de 3-vecteurs de type w, est en bijection avec celui des classes de
K-algebres de quaternions, ou encore avec celui des formes quadratiques ternaires
de discriminant 1 (4 'aide de la norme réduite sur 'espace des quaternions purs).
Ces classes se retrouvent directement par le méme raisonnement que celui qui a
été fait pour wy. On considere I'espace V' de dimension 3, image par f — dg(w)
de Ry, dans A*E : comme V est contenu dans A2(R,,)°, I'application quadratique
Y2 : Ry — A%(R,)° induit une forme quadratique non dégénérée & 3 variables,
définie & un multiple prés, d’ot une algébre de quaternions Q- On peut obtenir
directement ces 3-vecteurs w car on sait écrire ([14]) les sous-espaces vectoriels V
de dimension 3 de A?’K* dont la forme quadratique est non singulitre. Cela nous
décrit I'image de R,, dans A%(R,)°. Prenant une base {z;} d’un supplémentaire
de (R,)° dans E, on en déduit une base de E et w s'écrit Z?=1 T;u; Ou u; est une
base de V' et on peut énoncer.

5.6. Proposition. Tout trivecteur de type w4 est 3-scindable.

Leurs groupes d’automorphismes se décrivent comme celui de wy ; notons que
les 3-vecteurs de type wy, wp et ws sont également 3-scindables, pouvant étre
considéré comme des singularités du cas 3-scindable générique wy.

Pour étudier ws, on supposera la caractéristique de K différente de 2 et
de 3, bien que cela ne soit pas toujours indispensable. Pour K algébriquement
clos, soit Ok l'algébre des octonions, extension cayleyenne de My (K) ([2]). Cest
une algebre alternative de dimension 8 possédant une norme multiplicative non
dégénérée N et une trace. Sur ’espace Ok des octonions purs, noyau de la
trace, de dimension 7, il existe un produit vectoriel u : A20x — O, vérifiant
N(u(z,y)) = N(z)N(y) — (z,y)? ot 2(z,y) = N(z + y) — N(z) — N(y). Sur
Ok est canoniquement définie une forme trilinéaire alternée w € A%0x par
w(z,y,2) = (u(z,y),z) et on a :
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5.7. Proposition. w est isomorphe & ws.

Cela se vérifie par un calcul direct. Il en résulte que Autws = As contient le
groupe des automorphismes de Oy, le groupe algébrique simple G2(K). Comme il
est de dimension 14 et que dimGl7(K)—dim A3K7 = 14, G3(K) est la composante
connexe de I'identité de As et As ~ Go(K) x H, ou H est un sous-groupe discret
formé d’homothéties de O qui laissent w invariant; c’est-a-dire de rapport une
racine cubique de 1'unité : As = Go(K) X p3 (iin est le groupe des racines ni®me
de 'unité).

Si K est un corps quelconque de cloture algébrique K, les 3-vecteurs de
type ws sont en bijection avec I'ensemble pointé H'(G,G2(K)) x HY(G,us3) :
HY(G,G2(K)) est en bijection ([7]) avec 'ensemble des classes d’isomorphisme de
K-algébres octonions (en bijection avec celui des 3-formes quadratiques de Pfister
au moyen de la norme de ces algébres). Le second ensemble est, si K contient
une racine cubique primitive de I'unité, en bijection avec I’ensemble K*/K*3 ; une
description explicite des 3-vecteurs w de type ws s’obtient ainsi. (On note wy le
produit mixte de I’algebre d’octonions A).

5.8. Théoréme. Tout trivecteur w € A3SK” de type ws est K-isomorphe & un
3-vecteur Mwy, A € K* ; Mwa =~ pwp si et seulement si A~ B et A\u~! € K*3.

Remarquons que si K* = K*3, tout 3-vecteur de type ws est isomorphe 2
un trivecteur wa. Sur un corps fini Fy, il n'y a qu’une seule classe d’algébres
d’octonions car toute forme quadratique & 3 variables représente 0. Si ¢ = 2(3),
K* = K*3 et il existe un seul type de 3-vecteurs de type ws; si ¢ = 1(3),
K*/K*3® a trois éléments et il existe 3 classés : ws, Aws et A\2ws ou A & K*3.
Dans le premier cas Autws = G3(K) et, dans le second, Autws = Autdws =
AutA?ws = G(K) x Z/3Z. Cela montre que dans les deux cas le nombre de 3-
vecteurs de type ws est donné par la méme expression CardGl7(K)/Card(G2(K).

6. Trivecteurs de rang 7 sur les corps finis et les corps locaux.

Les résultats précédents permettent de décrire complétement les 3-vecteurs
sur un espace vectoriel de dimension au plus 7 sur un corps fini. On sait que si
G est un groupe fini et X un G-ensemble fini, X est réunion d’un nombre fini
d’orbites O; : si z; € 0; et si G; est le stabilisateur de z;, CardX = Y, Card0; =
Y°; Card G/Card G;. Cela permet de vérifier 'exactitude dans le cas des corps finis
des résultats trouvés en 3 et 5 en prenant G = Gl (F,), X = A3K™ avec n =6 et
7 (pour n = 7, on supposera la caractéristique de F4 supérieure & 3).

Rappelons des résultats classiques et faciles & vérifier ([2],[3]) :
CardGln(Fy) = (g — 1)Card Sin(Fy) = ¢™ % [Tp_1(¢* —1); Card Gup(F,) =
Card Gl,,(Fq)/Card Gly(F,) x Card Gln_p(F,) x gP("~P) ot G, 5(F,) est la grass-
manienne des sous-espaces vectoriels de dimension p de F' 3, 1<p<n-1.
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Le cardinal de Spa,(F,) est le nombre de bases symplectiques de F2" pour
une forme bilinéaire alternée B non dégénérée quelconque. On calcule d’abord le
nombre fn(g) de paires symplectiques (z,y) i.e. z et y € ]Fg" et B(z,y) =1:o0n
choisit d’abord z # 0 puis y dans I'hyperplan affine d’équation B(z,y) =1, d’'ou
fn(g) = ¢**"1(¢*" — 1) puis

n

Card Spza(q) = g™ [ (¢%* - 1).
k=1

6.1. Pour n = 6, il y a six orbites dans A3K® pour I’action de Glg(F,) : 1.de
rang 0, 3 et 5 et trois orbites de rang 6 We,1, We,2 €t WF, - La premiére or-
bite a un seul élément; les orbites de rang 6, 0s,1, Og2 et Ou.-q, ont pour car-

dinaux respectifs Card Glg(F,)/2 Ca.rd2Sl3(IF‘q), Card Glg(F,)/q® Card GI3(F,) et
Card Glg(F,)/2 Card Si3(F,2). Soit w = ejeses : Porbite de w dans ASK™ se
déduit de la connaissance du support de A3f(w), un élément de Gn,3(Fg) et du
nombre d’éléments w ayant méme support. On a donc si n = 6, Card0(w) =
(g — 1) CardGe3(F,). Pour w = e1(ezes + eqes), on calcule tout d’abord
son orbite dans ASK® : clest Card AFS — (¢ — 1)Card Gs3(F;) — 1 ou bien
CardGls(F,)/Card Autw ; ensuite le cardinal de son orbite dans A3K® s’obtient
en multipliant par CardGe,s(F,) = Card(Py(F,)). On obtient alors

6.2. Proposition. )", Card 0; = Card A3]Fg.

Pour n = 7, on suppose que la caractéristique de K dépasse 3. Le nombre
d’orbites dépend de la valeur de ¢ modulo 3 et les résultats de 5 disent

6.3. Proposition. Si g = 1(3) (resp. ¢ = 2(3)), il y a quatorze (resp. douze)
orbites sous I'action de Gl; sur A3K7 dont huit (resp. six) de rang 7.

Comme on l'a remarqué en 5.8, cela n’affecte pas le poids des orbites de
type ws dans A®F} et on a encore, aprés vérification, >_; Card0; = Card AF] en
utilisant CardG2(F,) = ¢°(¢® - 1)(¢® — 1). Remarquons aussi que les résultats
obtenus pour les orbites qui ne sont pas de type ws sont encore valables en
caractéristique 2 et 3 et on obtient

> Card 0, = Card A*F] — Card Gl (Fg)/q%(¢® - 1)(g% - 1).

ou la sommation est étendue aux orbites qui ne sont pas de type ws.

6.4 Rappelons qu'un corps local K est un corps valué complet pour une valuation
discréte v de corps résiduel fini k. C’est une extension algébrique finie du corps Q,
ou du corps F,((X)) des séries formelles sur F,. La caractéristique de k est finie
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et égale & p et le degré de k sur F,, appelé degré résiduel de K, est noté f; la
caractéristique de K est 0 ou p suivant que K contient Q,, ou non, le premier cas
est dit d’inégale caractéristique ([18]).

Alors le groupe Q(K) des extensions quadratiques séparables de K est un
gorupe abélien fini (Z/2)", ou 7 = 2 sauf si K est une extension algébrique
de Q. L’ensemble des classes de K-algtbres de quaternions a 2 éléments car
Br(K) ~ Q/Z et ces classes constituent le sous-groupe des éléments d’ordre 2
de Br(K). De plus il n’y a qu’une seule algébre d’octonions sur K car toute forme
quadratique & 5 variables a un zéro non trivial.

6.5. Proposition. Si K est un corps local de caractéristique résiduelle différente
de 2, il y a 8 classes de 3-vecteurs de rang inférieur ou égal & 6 ; si la caractéristique
de k différe de 3, il y a 17 3-vecteurs de rang 7 si card k = 1(3) et 11 3-vecteurs
de rang 7 si card k = 2(3).

En rang 6, cela provient de la considération de Q(K) qui a 4 éléments. Si le
rang est 7, w; et wy donnent une seule orbite, ws, comme wg 3, donne 4 orbites et
wy en donne deux. Pour ws, il faut distinguer deux cas suivant que K contient une
racine cubique primitive de 'unité, ce qui est le cas si et seulement si k en contient
une. Suivant les cas, K*/K*3 est formé de 9 ou 3 éléments, d’oi1 les orbites de type
Ws. g

Reste le cas ol K est un corps dyadique, soit une extension algébrique finie
de Q; en rang 6 et 7, soit une extension finie de F5({(X)) en rang 6. On a alors

6.6. Proposition. Soit K une extension de degré n de Q3 : il y a 4+2"t2 classes
de 3-vecteurs de rang au plus 6. Si f est pair (resp. impair), il y a 13+2"*2 classes
(resp. 7+27+? classes) de 3-vecteurs de rang 7.

En rang 7, on raisonne d’aprés Card k = 2 modulo 3. En rang 6, on utilise
un résultat classique ([18]) sur les corps dyadiques : Card(K*/K*?) = 2n+2,

6.7. La classification de 3-vecteurs de rang 8 est connu dans le cas algébriquement
clos et dans le cas du corps des réels ([5]). Il n’y a encore qu’un nombre fini
d’orbites dont la liste est donnée pour C dans [6]. Un calcul sur les expressions
données dans ce livre montre que C(w) = K & l'exception des trois cas suivants
w = e;(eze3 + eqes) + egeres, somme directe des 3-vecteurs de rang 3 et 5 pour
lequel C(w) = K x K ainsi que w + ezeseg et w' = eg(ezes — ezeq + eger) + e1eqes
pour lesquels on trouve K|[e], avec rang € = 3.

Remarquons également que le trivecteur de rang 8 dont I'orbite est ouverte
dans A3C® peut s’obtenir de la fagon suivante : on considére l'algebre de Lie

sl3(C) et la forme de Killing (z, y)HTr(ad:c o ady). Comme on a vu en rang
6, w : sl3(C)® — C définie par w(z,y,2) = k([z,y], z) est une forme trilinéaire
alternée de rang 8. En prenant une base adaptée, on trouve pour expression de w
celle du 3-vecteur de rang maximal dans A3C8.
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