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Résumé :

Abstract :

Sur une classe d’hypergroupes de type C

por Marin GUTAN

Soit m entiers naturels n;,...,ny, tels que 1 < ny < ... < np. On note
par Hy n,,...nn la classe de tous les hypergroupes de type C pour lesquels la
partition associée & Iélément neutre est onstituée de m + 1 classes admettant
respectivement 1,n4,... ,n,,; &éments. _

Dans ce travail , on détermine , & isomorphisme prés, tous les hypergroupes
de la classe C, = My ,...2 (n; .= Ny = 2) 'On montre que tous les
hypergroupes de C, sont des D-hypergmupa et que le nombre d’hypergroupes
deux & deux non xsomorphes de la classe Cry est égal au nombre de groupes
commutatxfs deux & deux non isomorphes d’ordre 2m + 1.

¥ ny,...,nm are positive integers such that 1< n; <... S nm, we denote by
Hi,ny,...nm the class of all the hypergoups of type C for which the partition
associated to the identity has m + 1 classes and these classes respectively
contain 1,n4,...,ny, elements.

In this paper all the hypergroups of the classCm = Hi,22,...,2 (n; =...=np=
2) are determined ( up to isomorphism ). It is shown that all the hypergroups
of Cm are D-hypergroups and the number of non-isomorphic hypergroups ofCm

is equal to the number of non-isomorphic commutat:ve groups having 2m +1
elements.
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1. Introduction

Un hypergroupe (H,0) qui vérifie les conditions suivantes :

i) 1l existe e € H tel que zoe =z pour tout z € H;

ii) Pour tous z,y,z€ Htelsquezoy N zoz#@onacecoy=eoz;
s’appelle un hypergroupe de type C (weak cogroup [1]).

Un hypergroupe de type C est un cogroupe si |y o z| = |z 0 z| pour tous z,y,z € H (on
a noté par |A| le cardinal de ’ensemble A).

Si (H,0) est un hypergroupe de type C et e est I’élément neutre de H on peut définir
sur H une relation d’équivalence ”"~" par :

z Xy siet seulement sieoz = eoy.

L’ensemble H/ de toutes les classes d’équivalence relatives a la relation d’équivalence
"~", muni de I'hyperloi naturelle, est un polygroupe ( quasi-canonical hypergroup) (voir
(1], [2] ). On dit que deux hypergroupes de type C , H et K, sont éguivalents si leurs
polygroupes associés, H/ . et K/ sont isomorphes.

On connait trois méthodes pour obtenir des cogroupes : la méthode de Krasner, la
méthode de Utumi et la méthode de Haddad et Sureau.

Soient (G, .) un groupe et g un sous-groupe de G. On peut définir sur G/g = {zg|z € G}
une hyperloi "0” par :

(z9) o (yg) = {2g]z € zgy}.

Alors (G/g,0) est un cogroupe et M. Krasner a nommé D-hypergroupe tout hypergroupe
isomorphe & un hypergroupe de ce type.

J.Eaton ([3]) pose la question : tout cogroupe est-il un D-hypergroupe? C’est Y. Utumi
([11]) qui a indiqué une méthode. pour obtenir des cogroupes qui ne sont pas des D-
hypergroupes. .

Soit (H,0) un D-hypergroupe et soit § une relation d’équivalence sur H qui vérifie les
conditions suivantes :

i) () = {e};
i) 6(zo(8(y)) = (8(=))o (8(); -
ili) eoz C_.'.‘ 8(z) Yo

pour tous z,y € H( 8 s’appelle une partition de Utumi pour H). Alors sur l’ensemble H
on peut définir une hyperloi "e” par : »
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zey=zo(8(y)), pour tousz,y € H

et H*® = (H, ) est un cogroupe.

Les hypergroupes qui peuvent étre obtenus par cette méthode sont appelés des hyper-
groupes de type Utumi. En utilisant cette technique Y. Utumi ({11]) a donné un exemple de
cogroupe d’ordre huit qui n’est pas un D-hypergroupe. De plus , dans [4], on a démontré
que tous les cogroupes ayant tout au plus sept éléments sont des D-hypergroupes. S. Comer
([1]) a posé la question : tous les cogroupes sont-ils des cogroupes de type Utumi?

L. Haddad et Y. Sureau ( [5] ,[6] ) ont donné des caractérisations pour les D-hypergroupes
et les cogroupes de type Utumi en utilisant les multiplicateurs ( voir aussi M. Krasner (4]
et Y. Utumi [11]).

On appelle multiplicateur de 'hypergroupe (H,0) une permutation o de H telle que
a(z oy) = o(z) o y pour tous z et y de H. Si G est'un groupe de multiplicateurs de H et

z € H on note §(z) = {o(z)|o € G}. Un multiplicateur o de H s’appelle un multiplicateur
spécial relativement & I'élément z de H si o(z) = z.

1.1. Théoréme ([6]) .  Soit (H,0) un cogroupe et soit e I’élément neutre de H. Les -
propriétés suivantes sont équivalentes :

i) H est un D-hypergroupe;
i) Il eziste un groupe G de multiplicateurs de H tel que :
a) g(z)=eoz pour tout z € H ( avec g = {0 € Glo(e) = ¢}) ;
B) G(e)=H.
De plus , dans ce cas , H est isomorphe au D-hypergroupe G/g. W

1.2. Théoréme ([6]) .  Soit (H,0) un cogroupe et soit e l’élément neutre de H. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

i) H est de type Utumi;
ii) Il eziste un groupe G de multiplicateurs de H tel queGle)=H. R
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Dans [6], L. Haddad et Y. Sureau ont donné une réponse négative pour le probleme de
Comer. IIs ont indiqué une méthode pour obtenir des cogroupes qui ne sont pas de type
Utumi et pour lesquels le polygroupe associé est présenté par le tableau :

L 0 1 2
0|0 1 2

1 ]1 0,1,2 1,2
2 2 1,2 01,2

Les relations entre les hypergroupes de type C, les cogroupes, les cogroupes de type
Utumi et les D-hypergroupes peuvent étre présentées par le diagramme :

L' hypergroupe S(4,3)

Les hypergroupes de type C " (voirl51)
Les cogroupes
Le cogroupe H(2)
Les cogroupes de type Utumi dordre 16
Les D - hypergroupes (voir{6])

Le cogroupe de Utumi

d'ordre 8
\

(voir[ 5} oulll])

Dans [2], S. Comer a posé le probléme suivant : ” Trouver une famille de constructions
qui permettent d’obtenir tous les cogroupes ( les cogroupes finis ) en utilisant les groupes
( les groupes finis)”. Dans ce travail nous donnons une réponse partielle & ce probléme.
Nous montrons qu’on peut obtenir tous les hypergroupes de la classe C, = H; 22,....2 (2
fois 2 ) en utilisant les groupes commutatifs d’ordre 2n + 1.
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2. Une méthode générale pour obtenir des hypergroupes de C,

Dans [4] , en étudiant les hypergroupes de type C ayant au plus sept éléments , nous
avons trouvé trois hypergroupes :

° 1 2 _ ° 1 2 4 o 1 2 4 8
Hial 1 )1 23| Hiaa| t |1 {23)a5] Hiaaa{ t |t |23]45]67
2121|113 2|2 }|14]3,5 2 | 2114}3,6}567
31312 3|3 |15]2.4 3|3 |16]2,7]468
4 4 |3,6}1,2 4 4 128)1,7}135
5 | s |2,4]1,3 5 | 5 |37]1.8]24
8 8 |47|251(13
1 7166134112

avec Hy 3 €Cy, Hy12,2 €C2, Hy22.2 €Ca.

De plus, pour n € {1,2,3}, dans [4] , il est montré qu'il existe , & isomorphisme prés, un
seul hypergroupe dans la classe C,.

Un premier exemple général

Soit n € IN® et soit le groupe cyclique (Z/(2n+1),+)s Z/@n+1) = {0:1,..., 2n}.

Soit 8 I’équivalence sur le groupe Z/(2n+1) pour laquelle les classes d’équivalence sont :-

0={0}, T=2n={1,2n},3=2n-1={2,2n=1},...,Ai=n+1={n,n+1}

Donc T = {az]a € {~1,1}} pour tout z € Z/(2a+1)-

Alors T+Y = {ax +ﬂy l a,B € {—1»1}} et z+y = {z+ﬂy|ﬂe{—111}} =
{a(z+By) | a, 8 € {~1,1}}, donc T+ =z + § pour tous z,y € Z/(2n+1)- I s’ensuit que

(Z / (2,,.,.1)) - = (Z/ (2n+1)> @) est un cogfodpe de type Utumi.
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Siz,y € Z/aa41)onaz@y = {z+y} U {z -y} et I'hyperloi "@” peut étre présentée
par le tableau : ’

® 0 | 2 , n

0 0 1,2n 2,2n-1 n,n+1

1 1 0,2 3,2n n+1l,n+2
2n 2n 0,2n-1 2n-2,1 n,n-1
2 2 1,3 0,4 n+2,n+3
2n-1 2n-1 2n,2n-2 0,2n-3 n-1,n-2

[ 1

: : i E E i

' ! ' ' ' H

: : H ! ! '

n n n-l,n+1 | n-2,n+2 - 0,2n
n+1 n+1 a+2,n n+3,n-3 0,1

Donc (Z/(g,..,.l), ®) €Ch.

Soient a et B deux permutations de Z/(zn41,@ = [01 23 ...(2n - 1) (2n)] et
B = [1(2n)] [2(2r - 1)]...[n(n + 1)]. Alors a(s) = s+ 1 et f(s) = 2n+ 1~ s pour
tout s € Z/(2n+1)- On peut vérifier que a et § sont des multiplicateurs pour le cogroupe
(Z/(2n+1),®)- Soit G le sous-groupe du groupe des permutations de Z/(3,41) engendré
par a et 3 et soit g le sous-groupe de § eizgendré par B.0nag=< B | B2 =1>={1,6}
et § =<.a,8 | a®*! = 32 = (af)? = 1 >= Dz (le groupe des transformatiors de -
symétrie d’un polygone régulier 3 2n+1 cotés ).

En utilisant le théoréme 1.1 on obtient que (Z/(2n41),®) est un D-hypergroupe et
(Z/(2n+1),®) = (9/9,0)

L’isomorphisme entre (Z/(2n41), ®) et (G/g,0) est ¢ : Z/(2n41) — G/9,9(s) = a’g
pour tout 8 € Z/(2n41)-

2.1. Proposition .  Le cogroupe (Z/(2n+1),®) & 7(2n + 1) sous-hypergroupes, ot

7(s) est le nombre des diviseurs de s pour tout s € N°.
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Démonstration :  L'ensemble des sous-hypergroupes de (G / 9 o) est

{G'/4l¢" sous-groupe de G avec g C G'} . Socit G’ un sous-groupe de § tel quegCg¢
et|g’'| = 2(2t + 1), ot 2t + 1 divise 2n +1 , donc 2n +1 = (2t + 1) (25 +1), avec
t,s € IN. Alors G'N < a > est un sous-groupe du groupe cyclique engendré par a. Donc

1
¢'N < a >=< a™ > avec m diviseur de 2n + 1. Sid=2n+

onag'N<a>=

= {1,a™,a?™,...,ald" "} et ¢' = {1,a™,...,ald-m} y {8,Ba™,...,Pald-1)m},
Doncd = 2t+1,m = 2s +1,§' = < a®,8 >,0'/g = {Lg,a™g,a’™g,...,a*"™ g}
et $~1(G'/g) = {0,m,2m,...,2tm} = {0} U {m,2tm} U {2m,(2t — I)m} V... . Ainsi
on obtient qu'il existe une bijection entre ’ensemble des sous-hypergroupa du cogroupe
(Z/ (2n+1), ®) et ensemble des diviseurs de 2n + 1. B

Remarque . Le treillis des sous-hypergroupes du cogroupe (Z/(2n+1),®) est
isomorphe au treillis des diviseurs de 2n + 1.

2.3. Exemple. Les sous-hypergroupes du cogroupe (Z/(s), ®) sont : {0}, {0,3,6} et
Z/ 9)-

Pour n € {1,2,3} tous les hypergroupes de la classe C» sont isomorphes & I’hypergroupe
(Z/(2n+1), ®)- En étudiant la classe C; on peut remarquer qu’elle contient, 3 isomorphisme

prés , deux hypergroupes ,(Z/(g), ®) et I'hypergroupe présenté par le tableau :

o e Xt X2 X3 X4

e e Xt x'g X2, x'z X3, 1'3 X4, 1'4
X4 Xy e, x'y X3,X4 x3,x'4 x'2,x"3
X Xt | ex x'3, X' X'z, x4 X3 ,X%3
Xg X9 x'3, Xq e,x's xy,x'¢ x'y ,x"3
x'2 x'2 x3,x'4 e,xz x'1, %4 x1,x"
x3 X3 x's, x'g X, %4 e,x's x'y, X
x'3 x's X2, X4 x'y, %X’ e, x3 X1 ,X"g
x4 x4 x2,x" Xy, X3 x'y, x'2 e,x'y
x'¢ x'q x's, X3 x'y, x'3 Xy, X2 e,xq
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Soit (G,+) un groupe commutatif d’ordre 2n + 1 et soit  la relation d’équivalence sur
G pour laquelle les classes d’4quivalence sont % = {z} U {~z}, pour tout z € G. On peut

vérifier que T+ Y = z + 7 pour tous z,y € G, et , si on considére ’hyperloi "®” sur G
définie par :

z@®y=z+7Y pourtous z,y€G

on ‘obtient un cogroupe G** = (G ®) et G" € C,. Soient les permutations ¢ et (8:z):ec
de G définies par :

e(A)=-=2, B:(A)=z+ ) pourtout A€G.

Alors ¢ et B, sont des multiplicateurs de (G, &),

Brofy=Pzty e wofrop=p_;= (ﬁt)-l-

Soient les sous-groupes du groupe des permutations de G,G =< {¢} U {B:}z € G} >
et ¢ = {1,¢} donc G = {B:|z € G} U {¢ 0 B:|z € G}. Alors G/g = {B.g|z € G} et
(Bz9) 0 (Byg) = {Bz+yg} U {Bz-yg}. Si on considére ¢ : G — G/g,¢(z) = B:g pour
tout z € G, ¢ est un isomorphisme d’hypergroupes. Donc (G, ®) est un D-hypergroupe et
(G,®) ~(G/g,0).

2.4. Remarque . En étudiant la classe C3 on peut noter qu’elle contient, & isomor-
phisme pres, deux hypergroupes (Z/(q), ®) et (Z/(3) X Z/(3), ®)

3. Propriétés des hypergroupes de la classe C,

Soit (H,0) € Cn , donc |H| = 1 + 2n. Supposons que e est ’élément neutre de
H,H = {e,z),z},...,2,,2}, et la partition de H associée & 1'élément neutre e est
P, = {{e},{z1,21},...,{Zn, 2} }}. Soit ¢ : H — H définie par :

o(e) = e,p(z;i) = z} et p(z}) = z; pour tout i € {1,...,n}.
Alors pop =1y. Notons z; 0 z; = A, j et zj0z; = Al

£,J°

3.1. Lemme . Pourtousi,j€{l,...,n}ona:
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AijUAlj=cohij=codi;m

3.2. Lemme . Pour tousi,j € {1,...,n} on a |4;;| = |A};| = 2 ( donc tous les
hypergroupes de C, sont des cogroupes ). B

3.3. Lemme . Pourtousi,j€{l,...,n}ona:

Al =p(Aiy) et Aij= (AL

Démonstration : Soit z € A;;. Siz =¢, parce que e € e0 A;j = €0 A} ; il résulte
p(z) =p(e) =c€ Al;.Siz#ecalorseoz = {z,9(2)} € €0 Aij = A;;j UA];. Donc
@(z) € Al carsi p(z) ¢ Ajjona A;; = {z,0(z)} = Al; D p(z),ce qui est absurde. i}
s’ensuit que @(A; ;) € A4}, d’olt on cbtient A} ; = p(4i;) et Ai,j = P(Al;)-.

3.4. - Lemme . ¢ est un multiplicateur spécial de (H,o0) relativement d e. W

3.5. Lemme . {1,p} estle groupe des multiplicateurs spéciauz relativement d e de

(H,0).

Démonstration :  Supposons qu'il existe ¢, un multiplic#teur spécial relativement a
P'élément e de (H,0), tel que ¥ # 1y et P # . Parce que P(e) = e et P(eo z)=eo0z
pour tout z € H, on peut supposer que ¥ = [z7}] ...[zxzl), ot k € N*,k < n. Alors
¥(ZTk410Z) = Tg41 0T pour tout z € H. Montrons que 7, ¢ zp4102. Sizy € Tp4102, 00

obtient z} = ¥(Z1) € Tk41 0 z, donc Tp41 0 2 = {z1,21} ce qui est absurde ( voir lemme

3.7). Donc z; ¢ U Tr41 02T = Ti41 0 H,ce qui est absurde. B
zeH

3.6. Proposition . Soit (H,0) € Cp, H cogroupe de type Utumi. Alors :

i)  H est un D-hypergroupe ;
i) Il eziste un groupe G d’ordre 2(2n + 1) et un sous-groupe g de G , d’ordre 2, tels
que (H,0) = (G/g,0). W

3.7. Lemme. Pourtousi,j,ke€{l,...,n}ona:

Aij # {zx, 2i} # Al
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Démonstration :  Supposons le contraire : z; 0 z; = A;; = {zs,2}} = Alj=z{oz;.
Evidemment k # i. Soit £} = {z¢,z}} avec £ € {1,...,n}. Alors z; € 73 ozjl=zroz,
et z! € Zi 0 2y, donc z4 0 z¢ = {z;,2}} = z} 0 z;. Soit z; oz;-'l = {e,a}, oit a € H\{e}.
Alors {z;,2}} = (ziozj) 024 = z;0(zj 0 2¢) = {z;} Uz; 0 a. Donc z;0a = {z;,z!},
c’est-a-dire z; € z; 0 @ et a # e,ce qui est absurde. W

3.8. Lemme . Soitz,y€ H\{e}. Alors :
i) leozoyle {34}
il) leozoy|=3sietseulementsieczoy;

iil) SizoyNe(z)oy# O il résulte que zoyNp(z)oy = {e}.

Démonstration : Soit zoy = {u,v}, ot u,v € H.
i) 2=|zoy] < |eozoy] = leouUeon| < leou| + |eov] < 4.
Supposons leozoy| = 2. Alorseou = eov,ce qui est absurde ( voir lemme 3.7).
ii) Sileozoy| = 3ilrésulte que eou # eov donc on peut supposer que |ecu| = 1.
Ainsiona:u = e€zoy.

iii) ‘Sizoyﬂcp(z)oy#@ilrésulteque leozoy] = 3,donce€zoynNy(z)oy. N

39. Lemme . Soientz € H\{e} et ye H. Alors :
i) |zoy N p(z)oyl < 2;
if) |zog(z) N p(z)oz] < 2. W

3.10. Lemme . Pourtousi,j€{l,...,n},i#j,ona:

Aii # {20z}, Aig # {zhzi) Al # {zaz;) et Al # {zi,2)}

Démonstration : Supposons qu’il existe i,j € {1,...,n},i # j, tels que 4; ; = {z},z;}.

On peut considérer i =1 et j = 2, donc 4;,; = {z},z2}. Alors
‘.’ ’
{z1,22}Uz 025 = 2102} Uz 02, = 710(2102;) = (2102, )oz; = z|oz Uzs0z, = {2, 25 }Uzs0z;.

1l résulte que z; € z; 0 x4, ce qui est absurde. W

3.11. Lemme . Soient T,y € H tels que p(z) €Ezoy. Alorse€ yoy.
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Démonstration : Si ¢(z) € zoy on a que z € ¢(z) oy N (z) oy}, done y~! =
{wlu{e(v)}-m |

3.12. Lemme . Ilezistei€ {1,...,n} telqueecc A;;. ®

3.13. Lemme . Soit H' un sous-hypergroupe de H et soit z € H\H'. Alors
zoH'Np(z)oH' = 0.

Démonstration :  Supposons zo H' Np(z) o H' # @. Alors z0 H' = p(z)o H' =
zoH'Uyp(z)o H' = eozo H', donc z 0 H' est une réunion de classes de P.\{{e}}. I

s’ensuit que |z o H'| = |H'| est un nombre pair,ce qui est absurde, parce que |H' | divise
|H|. =

3.14. Lemme . Soitz e H. Alors :

eUzUz?UZU...=eUz?Uz'U...

Démonstration :  Soit H' = eUzUz* Uz U... le sous-hypergroupe de H engendré
par z et H” = eUz?Uz*U.... Parce que H” 0 H” C H” il résulte que H” est un
sous-hypergroupe de H'. Mais H' = H"Uzo H” et H"Nzo H” # @. Donc H' = H”. &

3.15. Proposition . Soit H € Ca. Alors H n'est pas isomorphe & un hypergroupe
H'x H”, ot H' et H” sont des hypergroupes de type C ayant au moins deuz éléments.

Démonstration : Supposons H est isomorphe & un hypergroupe H' x H”, ot H' €
Hing,..n, €t H” € Hy g oy 11 S’ensuit que H' x H” € H(14ny+.one). (140, +...4n4), done
ngny = 2, d’oli on obtient n{ =...=n} = 1, c’est-a-dire que H” est un groupe. Mais alors
onal=|s(H)]=|s(H'x H")] =1+4¢> 1 ce qui est absurde ( voir [4]). &

4. Quand G**€C, ?

Soient (G,.) un groupe , 7 une relation d’équivalence sur G et 7(z) = T = la classe

T
Ty =

d’équivalence de ’élément z € G relative & la relation 7. Supposons que Ty pour

tous z,y € G. On peut définir sur G une hyperloi "®” par :
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z @y = z7, pour tous z,y € G.

et (G, Q) est un cogroupe. Notons ce cogroupe par G**.

4.1. Théoreme. G** €, si et seulement si le groupe G et la relation d’équivalence
« sur G vérifient les conditions suivantes :

i) |Gl=2n+1;
ii) w(z)={z}U {z7 }pour tout £ € G (z~! est l'inverse de z dans le groupe G ) ;

ili) Gest commutatif.

Démonstration: Si G et 7 vérifient les conditions i) - iii) alors évidemment G** € C,
( le deuxieme exemple général ).

Supposons maintenant que G*™ € C,. Alors |G| = 2n +1,7(1) = 1 (1 étant I'élément
neutre du groupe G ) et |7(z)| = 2, pour tout z € G\{1}. Soit ¢ : G — G telle que
7(z) = {z} U {p(z)} pour tout z € G. Donc (1) = 1 et poyp = 1g. Soit z € G\{1}. Alors
2@z = {1,zp(z 1)}, ¢(z)Oz~! = {p(z)z!, ¢(z)p(z '} et parce que 1 € 1020z,
d’aprés le lemme 3.8on a1 € zOz ™ Np(z)Oz 1. Mais p(z)z~! # 1, donc p(z)p(z~!) = 1
et p(p(z)e ™) = zp(z71).

11 résulte que pour tout z € G,on a:

@(z71) = (p(z)) ™" et p(p(z)e™) = (p(z)z ™).

Pour démontrer ii) il suffit de prouver que la fonction ¥ : G = G,(z) = ¢(z)z7?,
pour tout z € G , est surjective ( injective ). Montrons que ¥ est injective . Evidemment
¥(z) =1 si et seulement si z = 1. ‘

Soient z,y € G\{1} tels que #(z) = ¥(y), donc ¢(z)z~* = ¢(y)y~. Notons z~* = z.
Alors on a zy = ¢(2)p(y).

Parce que zQyNy(z)Qy # O, d’aprés le lemme 3.8, on obtient zy = 1 donc y = z7 1=z,

1l s’ensuit que 9 est injective et parce que |G| < R, il résulte que ¥ est surjective.

Donc #(z) = {z} U {z“} pour tout z € G. Démontrons maintenant iii). Soient
z,y € G\{l},z # y. Alors 7§ = {zy} U {zy '} U {y"'z7'} U {yz7'} et 7§ =
{zy,zy~1} U {z~'y,z~1y~1}. Donc z-ly € 7¥. Si 'y = zy , on obtient z? = 1, ce
qui est absurde . Si z7'y = y~'z~?, on obtient (zy)? = 22, donc zy = z, ce qui est
absurde. Si x“‘ﬁ = zy~! on obtient que 2 = y? donc z = y, ce qui est absurde. Il résulte

que 7'y = yz~!, donc le groupe G est commutatif. B
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5. Les hypergroupes de type Utumi de C,

5.1. Théoréme Soit (H,0) € Cp. Alors H est de type Utumi si et seculement
si il eziste un groupe (G,.) commutatif, d’ordre 2n + 1, tel que (H,0) =~ (G,0), ot
zQy={zy} VU {zy~?}, pour tous z,y € G .

Démonstration :  Soit (H,0) € C,, H de type Utumi. D’aprés le lemme 3.6, (H, o) est
isomorphe & un D-hypergroupe (G/g,0), ol G est un groupe d’ordre 2(2n + 1) et g est un
sous-groupe de G d’ordre 2. Parce que 1 = |s(G/g)| = [Ng(g) : g] il résulte que Ng(g) = g.
Parce que {g‘\.: Ng( g)j =2n+1 il s'ensuit qu’il existe 2n + 1 2-sous-groupes Sylow dans
G, donc il éxiste 2n + 1 éléments d’ordre 2 dans G. Soit A = {z1,...,Z2n+1} 'ensemble
des éléments d’ordre 2 de G, avec z; = p € g, et s0it G =G\A. Ona |A| = |G| =2n+1et
G=AUG.Sia€A ona soa¢Aetacp¢AdoncG—‘pA—A<pet¢G-ch—A Pour
tous u,v € Gon a ord(v)=orduvu~?)doncu Au~'=Aet u Gu~l=G.Soit a € 4.
Il existe z € G tel que a = zpz™!. Alors A = 242! = 2pGz~! = zpz~1zGz™! = oG,
donc AG = A, AA =G et GG = AAAA = AGA = AA =G. 1 s’ensuit que G est
un sous-groupe d’ordre 2n +1 de G. Pour tout z€Gonaypz €A, donc pTpz = 1 ou
z7l= c,a:z:ga

Alors pour tous z,y € Gonaz ly™! = pzp zpiycp = (zy)~! d'ou on obtient que (G.)
est un groupe comutatif.

Soit ¢ : G — G/g, #(z) = zg, pour tout z € G. Alors ¢(zy) U ¢(zy~!) =2ygUzy~ g =
‘:z:yg U zpypg = zy 0o yg et on peut vérifier facilement que ¢ est injective ( donc bijective).
Alors 'hypergroupe (H,0) est 1somorphe au cogroupe (G,0) otz Qy = {zy} U {zy71}
pour tous z,y € G. B

6. Les hypergroupes cycliques de C,

6.1. Proposition . Soit H € C, et soit z € H\{e} tels que e € z oz et
H=eyzuU 22U z? U.... Alors hypergroupe (H,o) est isomorphe avec Uhypergroupe
(Z2n+1,®).

Démonstration :  Notons z, = e = z,. Pour n € {1,2,3}, l'affirmation est vraie. Soit
n > 4, donc |H| > 9. Soit z; € H\{e} tel quee € 210z, et H = eUz; Uz U....

Démontrons qu’on peut considérer que H = {z,,2;,z},...,Zn,Z,} tels que

P;, = P, = {{z.},{z1,2}},.... {zn, 2} } et :

13
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*) { z103 = {3;—1’31-}-1}’3!331 = {Ze-1, 741} _

heyr =zluz?u.. Uzl = {2} U{z1,2{} U... U {ze31, 251 } U {2} U {Ze1}
pour tout £ € {1,2,...,n — 1} (récurrence d’aprés £). Pour £ = 1 on peut considérer que
zy0z; = {e,z3} car si z; 0 z; = {e,z!} alors |H| = 3, ce qui est absurde. On a alors
hz = z, U 23 = {e, 21,72} donc les relations (*) sont vérifiées.

Supposons que les relations (*) sont vérifiées pour tout £ € {1,...,k} , ot
k € {1,2,...,n — 2}, et démontrons que les relations (*) sont vérifiées pour £ = k + 1.

k+1
Parce que Zi41 € Tk 0 T1, on obtient zx € Tk4+1021. On a aussi 230 gy = U 10T, =
=0
Rit1UZ1 0 Zhyy €t Ry 021 = hiqy U {24} U zi41 0 23. Donc z} € Ti41 021 et on peut A
Supposer que Ti41 0Z; = {4, Tk+2} parce que , si Tx41021 C {Zo, 21,21, -+, Tht1, Thyy }
on obtient [z] C [z], ce qui est absurde . Il s’ensuit que les relations (*) sont vraies pour tout
le{1,...,n=1}. On a aussi z; 0z, = {z}_,, 24} et Tp 0 2y = {Zp-1,2,}. Considérons
la famille d’éléments de H, (y;);ez définie par :
 yi =1z; si et seulement si i = j mod(2n +1).

Nous avons démontré y; 0 ¥, = {ye+s} U {ye-s} €t Y50 y¢ = {Yst+e} U ys—e} pour tout
t € {0,1,2n} et tout s € {0,...,2n}. Montrons que les relations précédentes sont vraies
pour tout ¢t € {0,...,2n} ( récurrence sur t ).

On 2 (y1092)0ys = {¥s}U{¥2n+1-s}Up20Ys €t 410(y108) = {y24s}U{y2-s}U{ys}U{y-0}
et alors y2 0ys = {y2+s} U {y2-,}. Donc les relations sont vraies pour ¢ € {0,1,2n —1,2n}.
Supposons que les relations sont vraies pour tout ¢ € {0,1,...,£} et montrons qu’elles sont
vraies pour t = £+1. Ona (y1042)0ys = Y14£09sUY1-£0Ys = Y14+£0¥sU{¥1-1-YU{y1-14.}
et y10 (¥e o ys) = {Y1+ets} U {v14e=s} U {¥1-t=s} U {91-t4s}. Donc y14e 0y, =
{y142+s U {91+¢-s} d'ot1 il s’ensuit (H,0) = (Zzn+1,D). B

6.2. Corollaire . Soitn € IN tel que 2n + 1 soit un nombre premier. Alors tous les
hypergroupes de C,, sont isomorphes & lhypergroupe (Zant1, ©). M

6.3. Corollaire . Soit H € C,, tel qu’il eziste z € H avec les propriéte’.) :e€zoxz et
H=eUzUz?U.... Alorsecyoy pour touty€ H. W

6.4. Proposition. Soit H€C,. Alorse€ zoz pourtoutz € H.

Démonstration : On peut supposer qu'il existe a € H\{e} tel que H = [a] =
eUaUa?U.... Parce que ao H = H 5 a' = ¢(a) il existe z € H tel que a € a' 0 z.
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D’aprés le lemme3.11, e € y o y. Parce que ao [z] Na’' o [z] # @ d’aprés le lemme 3.13, il
résulte que a € [z]. Mais z € (')~} 0 a C [a]. Alors [a] = [z] et e € z 0 z donc , d'aprés la
proposition 6.1 ,e € yoy ,pour tout y€ H. W

6.5. Théoréme : Soit H € Ca, H cyclique. Alors (H,0) est isomorphe d I’hypergroupe
(Z20+1,0)- W

7. Tous les hypergroupes de C, sont de type Utumi
Dans la suite H est un hypergroupe de Cn.

7.1. Lemme. Sotentz,y€H, z#y. Alors zoy#yoxz.

Démonstration : Supposons qu'il existe z,y € H, z #y, tels que zoy =yoz. Alors
Yy # ey # 2,y # p(z) et y ¢ [z] (théoréme 6.5.). Soit zoy = {a,f}, 00 a# B et
a # ¢(B)-

Alorsy€aoznfBoz et aozUBoz=(zoy)oz =(zoz)oy > ¢(y). Donc, soit
aoz = {y,¢(y)}, soit oz = {y,¢(y)}, cequiest absurde (voir le lemme 3.7). W

7.2. Lemme. Soientz,y€ H. Alors zoyNyoz # 0.

Démonstration : Soit P = H/x le polygroupe associé au cogroupe H. Parce que
e€zoz , pour tout z € H, le polygroupe P est commutatif (voir (1] ). Supposons qu’il
existe z,y € H tels que zoyNyoz = @. Alors zoy = {a, 8} et yoz = {p(a),¢(B)}, avec

a,B € H\{e}, a # ¢(B). Mais, dans ce cas, on a ¢(z) oy =y op(z) = {p(a),#(8)}, ce
qui est absurde (lemme 7.1) . W

7.3. Lemme. Soientz,y€H, z#y. Alors|zoyNyoz|=1.1
7.4. Lemme. Pourtous z,y,2€ H, zoyoz=z0z0y. N

7.5. Lemme. La fonction : H — H,

b(z) = {:r, oz\{e} pour ze€ H\{e}

e pour z=e¢

est bijective.
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Démonstration: Evidemmentsi z € H\{e} alors ¥(z) # e. Supposons z,y € H\{e}
et ¥(z) = Y(y) =a. Alors [z] =[y] =[a] et, d’apres le théoréme 6.5, z=y. W

Soit z € H\{e} et soit la fonction B;: H - H

8 (A)={zoAnAoz si e H-{z}

zoz—{e} si A=z

D’aprés le lemme 7.3., B; est bien définie et B.(e) = z.

7.6. Lemme. Pour tout z € H\{e}, B: est bijective.

Démonstration : 1 suffit de montrer que B, est injective. Si A € H\{z} et
Bz(A) = B:(z) alors zoANAoz = zoz\{e} donc A € z3. Mais B.([z]) € [z]
et B|[; est injective. W

Notons que 8;(p(z)) =e.
7.7. Lemme. Pourtoutpu€ H, B(eopn) = B:(e)op.

Démonstration : Supposons p € H\{e} . Alors
Bz(eop)=(zopNpoz) U (zop(p)Np(p)oz) =
=zouN(pozUyp(p)oz)=zopNeopoz=zopuNeozou=
=zopu=73(e)op M

7.8. Lemme. Soitz,y € H\{e} tels que zoz = {e,y}. Alors B0 B, =0,

Démonstration : Il faut montrer 8:(8:(p)) = By(p) pour tout p € H. Si p € [z]
1’égalité est vraie, d’aprés le théoréme 6.5 . Soit u € H\[z] et soient zopu = {s,t} & H\[z]
et poz = {s,0(t)}. Alors B,(B:(n)) = Bz(s) =zosNsoz. ParcequesozUtoz =
Topor =zoropu=eopUyou==zosUzot, onobtient eopNyou= @,sozNtoz =0
et o(u) €toz (parce que p €soz). Done,si you={a,B} alors soz={u,a} et
toz = {p(u),}. De 'égalité {p}Upoy=pozoz=sozUp(t)oz = {u,a,¢(B)} on
obtient poy= {a,p(B)}, donc By(y) = a. »

Parceque u ¢ zos (si p€zos alors zos= {u,p(a)} CeouUyopu={u,¢(p), a8},
ce qui est absurde) il résulte (;(s)=a. M

7.9. Lemme. 8:08,:) =PBuz)°B:=1n , pour tout z € H\{e}.
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Démonstration : 11 faut montrer By(z)(B:(p)) = 4, pour tout p € H. Si p€ (=]
1'égalité est vraie, d’apreés le théoréme 6.5 . Soit u € H\[z] et soit zop= {s t} € H\[z]
et pozr= {s,ga(t)} donc B.(u) =s.

Avec un raisonnement similaire & celui du lemme 7.8, on obtient soz = {y,a},toz =

{e(n),B},z0s = {p(n),a},zot={u,B}, 0t yop={a,B} et poy={a¢(B)}
Alors ﬁ‘p(z)(ﬂz(”)) = ﬁ‘p(z)(‘s) = ‘P(z) osNso ¢(-"—') = . .

7.10. Pxf,&position. Pour tout z € H\{e}, B est un multiplicateur relativement d
U’élément z pour l’hypergroupe (H, o).

Démonstration : I faut montrer 3;(\ o p) = B2()) o 4 pour tous A, u € H.

Si u = e I’égalité est évidente et si A = e I'égalité est vraie, d’aprés le lemme 7.7. Supposons
donc que A, p € H\{e}.

Lecas A=z. Soitzoz = {e,y},avecy€ H\{e}.

Il faut montrer B.(z o p) = B.(z) o p.

Pour u € [z] I'égalité est vraie, d’aprés 6.5.

Supposons u € H\[z] et soit z o u = {s,t} et yo u = {a, B}.
Alorsﬁ,(zop)gzoxop:zosUzot=eopUyo,u=zopoz:sozUtox.Patceque

péBzop) (sipezosNsozonazos={ua}etsor={up(a)}Zzozop,ce
qui est absurde) et p(p) ¢ B:(zop), il sensuit S (zopu) =you.

Lecas A € H\{e.z}. Soit B:(\)=petsoit zod={y,v} , Aoz= {u, o(v)}.

Alors B;(Aop) € zodopNdopoz = (uoﬁUvop)O(uopUga(v)op) = uouU(vouNe(v)ou).
SivopNep(v)op=3 ona B (Aop)=uop=P:(A)opu.

Supposons v o p N p(v) o u # @, donc p € {v,p(v)}. Il suffit d’étudier le cas p = v.

Mais Aov = Ao p(v) = H\ U doa et

aEH\eov

uov=uop(v)=H\ U uoa.
a&H\eov

donec B;(Aov)=uov. R

On peut donc conclure :
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7.11. Théoréme. Dans la classe C,, il eziste, ¢ isomorphisme prés, k(2n + 1)

hypergroupes (k(s) étant le nombre des groupes commutatifs, deuz d deuz non isomorphes,
d’ordre s ). B '

N.B.:
Ce travail a été élaboré & Clermont-Ferrand, le temps que 'auteur a été invité a
I'Université Blaise Pascal (février - juillet 1992).

L’auteur exprime sa gratitude pour le chaleureux accueil au Département de
Mathématiques de cette Université. Un mot & part pour le professeur Yves SUREAU
car c’est & la suite des discussions avec lui que des démonstrations pour certains

résultats essentiels de ce travail ont été achevées. Sans son aide ce travail n’aurait
pas été ecrit.
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