
ANNALES MATHÉMATIQUES

BLAISE PASCAL

Jacky Cresson & Jordy Palafox
Application des groupes de Lie à la recherche des symétries des tissus implicites du
plan
Volume 31, no 1 (2024), p. 65-82.
https://doi.org/10.5802/ambp.426

Cet article est mis à disposition selon les termes de la licence
Creative Commons Attribution (CC-BY) 4.0.
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Publication éditée par le laboratoire de mathématiques Blaise Pascal
de l’université Clermont Auvergne, UMR 6620 du CNRS

Clermont-Ferrand — France

Publication membre du
Centre Mersenne pour l’édition scientifique ouverte

http://www.centre-mersenne.org/
e-ISSN : 2118-7436

https://doi.org/10.5802/ambp.426
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://www.centre-mersenne.org/
http://www.centre-mersenne.org/


Annales mathématiques Blaise Pascal 31, 65-82 (2024)

Application des groupes de Lie à la recherche des symétries des tissus
implicites du plan

Jacky Cresson
Jordy Palafox

Résumé

On retrouve plusieurs résultats de Alain Hénaut (Lie Symmetries for Implicit Planar Webs, J. Math.
Sci. Univ Tokyo 29(1):155–148, 2022) sur les groupes de symétrie des tissus implicites dans le cadre
usuel des actions de groupes de Lie sur les équations différentielles. On calcule explicitement les groupes
de symétries de tissus particuliers. On donne aussi un lien entre l’algèbre de Lie des symétries d’un tissu
et l’existence de polynômes de Darboux.

Abstract

We obtain new proof of several results of Alain Hénaut (Lie Symmetries for Implicit Planar Webs, J.
Math. Sci. Univ Tokyo 29(1):155–148, 2022) using the framework of actions of Lie groups on differential
equations. We compute explicitly several symmetry groups for known webs. We also precise the link
existing between the Lie algebra of symmetries of a given web and the existence of Darboux polynomials.

1. Introduction

Dans [10], Alain Hénaut obtient via des outils de géométrie algébrique et/ou différentielle
une caractérisation des tissus implicites du plan et redémontre que la dimension de
l’algèbre de Lie de symétries d’un tissu est 0,1 ou 3 avant de donner de nombreux
exemples de calculs de symétries avec un intérêt particulier pour les tissus parallélisables.
Dans cet article, nous donnons des démonstrations alternatives de ses résultats dans le
cadre classique des symétries d’équations différentielles exposé notamment par Peter John
Olver dans son livre [14]. Par ailleurs, l’algèbre de Lie du groupe des symétries d’un tissu
est une sous-algèbre de Lie du module de dérivation associé à la courbe discriminante du
tissu. Ce module possède une interprétation dynamique : il correspond à l’ensemble des
champs de vecteurs laissant invariant (au sens dynamique) la courbe. On montre que le
discriminant de la courbe est un polynôme de Darboux pour ces champs.

L’article est organisé de la manière suivante :
La Section 2 donne la définition des tissus implicites et les principaux objets qui y sont

attachés. Dans la Section 3, après un bref rappel sur les groupes de symétrie des équations
différentielles suivant P.J. Olver [14], nous donnons une caractérisation explicite des
générateurs infinitésimaux des groupes de symétrie d’un tissu implicite en fonction de
son polynôme de présentation. Dans la Section 4, des exemples de calculs effectifs de ces
groupes de symétrie sont donnés pour des tissus particuliers (parallèles, de Clairaut, de
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Zariski, etc.). Dans la Section 5, nous explicitons le lien entre les symétries et l’algèbre
de dérivations de la courbe discriminante en utilisant le théorie classique de Darboux sur
les courbes invariantes d’équations différentielles. Enfin la Section 6 discute de quelques
perspectives de ce travail.

2. Tissus implicites du plan

La géométrie des tissus est l’étude simultanée de plusieurs feuilletages plongés dans un
même espace. La référence classique est le livre de Bol et Blaschke [2]. On renvoie au
livre de Jorge Vitório Pereira et Luc Pirio [15] pour une présentation moderne du sujet et
plus de détails. On se limite dans cet article aux tissus implicites définis par A. Hénaut
dans [10].

On considère une équation différentielle du premier ordre polynomiale de degré 𝑑 à
coefficients analytiques, définie par

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 𝑎0 (𝑥, 𝑦) (𝑦′)𝑑 + 𝑎1 (𝑥, 𝑦) (𝑦′)𝑑−1 + · · · + 𝑎𝑑 (𝑥, 𝑦) = 0, (2.1)

où 𝑦′ =
d𝑦
d𝑥 et où les coefficients 𝑎𝑖 ∈ C{𝑥, 𝑦} pour tout 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑑} (anneau des

fonctions analytiques en 𝑥 et 𝑦). On appelle polynôme de présentation de 𝐹 et on note
𝑃𝐹 , le polynôme en la variable 𝑧 et de paramètres 𝑥 et 𝑦 associé au tissu 𝐹 et défini par :

𝑃𝐹 (𝑧; 𝑥, 𝑦) = 𝑎0 (𝑥, 𝑦)𝑧𝑑 + 𝑎1 (𝑥, 𝑦)𝑧𝑑−1 + · · · + 𝑎𝑑 (𝑥, 𝑦). (2.2)

On a 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 𝑃𝐹 (𝑦′; 𝑥, 𝑦). Le 𝑧-discriminant de ce polynôme, noté Δ est défini par :

Δ = 𝑎2𝑑−2
0

∏
1≤𝑖< 𝑗≤𝑑

(𝑝𝑖 (𝑥, 𝑦) − 𝑝 𝑗 (𝑥, 𝑦))2, (2.3)

où les 𝑝1 (𝑥, 𝑦), . . . , 𝑝𝑑 (𝑥, 𝑦) sont les racines de 𝑃𝐹 (𝑧; 𝑥, 𝑦) (voir [3, p. 403]) et le
résultant est donné par : 𝑅𝑃𝐹

:= Result(𝑃𝐹 , 𝜕𝑧𝑃𝐹) = (−1)
𝑑 (𝑑−1)

2 𝑎0Δ. On supposera dans
la suite que l’on se place hors du lieu des singularités, c’est à dire 𝑅𝑃𝐹

≠ 0, appelée
condition de factorisation. En effet, le polynôme 𝑃𝐹 admet alors 𝑑 racines distinctes
et on peut dans ce cas factoriser le polynôme 𝑃𝐹 par rapport à la variable 𝑧 sous la
forme 𝑃𝐹 (𝑧; 𝑥, 𝑦) = 𝑎0 (𝑥, 𝑦)

∏𝑑
𝑖=1 (𝑧− 𝑝𝑖 (𝑥, 𝑦)).. On déduit de cette construction la forme

factorisée de l’équation différentielle initiale :

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 𝑎0 (𝑥, 𝑦)
𝑑∏
𝑖=1

Δ𝑖 (𝑥, 𝑦, 𝑦′), (2.4)

où Δ𝑖 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 𝑦′ − 𝑝𝑖 (𝑥, 𝑦), qu’on appellera forme préparée de 𝐹.
Chaque équation différentielle Δ𝑖 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0 induit un feuilletage 𝐹𝑖 du plan (𝑥, 𝑦).

La forme préparée définie donc naturellement 𝑑-familles de feuilletages 𝐹𝑖 en position
générale en chaque point (𝑥, 𝑦) ∈ C2 associé au système différentiel 𝒮 = {Δ𝑖 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) =
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0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑑}, ce qui constitue un 𝑑-tissu (voir [15, Section 1.1 p. 15]). On a donc la
définition suivante :

Définition 2.1 (𝑑-tissu implicite [10]). On appelle 𝑑-tissu implicite associé à une équation
différentielle polynomial 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0 de degré 𝑑 du premier ordre à coefficients
analytiques satisfaisant la condition de factorisation (2.4), le tissu noté W𝐹 (𝐹1, . . . , 𝐹𝑑)
où chaque feuille 𝐹𝑖 est associée à l’équation différentielle Δ𝑖 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0,

De manière réciproque, la donnée d’un 𝑑-tissu explicite W(𝐹1, . . . , 𝐹𝑑), où les 𝐹𝑖
sont des feuilletages en position générale, permet de définir un 𝑑-tissu implicite. Il suffit
de considérer la forme préparée définie par les racines :

𝑝𝑖 (𝑥, 𝑦) = −𝜕𝑥 (𝐹𝑖)
𝜕𝑦 (𝐹𝑖)

(𝑥, 𝑦). (2.5)

L’intérêt des tissus implicites est de posséder une représentation globale (l’équation
différentielle). L’idée est donc de voir si des propriétés de cet objet global permettent de
caractériser certaines propriétés des tissus.

3. Symétrie des tissus implicites

On caractérise les groupes de symétrie des tissus implicites en utilisant la théorie classique
sur les équations différentielles invariantes sous l’action d’un groupe de Lie telle que
présentée dans le livre de P.J. Olver [14]. On retrouve ainsi (Théorème 3.7 et Théorème 3.8)
des résultats énoncés par A. Hénaut ([10, (LS) section 2 p. 118 et p. 119]).

3.1. Rappels sur les groupe de symétrie d’une équation différentielle

On rappelle rapidement la notion de groupe de symétrie en suivant le livre de P.J.
Olver [14] directement appliqué aux équations différentielles d’ordre 1.

3.1.1. Groupes de symétries et générateurs infinitésimaux

Soit une équation différentielle d’ordre 1 de la forme Δ(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 𝑦′ − 𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 avec
𝑦′ = d𝑦

d𝑥 , 𝑥, 𝑦 ∈ C.

Définition 3.1. Soit 𝒮 une équation différentielle. Un groupe de symétrie de 𝒮 est un
groupe local de transformations 𝐺 agissant sur un sous-ensemble ouvert 𝑀 du produit
cartésien C2 tel que si 𝑦 : 𝑀 → C est une solution de 𝒮 et dès que 𝑔 · 𝑦 est définie pour
𝑔 ∈ 𝐺, alors 𝑔 · 𝑦(𝑥) est aussi une solution du système.
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Les groupes de transformations que l’on considère dépendent d’un paramètre 𝜀 tel
que :

𝐺 𝜀 : 𝑥 ∈ 𝑀 ↦→ 𝑔𝜀 · (𝑥, 𝑓 (𝑥)) = (𝛾𝜀 (𝑥, 𝑓 (𝑥)), 𝜙𝜀 (𝑥, 𝑓 (𝑥))).
On peut voir l’action d’un élément du groupe comme l’action d’un champ de vecteurs

𝑋 sur R2 par dérivation par rapport à ce paramètre 𝜀 :

𝑋 =
d(𝑔𝜀 · 𝑥)

d𝜀
|𝜀=0𝜕𝑥 +

d(𝑔𝜀 · 𝑓 (𝑥))
d𝜀

|𝜀=0𝜕𝑦 = 𝛼1 (𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 + 𝛼2 (𝑥, 𝑦)𝜕𝑦 .

Le champ de vecteurs 𝑋 est appelé générateur infinitésimal du groupe de symétrie 𝐺.
Si 𝑔𝜀 transforme 𝑦 solution du système en �̃� une autre solution, on cherche à déterminer

l’action 𝑔𝜀 sur 𝑦′. Cette transformation est appelée prolongement et nous allons la
caractériser sur le champs de vecteurs 𝑋 .

Comme les transformations sont tangentes à l’identité, on a 𝑥 = 𝑥 + 𝜀𝛼1 (𝑥, 𝑦) + O(𝜀2)
et �̃� = 𝑦 + 𝜀𝛼2 (𝑥, 𝑦) + O(𝜀2). En notant 𝐷𝑥 la différentielle totale par rapport à 𝑥, on a :

d�̃�
d𝑥

=
𝐷𝑥 ( �̃�)
𝐷𝑥 (𝑥)

= 𝑦′ + 𝜀(𝐷𝑥 (𝛼2 (𝑥, 𝑦(𝑥))) − 𝑦′𝐷𝑥 (𝛼1 (𝑥, 𝑦(𝑥)))) + O(𝜀2)

= 𝑦′ + 𝜀𝜂 + O(𝜀2).
En développant l’expression de 𝜂, on obtient :

𝜂 = 𝜕𝑥 (𝛼2 (𝑥, 𝑦)) + 𝑦′ (𝜕𝑦 (𝛼2 (𝑥, 𝑦) − 𝜕𝑥 (𝛼1 (𝑥, 𝑦)) − (𝑦′)2𝜕𝑦 (𝛼1 (𝑥, 𝑦)).
Ce terme nous permet de définir le prolongateur de 𝑋 à l’ordre 1 :

Définition 3.2. On appelle prolongateur à l’ordre 1 du champs de vecteurs 𝑋 =

𝛼1 (𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 + 𝛼2 (𝑥, 𝑦)𝜕𝑦 le champs �̃� :

�̃� = 𝛼1𝜕𝑥 + 𝛼2𝜕𝑦 +
(
𝜕𝑥 (𝛼2) + 𝑦′ (𝜕𝑦 (𝛼2) − 𝜕𝑥 (𝛼1)) − (𝑦′)2𝜕𝑦 (𝛼1)

)
𝜕𝑦′ .

L’étude des 𝑑-tissus implicites fait intervenir seulement des équations différentielles
d’ordre 1 de la forme 𝑦′ = 𝑝(𝑥, 𝑦). On en déduit le théorème suivant :

Théorème 3.3. Un champ de vecteurs 𝑋 = 𝛼1𝜕𝑥 + 𝛼2𝜕𝑦 est un générateur infinitésimal
d’un groupe de symétries 𝐺 d’une équation différentielle de la forme 𝑦′ (𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦(𝑥))
si et seulement si les fonctions 𝛼1 et 𝛼2 en les variables 𝑥 et 𝑦 sont solutions de :

−𝛼1𝜕𝑥 (𝑝) − 𝛼2𝜕𝑦 (𝑝) + 𝜕𝑥 (𝛼2) + (𝜕𝑦 (𝛼2) − 𝜕𝑥 (𝛼1))𝑝 − 𝜕𝑦 (𝛼1)𝑝2 = 0.

Ce théorème est un cas particulier explicite du critère d’invariance général formulé par
P.J. Olver [14, Theorem 2.31, p. 104] dans le cas d’une équation différentielle d’ordre 1.

Le calcul explicite des groupes de symétrie dépend fortement de la forme du système
d’équations. Deux équations différentielles sont dites équivalentes s’il existe un chan-
gement de variables qui transforme l’une en l’autre. Une question naturelle est donc de
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savoir si les groupes de symétrie calculés pour des équations différentielles équivalentes
sont isomorphes. C’est le cas (voir [13, Proposition 6.13, p. 185]) et nous utiliserons ce
résultat à plusieurs reprises pour simplifier nos calculs.

Proposition 3.4. Deux équations différentielles équivalentes ont des groupes de symétries
isomorphes.

L’ensemble des générateurs infinitésimaux d’un groupe de symétrie possède une
structure classique d’algèbre de Lie (voir [14, Corollary 2.40, p. 115]) dont la dimension
est un invariant.

3.2. Caractérisation des symétries d’un tissu implicite

On commence par définir le groupe de symétrie d’un tissu du plan (voir [10]) :

Définition 3.5. Soit W(𝐹1, . . . , 𝐹𝑑) un 𝑑-tissu. Un groupe 𝐺 est un groupe de symétrie
du tissu si et seulement si il laisse globalement invariant le tissu.

Le Lemme suivant permet le transfert de l’étude du feuilletage à celui de la famille
d’équations différentielles associées. Précisément, en utilisant le critère d’invariance
formulé par P.J. Olver ([14, Theorem 2.71 p. 161]) on a le résultat suivant :

Lemme 3.6. Soit W𝐹 (𝐹1, . . . , 𝐹𝑑) le 𝑑-tissu implicite défini par 𝐹. Alors 𝐺 est un
groupe de symétrie de W𝐹 (𝐹1, . . . , 𝐹𝑑) si et seulement si 𝐺 est un groupe de symétrie de
chacune des équations différentielles Δ𝑖 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0 pour 𝑖 = 1, . . . , 𝑑.

En utilisant le lemme 3.6 et le théorème 3.3 on obtient donc la carcatérisation suivante
des symétries d’un 𝑑-tissu :

Théorème 3.7 (Groupe de symétries d’un 𝑑-tissu). Soit W𝐹 (𝐹1, . . . , 𝐹𝑑) le 𝑑-tissu
implicite associé à 𝐹. Soit 𝐺 un groupe de symétries de W𝐹 , alors tout générateur
infinitésimal 𝑋 = 𝛼1 (𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 + 𝛼2 (𝑥, 𝑦)𝜕𝑦 de 𝐺 satisfait le système d’équations :

−𝛼1𝜕𝑥 (𝑝𝑖) − 𝛼2𝜕𝑦 (𝑝𝑖) + 𝜕𝑥 (𝛼2) + (𝜕𝑦 (𝛼2) − 𝜕𝑥 (𝛼1))𝑝𝑖 − 𝜕𝑦 (𝛼1)𝑝2
𝑖 = 0, (3.1)

où 𝑝𝑖 (𝑥, 𝑦) = 𝜕𝑥𝐹𝑖

𝜕𝑦𝐹𝑖
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑑.

Ce système peut se mettre sous forme « normale » :

On note𝑉𝑖: 𝑗 les matrices de type Vandermonde définies par𝑉𝑖: 𝑗 =

(
1 𝑝𝑖 𝑝2

𝑖

1
...

...
1 𝑝 𝑗 𝑝2

𝑗

)
et 𝑀𝑖: 𝑗 les

matrices définies par 𝑀𝑖: 𝑗 =

(
𝜕𝑥 (𝑝𝑖 ) 𝜕𝑦 (𝑝𝑖 )

...
...

𝜕𝑥 (𝑝 𝑗 ) 𝜕𝑦 (𝑝 𝑗 )

)
. On note 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2). L’écriture matricielle
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du système (3.1) est donnée par
−𝑀1:3𝛼 +𝑉1:3

( −𝜕𝑥 (𝛼2 )
𝜕𝑥 (𝛼1 )−𝜕𝑦 (𝛼2 )

𝜕𝑦 (𝛼1 )

)
= 0,

−𝑀4:𝑑𝛼 +𝑉4:𝑑

( −𝜕𝑥 (𝛼2 )
𝜕𝑥 (𝛼1 )−𝜕𝑦 (𝛼2 )

𝜕𝑦 (𝛼1 )

)
= 0.

(3.2)

La matrice 𝑉1:3 est une matrice de Vandermonde qui est inversible car 𝑝1, 𝑝2 et 𝑝3
sont deux à deux distincts. Le système est donc équivalent à la forme suivante :

−𝑉−1
1:3𝑀1:3𝛼 +

( −𝜕𝑥 (𝛼2 )
𝜕𝑥 (𝛼1 )−𝜕𝑦 (𝛼2 )

𝜕𝑦 (𝛼1 )

)
= 0,

𝐶𝑑𝛼 = 0,
(3.3)

où
𝐶𝑑 = −𝑀4:𝑑 +𝑉4:𝑑𝑉

−1
1:3𝑀1:3, (3.4)

est appelée matrice de compatibilité.
On obtient donc le système donné par A. Hénaut [10, p. 119] :

Théorème 3.8 (Equation normalisée du groupe de symétries d’un tissu implicite). Pour
𝑑 ≥ 3, le système d’équations 3.1 peut s’écrire sous une forme normalisée :

−𝜕𝑥 (𝛼2) + 𝑔𝑑𝛼1 + ℎ𝑑𝛼2 = 0
𝜕𝑥 (𝛼1) − 𝜕𝑦 (𝛼2) + 𝑔𝑑−1𝛼1 + ℎ𝑑−1𝛼2 = 0

𝜕𝑦 (𝛼1) + 𝑔𝑑−2𝛼1 + ℎ𝑑−2𝛼2 = 0
𝑔𝑑−3𝛼1 + ℎ𝑑−3𝛼2 = 0

...

𝑔1𝛼1 + ℎ1𝛼2 = 0.

(★𝑑)

où les coefficients 𝑔𝑖 et ℎ𝑖 , pour 𝑖 = 1, . . . , 𝑑, dépendent des pentes 𝑝𝑖 .

On peut bien entendu expliciter les coefficients 𝑔𝑖 et ℎ𝑖 . Par exemple, on obtient pour
𝑑 = 3 :

𝑔1 = − 𝑝2𝑝3
(𝑝3−𝑝1) (𝑝2−𝑝1)

𝜕𝑥 𝑝1 +
𝑝1𝑝3

(𝑝3−𝑝2) (𝑝2−𝑝1)
𝜕𝑥 𝑝2 −

𝑝1𝑝2
(𝑝3−𝑝1) (𝑝3−𝑝2)

𝜕𝑥 𝑝3,

𝑔2 =
𝑝2 + 𝑝3

(𝑝3−𝑝1) (𝑝2−𝑝1)
𝜕𝑥 𝑝1 −

𝑝1 + 𝑝3
(𝑝3−𝑝2) (𝑝2−𝑝1)

𝜕𝑥 𝑝2 +
𝑝1 + 𝑝2

(𝑝3−𝑝1) (𝑝3−𝑝2)
𝜕𝑥 𝑝3,

𝑔3 = − 1
(𝑝3−𝑝1) (𝑝2−𝑝1)

𝜕𝑥 𝑝1 +
1

(𝑝3−𝑝2) (𝑝2−𝑝1)
𝜕𝑥 𝑝2 −

1
(𝑝3−𝑝1) (𝑝3−𝑝2)

𝜕𝑥 𝑝3,

(3.5)
et des expressions analogues pour ℎ1, ℎ2 et ℎ3 en remplacant les 𝜕𝑥 (𝑝𝑖) par des 𝜕𝑦 (𝑝𝑖).
On calcule de manière analogue les autres coefficients 𝑔𝑖 .
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Remarque. Les coefficients ℎ𝑖 et 𝑔𝑖 peuvent aussi être obtenus en utilisant la formule de
Sylvester donnant le résultant d’un polynôme et les formules de Cramer comme indiqué
par A. Hénaut dans ([10, p. 120] ou [9, p. 432]). Néanmoins, comme l’inverse d’une
matrice de Vandermonde est explicitement connu, les calculs impliqués par cette approche
nous semble plus compliqués que le calcul direct de la matrice𝐶𝑑 et du produit −𝑉−1

1:3𝑀1:3
du système explicite (3.3).

La partie différentielle du système ci-dessus ainsi formé est par ailleurs de la même
forme que celui obtenu par A. Hénaut ([9, équation (★4) p. 433]) caractérisant les relations
abéliennes d’un 4-tissu. Les relations non différentielles sont appelées relations de
compatibilité par A. Hénaut.

L’étude des solutions de ce système peut s’effectuer dans le cadre du théorème de
Cauchy–Kovaleskaya tel qu’exposé dans ([14, Chap.2, p. 162]) dont on reprend les
notations. Pour 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2), on note 𝛼 (1) = (𝛼1, 𝛼2, 𝜕𝑥 (𝛼1), 𝜕𝑥 (𝛼2), 𝜕𝑦 (𝛼1), 𝜕𝑦 (𝛼2)).
Le système (★𝑑) est donc équivalent à 𝑑 équations Δ1 (𝑥, 𝛼 (1) ) = 0, . . . ,Δ𝑑 (𝑥, 𝛼 (1) ) = 0.
Pour 𝑑 ≥ 3, on obtient un système sur-déterminé au sens de P.J. Olver ([14, Definition 2.86,
p. 170-171]). Les conditions de compatibilité ainsi que la troisième relation peuvent être
vue comme des conditions d’intégrabilité par rapport aux solutions du système{

−𝜕𝑥 (𝛼2) + 𝑔𝑑𝛼1 + ℎ𝑑𝛼2 = 0,
𝜕𝑥 (𝛼1) − 𝜕𝑦 (𝛼2) + 𝑔𝑑−1𝛼1 + ℎ𝑑−1𝛼2 = 0

(3.6)

Ces conditions vont compromettre la résolubilité des systèmes (★𝑑) pour 𝑑 ≥ 3. En
particulier, on a :

Proposition 3.9. Pour 𝑑 ≥ 3, le système (3.1) n’admet génériquement pas de solutions.

Une autre façon de formuler le résultat précédent est : Pour 𝑑 ≥ 3, un 𝑑-tissu générique
n’admet pas de symétries.

Dans les sections suivantes, nous donnons des exemples de résolutions explicites du
système (★𝑑) pour des tissus donnés.

4. Exemples de groupes de symétries de tissus

Nous calculons explicitement l’algèbre de Lie du groupe de symétries de 𝑑-tissus. Les cas
𝑑 = 1 et 𝑑 = 2 sont triviaux et correspondent à des algèbres de Lie de dimensions infinies.
Dans le cas 𝑑 ≥ 3, les algèbres de Lie obtenues sont de dimension 1 ou 3 illustrant ainsi
le résultat général de A. Hénaut ([10, Proposition 1 p. 124]) montrant que l’algèbre de
Lie des groupes de symétries d’un tissu implicite est toujours de dimension 0, 1 ou 3.
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4.1. Cas des 1− et 2−tissus

Pour les tissus du plan, on voit le cas particulier des 1-tissus et 2-tissus dont les algèbres
de Lie des symétries sont de dimension infinie :

Lemme 4.1 (1-tissu). L’algèbre de Lie des symétries d’un 1-tissu est de dimension
infinie, chaque symétrie est de la forme 𝑋 = 𝛼1 (𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 + 𝛼2 (𝑦)𝜕𝑦 , avec 𝛼1 ∈ C{𝑥, 𝑦} et
𝛼2 ∈ C{𝑦}.

Démonstration. Pour un 1-tissu, on peut supposer, quitte à faire un changement de
variables, que 𝑝1 = 0. Ainsi le système (3.1) se réduit à 𝜕𝑥 (𝛼2) = 0 et aucune condition
n’apparaît sur 𝛼1. L’algèbre de Lie est de dimension infinie et engendrée par : 𝑋 =

𝛼1 (𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 + 𝛼2 (𝑦)𝜕𝑦 où 𝛼2 (𝑦) est analytique en 𝑦. La proposition 3.4 termine la
démonstration. □

Lemme 4.2 (2-tissu). L’algèbre de Lie des symétries d’un 2-tissu est de dimension infinie.

Démonstration. Pour 𝑑 = 2, avec 𝑝1 ≠ 𝑝2 on peut supposer, quitte à faire un changement
de variables « redressant » les feuilles, que 𝑝1 = 0 et 𝑝2 = 1. On obtient les deux
équations 𝜕𝑥 (𝛼2) = 0 pour 𝑝1 = 0 et −𝜕𝑥 (𝛼2) + (𝜕𝑥 (𝛼1) − 𝜕𝑦 (𝛼2)) + 𝜕𝑦 (𝛼1) = 0 pour
𝑝2 = 1. Comme pour le cas précédent, on a que 𝛼2 est une fonction de la variable
𝑦. La seconde équation est 𝜕𝑥 (𝛼1) + 𝜕𝑦 (𝛼1) = 𝜕𝑦 (𝛼2). Si les solutions ont la forme
générale 𝛼1 =

∑
𝑗 ,𝑘≥0 𝑝 𝑗 ,𝑘𝑥

𝑗 𝑦𝑘 et 𝛼2 =
∑

𝑗≥0 𝑞 𝑗 𝑦
𝑗 alors la dernière équation implique

∀ 𝑖 ≥ 1, ∀ 𝑗 ≥ 0, 𝑝𝑖+1, 𝑗 (𝑖 + 1) + 𝑝𝑖, 𝑗+1 ( 𝑗 + 1) = 0 et si 𝑖 = 0 alors ∀ 𝑗 ≥ 1,
𝑝1, 𝑗 + 𝑝0, 𝑗+1 ( 𝑗 + 1) = 𝑞 𝑗+1 ( 𝑗 + 1). Ces dernières relations définissent les relations sur les
coefficients des symétries d’un 2-tissu. La proposition 3.4 termine la démonstration. □

4.2. Le cas parallèle

Les tissus parallèles, donnés par des feuilletages de droites parallèles, jouent un rôle
particulier dans l’étude des tissus.

Définition 4.3 (Tissu parallèle). Un 𝑑-tissu est dit parallèle s’il est donné par la
superposition de 𝑑 pinceaux de droites en position générale, écrit sous la forme
W(𝑎1𝑥 − 𝑏1𝑦, . . . , 𝑎𝑑𝑥 − 𝑏𝑑𝑦) où (𝑎𝑖 , 𝑏𝑖) ∈ C2 \ {0}. L’hypothèse de position gé-
nérale est équivalente à 𝑝𝑖 ≠ 𝑝 𝑗 , ∀ 𝑖 ≠ 𝑗 où les coefficients 𝑝𝑖 = − 𝑎𝑖

𝑏𝑖
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑑,

représentent les pentes du pinceau.

La terminologie de tissu parallèle vient du fait que chaque feuilletage est constitué de
droites parallèles. Les symétries d’un tel tissu sont données par le Lemme suivant :
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Lemme 4.4. Soit un 𝑑-tissu parallèle, avec 𝑑 ≥ 3, défini par les pentes constantes
𝑝𝑖 (𝑥, 𝑦) 𝑖 = 1, . . . , 𝑑. Alors son algèbre de Lie des symétries est engendrée par les trois
générateurs infinitésimaux 𝔤 = {𝜕𝑥 , 𝜕𝑦 , 𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦}.

Démonstration. Considérons un 𝑑-tissu parallèle avec 𝑑 ≥ 3, donné par des pentes
constantes 𝑝𝑖 (𝑥, 𝑦). On a donc par définition 𝑀1:3 = 0 et 𝑀4:𝑑 = 0 car ces matrices ne
dépendent que des dérivées des pentes, d’où 𝐶𝑑 = 0. Le système (★𝑑) se réduit donc à :

−𝜕𝑥 (𝛼2) = 0, 𝜕𝑥 (𝛼1) − 𝜕𝑦 (𝛼2) = 0, 𝜕𝑦 (𝛼1) = 0.

La fonction 𝛼2 ne dépend que de 𝑦 et 𝛼1 de 𝑥. On cherche des solutions du système dans
la classe polynomiale. On pose 𝛼1 (𝑥) =

∑𝑘
𝑗=0 𝑟 𝑗𝑥

𝑗 et 𝛼2 (𝑦) =
∑𝑚

𝑗=0 𝑞 𝑗 𝑦
𝑖 . On obtient

𝛼1 = 𝑟0 + 𝑥𝑟1 et 𝛼2 = 𝑞0 + 𝑦𝑞1 avec 𝑞1 = 𝑟1. L’algèbre de Lie étant au maximum de
dimension 3, on déduit que les symétries sont engendrées par 𝜕𝑥 , 𝜕𝑦 et 𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦 . □

4.3. Un 3-tissu donné par Élie Cartan

Cet exemple est donné par A. Hénaut dans [10]. On considère le 3-tissu donné par
son polynôme de présentation 𝑃𝐹 (𝑧; 𝑥, 𝑦) = (𝑧2 − 1) (𝑧 − 𝑢(𝑥)) où 𝑢 est une fonction
analytique de 𝑥.

Lemme 4.5. L’algèbre de Lie des symétries du tissu de Cartan est donnée par 𝔤 = {𝜕𝑦}.

Démonstration. Par définition du tissu, les pentes sont données par 𝑝1 = 1, 𝑝2 = −1 et
𝑝3 = 𝑢(𝑥). Une symétrie 𝑋 = 𝛼1 (𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 + 𝛼2 (𝑥, 𝑦) de ce 3-tissu doit satisfaire :

𝜕𝑥 (𝛼2) = 𝜕𝑦 (𝛼1), 𝜕𝑥 (𝛼1) = 𝜕𝑦 (𝛼2), (𝑢2 − 1)𝜕𝑦 (𝛼1) + 𝜕𝑥 (𝑢)𝛼1 = 0.

Les deux premières équations du système donnent :(
𝐵(𝑥, 𝑦)2 + 𝜕𝑥

(
𝐵(𝑥, 𝑦) −

(
𝑢′ (𝑥)

𝑢(𝑥)2 − 1

)2
))
𝛼1 = 0.

et les dérivées d’ordre 1 et 2 de 𝛼1 donnent :

𝜕𝑥 (𝛼1) = 𝐵(𝑥, 𝑦)𝛼1, 𝜕2
𝑥,𝑥 (𝛼1) = (𝐵2 (𝑥, 𝑦) + 𝜕𝑥 (𝐵(𝑥, 𝑦))𝛼1,

𝜕2
𝑦,𝑦 (𝛼1) =

(
𝑢′ (𝑥)

𝑢(𝑥)2 − 1

)2
𝛼1,

où 𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝑐′ (𝑥 )
𝑐 (𝑥 ) −

(
𝑢′ (𝑥 )

𝑢(𝑥 )2−1

) ′
𝑦. On obtient finalement :(

𝐵(𝑥, 𝑦)2 + 𝜕𝑥

(
𝐵(𝑥, 𝑦) −

(
𝑢′ (𝑥)

𝑢(𝑥)2 − 1

)2
))
𝛼1 = 0.
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Pour une fonction 𝑢 = 𝑢(𝑥) générique, on a 𝛼1 = 0 et 𝜕𝑦 (𝛼2) = 𝜕𝑥 (𝛼2) = 0, alors 𝛼2 est
une constante. □

4.4. Le tissu de Muzsnay

Dans [12], suite à une série d’articles dans l’optique de la résolution de la conjecture de
Blaschke sur la linéarisation des 3-tissus dans C2, Zoltán Muzsnay considère le 3-tissu
W𝑀 donné par les trois feuilletages suivant :

𝐹1 (𝑥, 𝑦) := 𝑥, 𝐹2 (𝑥, 𝑦) := 𝑦 et 𝐹3 (𝑥, 𝑦) := (𝑥 + 𝑦)𝑒−𝑥 . (4.1)

Ce tissu a fait l’objet de nombreux articles concernant sa linéarisation notamment [7]
et [8]. Les différents auteurs ont donné des caractérisations des tissus linéarisables via
des méthodes différentes et ne donnent pas le même résultat. Dans [12], l’auteur pour
clore la controverse exhibe un biholomorphisme de linéarisation explicite dû à Jean-Paul
Dufour. Nous proposons ici le calcul de son groupe de symétrie.

Le calcul des pentes du tissu fait apparaître des pentes infinies. En effectuant le
changement de variables (𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑥 + 𝑦, 𝑦 − 𝑥) = (𝑢, 𝑣), on obtient :

Lemme 4.6 (Forme préparée du tissu). Le tissu W𝑀 est biholomorphiquement conjugué
au tissu donné par les trois feuilletages définis par 𝐺1 (𝑥, 𝑦) := 𝑢−𝑣

2 , 𝐺2 (𝑥, 𝑦) := 𝑢+𝑣
2 et

𝐺3 (𝑥, 𝑦) := 𝑢𝑒− 𝑢−𝑣
2 .

On peut alors calculer le groupe de symétrie du tissu dans ce nouveau système de
coordonnées :

Lemme 4.7. L’algèbre de Lie des symétries du tissu W𝑀 mis sous forme préparée est
donnée par 𝔤 = {𝜕𝑣}.

Démonstration. Le calcul des trois pentes associées aux feuilletages donne 𝑝1 = 1,
𝑝2 = −1 et 𝑝3 = 𝑢−2

𝑢
. On obtient le système des symétries : 𝜕𝑢𝛼2 = 𝜕𝑣𝛼1, 𝜕𝑣𝛼2 = 𝜕𝑢𝛼1

et −2𝛼1 + (4𝑢 − 4)𝜕𝑣𝛼1 = 0.
En intégrant directement la dernière équation, on a : 𝛼1 (𝑢, 𝑣) = 𝑐(𝑢)𝑒

𝑣
2(𝑢−1) où

𝑐(𝑢) est une fonction qui dépend de 𝑢. On en déduit sur les deux autres équations :
𝛼2 = 𝛼1 ×

(
2 − 𝑣

𝑢−1
)
+ 2𝑐′ (𝑢) (𝑢 − 1)𝑒

𝑣
2(𝑢−1) + 𝑐 où 𝑐 est une constante. En utilisant

l’expression des dérivées secondes 𝜕2
𝑢,𝑢 (𝛼1) − 𝜕2

𝑣,𝑣 (𝛼1) = 0 et 𝜕2
𝑢,𝑢 (𝛼2) − 𝜕2

𝑣,𝑣 (𝛼2) = 0,
on obtient l’équation différentielle 𝛼1×

(
1

4(𝑢−1)2 − 𝜕𝑢𝛽 − 𝛽2
)
= 0 avec 𝛽 =

𝑐′ (𝑢)
𝑐 (𝑢) −

𝑣

2(𝑢−1)2 .
Donc soit 𝛼1 = 0 soit le second facteur est nul ce qui est impossible par rapport aux
degrés en 𝑢 et 𝑣. Donc 𝛼1 = 0 et on récupère une unique symétrie 𝑐𝜕𝑣 . □
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On peut conclure en vertu de la Proposition 3.4 que l’algèbre de Lie des symétries
du tissu sous forme préparée étant isomorphe à celle de W𝑀 , cette dernière ne compte
qu’une unique symétrie.

4.5. Tissu de Clairaut

Le tissu de Clairaut étudié par A. Hénaut [10] est un 3-tissu défini par les submersions
𝐹1 (𝑥, 𝑦) := 𝑦 − 𝑥, 𝐹2 (𝑥, 𝑦) =:= 𝑥 + 𝑦 et 𝐹3 (𝑥, 𝑦) := 𝑦

𝑥
. Les trois pentes associées sont

𝑝1 = 1, 𝑝2 = 1 et 𝑝3 =
𝑦

𝑥
. Le groupe de symétrie est donné par (voir [10]) :

Lemme 4.8. L’algèbre de Lie des symétries du 3-tissu de Clairaut défini par les
submersions 𝐹1 = 𝑦 − 𝑥, 𝐹2 = 𝑦 + 𝑥 et 𝐹3 =

𝑦

𝑥
est de dimension 3 et engendrée par les

champs de vecteurs :

𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦 , 𝑦𝜕𝑥 + 𝑥𝜕𝑦 ,(
𝑥 ln

(��𝑥2 − 𝑦2��) + 𝑦 ln
(���� 𝑥 + 𝑦𝑥 − 𝑦

����)) 𝜕𝑥 + (
𝑦 ln

(��𝑥2 − 𝑦2��) + 𝑥 ln
(���� 𝑥 + 𝑦𝑥 − 𝑦

����)) 𝜕𝑦 .
Nous donnons ici une démonstration détaillée de ce résultat.

Démonstration. D’après le théorème 3.7 et par simplication du système, les symétries
vérifient :

𝜕𝑥 (𝛼2) = 𝜕𝑦 (𝛼1), 𝜕𝑦 (𝛼2) = 𝜕𝑥 (𝛼1), −𝑥2𝜕𝑥 (𝛼2) + 𝑦2𝜕𝑦 (𝛼1) − 𝑦𝛼1 + 𝑥𝛼2 = 0.

Les deux premières lignes donnent 𝜕2
𝑥,𝑥 (𝛼1) − 𝜕2

𝑦,𝑦 (𝛼1) = 0 et 𝜕2
𝑥,𝑥 (𝛼2) − 𝜕2

𝑦,𝑦 (𝛼2) = 0.
Les symétries dans la classe polynomiale sont engendrées par les champs 𝑋1 = 𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦
et 𝑋2 = 𝑦𝜕𝑥 + 𝑥𝜕𝑦 .

Pour élargir la classe des symétries, on peut utiliser un résultat classique sur les
équations aux dérivées partielles du second ordre qui donne la forme générale d’une
solution :

𝛼𝑖 = 𝑓𝑖 (𝑥 + 𝑦) + 𝑔𝑖 (𝑥 − 𝑦), 𝑖 = 1, 2,

où 𝑓 et 𝑔 sont analytiques. Les deux premières équations de symétries impliquent
𝑓1 = 𝑓2 et 𝑔1 = 𝑔2. On a donc 𝛼1 et 𝛼2 de la forme 𝛼1 (𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝑥 + 𝑦) + 𝑔(𝑥 − 𝑦) et
𝛼2 (𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝑥 + 𝑦) − 𝑔(𝑥 − 𝑦). La troisième équation devient :

(𝑦 − 𝑥) ((𝑥 + 𝑦) 𝑓 ′ (𝑥 + 𝑦) − 𝑓 (𝑥 + 𝑦)) + (𝑥 + 𝑦) ((𝑥 − 𝑦)𝑔′ (𝑥 − 𝑦) − 𝑔(𝑥 − 𝑦)) = 0.

Si 𝑦 = 𝑥, on obtient 𝑥𝑔(0) = 0 donc 𝑔(0) = 0 et 𝑔 est de la forme 𝑔(𝑣) = 𝑣𝐺 (𝑣) avec
𝑣 = 𝑥 − 𝑦 et 𝐺 est une fonction de 𝑣 sans terme constant. De la même manière en prenant
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𝑦 = −𝑥 on obtient 𝑓 (𝑡) = 𝑡𝐹 (𝑡) avec 𝑡 = 𝑥 + 𝑦 et 𝐹 une fonction de la variable 𝑡. On a
donc :

𝛼1 (𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑦)𝐹 (𝑥 + 𝑦) + (𝑥 − 𝑦)𝐺 (𝑥 − 𝑦),
𝛼2 = (𝑥 + 𝑦)𝐹 (𝑥 + 𝑦) − (𝑥 − 𝑦)𝐺 (𝑥 − 𝑦).

En remplaçant dans la deuxième équation et en posant 𝑡 = 𝑥 + 𝑦 et 𝑣 = 𝑥 − 𝑦, on a :

𝑡𝐹′ (𝑡) + 𝑣𝐺′ (𝑣) = 0,

ainsi 𝑡𝐹′ (𝑡) = 𝑐 et 𝑣𝐺′ (𝑣) = −𝑐 où 𝑐 est une constante dans C. En résolvant ces équations
différentielles 𝐹 (𝑡) = 𝑐 ln( |𝑡 |) et 𝐺 (𝑣) = −𝑐 ln( |𝑣 |). Finalement on obtient :

𝛼1 = 𝑥 ln
(��𝑥2 − 𝑦2��) + 𝑦 ln

(���� 𝑥 + 𝑦𝑥 − 𝑦

����) et 𝛼2 = 𝑦 ln
(��𝑥2 − 𝑦2��) + 𝑥 ln

(���� 𝑥 + 𝑦𝑥 − 𝑦

����) .
Ce qui termine la démonstration. □

4.6. Le tissu de Zariski

Le tissu de Zariski est défini implicitement par 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑝) = 𝑝3 + 𝑥𝑚𝑦𝑛 avec 𝑚 et 𝑛 dans
N. Ce tissu admet la factorisation suivante :

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑝) =
(
𝑝 + 𝑥 𝑚

3 𝑦
𝑛
3
) (
𝑝 − 𝑒 𝑖 𝜋

3 𝑥
𝑚
3 𝑦

𝑛
3
) (
𝑝 − 𝑒− 𝑖 𝜋

3 𝑥
𝑚
3 𝑦

𝑛
3
)
.

Le Lemme suivant est donné sans démonstration dans ([10, Exemple 3 p. 14]) :

Lemme 4.9. Le 3-tissu de Zariski défini implicitement par 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑝) = 𝑝3 + 𝑥𝑚𝑦𝑛 admet
les algèbres de Lie des symétries de dimension 3 définies par :

𝔤 =

{
{𝑥−𝑚/3𝜕𝑥 , 𝑦𝑛/3𝜕𝑦 , 𝑥(−𝑛 + 3)𝜕𝑥 + 𝑦(3 + 𝑚)𝜕𝑦} si 𝑛 ≠ 3,
{𝑥−𝑚/3𝜕𝑥 , 𝑦𝜕𝑦 ,

3𝑥
𝑚+3𝜕𝑥 + 𝑦 ln(𝑦)𝜕𝑦} si 𝑛 = 3.

Démonstration. Une symétrie 𝑋 = 𝛼1𝜕𝑥 + 𝛼2𝜕𝑦 doit satisfaire le système composé
des trois équations aux dérivées partielles suivantes après simplification : 𝜕𝑥 (𝛼2) = 0,
𝜕𝑦 (𝛼1) = 0 et

(𝜕𝑥 (𝛼1) − 𝜕𝑦 (𝛼2))𝑥
𝑚
3 𝑦

𝑛
3 + 𝑚

3
𝑥

𝑚
3 −1𝑦

𝑛
3 𝛼1 +

𝑛

3
𝑥

𝑚
3 𝑦

𝑛
3 −1𝛼2 = 0.

Les deux premières conditions impliquent que 𝛼1 = 𝛼1 (𝑥) et 𝛼2 = 𝛼2 (𝑦). La dernière
équation peut se mettre sous la forme : 𝜕𝑥 (𝛼1) − 𝜕𝑦 (𝛼2) + 𝑚

3𝑥𝛼1 + 𝑛
3𝑦𝛼2 = 0 en dehors

de 𝑥𝑦 = 0. Pour déterminer 𝛼1, on doit résoudre 𝜕𝑥 (𝛼1) + 𝑚
3𝑥𝛼1 + 𝑏(𝑦) = 0 avec

𝑏(𝑦) = −𝜕𝑦 (𝛼2) + 𝑛
3𝑦𝛼2. De manière symétrique, on a 𝜕𝑦 (𝛼2) − 𝑛

3𝑥𝛼2 + 𝑑 (𝑥) = 0 avec
𝑑 (𝑥) = 𝜕𝑥 (𝛼1) + 𝑚

3𝑥𝛼1. Cela revient à résoudre une équation différentielle de la forme
𝑧′ + 𝑎 𝑧

𝑡
+ 𝑏 = 0 pour 𝑧(𝑡). Les solutions pour 𝑎 ≠ −1 sont de la forme 𝑧(𝑡) = 𝑐𝑡−𝑎 + 𝑏

𝑎+1 𝑡

et pour 𝑎 = −1 sont données par 𝑧(𝑡) = −𝑏𝑡 ln(𝑡) + 𝑐𝑡. Pour 𝛼1, la condition 𝑎 = 𝑚/3 ≠ 1

76



Symétries de Lie et tissus implicites du plan

Figure 4.1. 𝐿1, 𝐿2 et 𝐿3 sont des feuilles issues de chaque feuilletage
du tissu. Si le tissu est hexagonal alors les points 1 et 7 sont confondus.

est toujours satisfaite, on a donc 𝛼1 (𝑥) = 𝜇𝑥−𝑚/3 + 𝛿 3𝑥
𝑚+3 , ce qui donne 𝑑 (𝑥) = 𝛿. Pour la

composante 𝛼2, on doit distinguer suivant le cas 𝑛 ≠ 3 i.e. 𝑎 = −1 ou 𝑛 = 3. Pour 𝑛 ≠ 3,
on obtient 𝛼2 (𝑦) = 𝛾𝑦𝑛/3 + 𝛿 3𝑦

3−𝑛 et 𝛼2 (𝑦) = −𝛿𝑦 ln(𝑦) + 𝛾𝑦 si 𝑛 = 3. On obtient donc
des champs de la forme :

𝑋 = 𝜇(𝑥−𝑚/3, 0) + 𝛾(0, 𝑦𝑛/3) + 𝜇(𝑥(−𝑛 + 3), 𝑦(𝑚 + 3))

si 𝑛 ≠ 3 et 𝑋 = 𝜇(𝑥−𝑚/3, 0) + 𝛾(0, 𝑦𝑛/3) + 𝜇
(

3𝑥
𝑚+3 , 𝑦 ln(𝑦)

)
sinon. □

4.7. Tissu hexagonal standard

En suivant [1, p. 103], on introduit une classe particulière de 3-tissus dits ℎ𝑒𝑥𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑢𝑥
dûe à Gerhard Thomsen en 1927 dans [17], considéré comme l’article fondateur de la
géométrie des tissus.

On se place dans (C2, 0) mais la construction reste valide pour (R2, 0).

Définition 4.10. Un 3-tissu dans (C2, 0) est dit hexagonal si tout hexagone suffisamment
petit autour de 0 et passant par une feuille de chaque feuilletage est fermé.

Le 3-tissu hexagonal le plus simple est celui donné par les feuilletages 𝐹1 (𝑥, 𝑦) = 𝑥,
𝐹2 (𝑥, 𝑦) = 𝑦 et 𝐹3 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦. Cependant, comme pour la section « Sur un tissu
linéarisation », 4.4, le calcul des pentes fait encore intervenir une pente infinie. Nous
allons donc présenter le tissu dans un nouveau système de coordonnées pour effectuer le
calcul des symétries.

Lemme 4.11 (Mise sous forme préparée). Le tissu hexagonal donné par 𝐹1, 𝐹2 et 𝐹3
est biholomorphiquement conjugué au tissu donné par les feuilletages 𝐺1 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦,
𝐺2 (𝑥, 𝑦) = 𝑦 − 𝑥 et 𝐺3 (𝑥, 𝑦) = 𝑦.

Démonstration. On utilise à nouveau le changement de variables 𝑢 = 𝑥 + 𝑦, 𝑣 = 𝑦− 𝑥. □
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On peut alors calculer le groupe de symétrie du tissu dans son nouveau système de
coordonnées :

Lemme 4.12. L’algèbre de Lie 𝔤 des symétries de ce tissu hexagonal défini par les
submersions 𝐺1 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦, 𝐺2 (𝑥, 𝑦) = 𝑦 − 𝑥 et 𝐺3 (𝑥, 𝑦) = 𝑦 est donné par 𝔤 =

{𝜕𝑥 , 𝜕𝑦 , 𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦}.

Démonstration. Les trois pentes 𝑝1 = −1, 𝑝2 = 1 et 𝑝3 = 0, ainsi que les trois champs
de vecteurs 𝑋1 = 𝜕𝑥 − 𝜕𝑦 , 𝑋2 = 𝜕𝑥 + 𝜕𝑦 et 𝑋3 = 𝜕𝑥 . Pour trouver les symétries de ce tissu,
on doit résoudre le système suivant :

−𝜕𝑥 (𝛼2) − 𝜕𝑥 (𝛼1) + 𝜕𝑦 (𝛼2) + 𝜕𝑦 (𝛼1) = 0,
−𝜕𝑥 (𝛼2) + 𝜕𝑥 (𝛼1) − 𝜕𝑦 (𝛼2) + 𝜕𝑦 (𝛼1) = 0,

𝜕𝑥 (𝛼2) = 0.

La troisième équation implique que 𝛼2 = 𝛼2 (𝑦) est une fonction de la variable
𝑦. La résolution implique que 𝛼1 ne dépend que de la variable 𝑥. Enfin la condition
𝜕𝑥 (𝛼1) = 𝜕𝑦 (𝛼2) implique 𝛼1 = 𝑝 + 𝑞𝑥 et 𝛼2 = 𝑝′ + 𝑞𝑦 où 𝑝, 𝑝′, 𝑞 sont des constantes.
En séparant en fonction de constantes indépendantes, on obtient les trois générateurs. □

5. Symétries des tissus implicites et polynôme de Darboux

Dans cette section après avoir fait des rappels sur les polynômes de Darboux, on passe en
revue les liens entre symétries et module de dérivations associé à un tissu via la courbe
discriminante du polynôme de présentation. Certains de ces résultats ont été obtenus par
A. Hénaut dans [10].

5.1. Autour du Théorème de Darboux

Dans cette section, on rappelle des résultats classiques sur la théorie de Darboux sur
l’intégrabilité de champs de vecteurs polynomiaux. On renvoie à [11] pour plus de détails.
Dans la suite, on a K = R ou C.

Soit un champ de vecteurs 𝑋 =
∑𝑑

𝑖=1 𝑓𝑖 (𝑥)𝜕𝑥𝑖 dans K𝑑 avec 𝑓𝑖 (𝑥) ∈ K[𝑥], 𝑥 =

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑑).

Définition 5.1. Une courbe algébrique 𝒞 définie par {𝑔 = 0} avec 𝑔 ∈ K[𝑥] est dite
invariante par le champ de vecteurs 𝑋 s’il existe un polynôme 𝐾 ∈ K[𝑥], appelé cofacteur
de 𝒞, tel que 𝑋 (𝑔) = 𝐾.𝑔. Une courbe est appelée polynôme de Darboux pour le champ
𝑋 s’il existe un cofacteur.

Théorème 5.2. Soit 𝑔 ∈ K[𝑥] un polynôme écrit sous forme irréductible 𝑔 = 𝑔
𝑛1
1 · · · 𝑔𝑛𝑟𝑟

dans 𝐾 [𝑥]. Le champ de vecteurs 𝑋 admet la courbe 𝒞 = {𝑔 = 0} comme courbe
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invariante avec un cofacteur noté 𝐾𝑔 si et seulement si chaque courbe 𝒞𝑖 = {𝑔𝑖 = 0} est
invariante avec un cofacteur 𝐾 𝑓𝑖 tel que 𝐾𝑔 = 𝑛1𝐾𝑔1 + · · · + 𝑛𝑟𝐾𝑔𝑟 .

Le Théorème classique suivant, appelé Théorème de Darboux, donne une interprétation
dynamique de l’invariance en particulier en terme d’intégrabilité grâce à l’existence de
courbes algébriques invariantes.

Théorème 5.3 (Théorème de Darboux). Soit un champ de vecteurs 𝑋 = 𝑃(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 +
𝑄(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦 où 𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) ∈ K[𝑥, 𝑦] de degré 𝑝 et 𝑞 respectivement. Le degré du
champ 𝑋 est𝑚 = 𝑚𝑎𝑥(𝑝, 𝑞). Supposons que 𝑋 admet 𝑑 courbes algébriques irréductibles
invariantes {𝑔𝑖 = 0} de cofacteurs 𝐾𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑑.

(1) Il existe {𝜆𝑖}𝑖=1,...,𝑑 ⊂ K, 𝜆𝑖 non tous nuls tels que
∑𝑑

𝑖=1 𝜆𝑖𝐾𝑖 = 0 si et seulement
si 𝑔𝜆1

1 . . . 𝑔
𝜆𝑑

𝑑
est une intégrale première de 𝑋 .

(2) Si 𝑑 ≥ 𝑚(𝑚+1)
2 + 1, alors il existe {𝜆𝑖}𝑖=1,...,𝑑 ⊂ K, 𝜆𝑖 non tous nuls tels que∑𝑑

𝑖=1 𝜆𝑖𝐾𝑖 = 0.

5.2. Tissus implicites et Polynôme de Darboux

On redémontre ici le résultat présent dans [10] qui permet de faire le lien entre la symétrie
d’un tissu et la courbe discriminante, qui s’avère être un polynôme de Darboux de la
symétrie.

Théorème 5.4. SoitW(𝐹) un 𝑑-tissu défini par le polynôme de présentation 𝑃𝐹 (𝑧; 𝑥, 𝑦) =
𝑎0 (𝑥, 𝑦)𝑧𝑑 + · · · + 𝑎𝑑 (𝑥, 𝑦). Si le champ de vecteurs 𝑋 = 𝛼1𝜕𝑥 + 𝛼2𝜕𝑦 est une symétrie du
tissu W(𝐹) alors le discriminant de 𝑃𝐹 , noté Δ, est un polynôme de Darboux de 𝑋 .

Démonstration. On reprend les notations introduites dans la section 2. Le discriminant est
donné par Δ = 𝑎2𝑑−2

0
∏

1≤𝑖< 𝑗≤𝑑 (𝑝𝑖 − 𝑝 𝑗 )2 = 𝑎2𝑑−2
0

∏
1≤𝑖< 𝑗≤𝑑 Δ

2
𝑖, 𝑗

, avec Δ𝑖, 𝑗 = 𝑝𝑖 − 𝑝 𝑗 .
On a :

𝑋.Δ𝑖, 𝑗 = 𝑋 (𝑝𝑖− 𝑝 𝑗 ) = 𝑋 (𝑝𝑖) −𝑋 (𝑝 𝑗 ) = 𝛼1𝜕𝑥 (𝑝𝑖) −𝛼2𝜕𝑦 (𝑝𝑖) −𝛼1𝜕𝑥 (𝑝 𝑗 ) +𝛼2𝜕𝑦 (𝑝 𝑗 ).
Par invariance, en utilisant (3.1), on obtient :

𝛼1𝜕𝑥 (𝑝𝑖) + 𝛼2𝜕𝑦 (𝑝𝑖) = 𝜕𝑥 (𝛼2) + (𝜕𝑦 (𝛼2) − 𝜕𝑥 (𝛼1))𝑝𝑖 − 𝜕𝑦 (𝛼1)𝑝2
𝑖 ,

et la même équation pour 𝑗 . On a alors :

𝑋 (𝑝𝑖 − 𝑝 𝑗 ) = −(𝜕𝑥 (𝛼1) − 𝜕𝑦 (𝛼2)) (𝑝𝑖 − 𝑝 𝑗 ) − 𝜕𝑦 (𝛼1) (𝑝2
𝑖 − 𝑝2

𝑗 ),
= −

[
𝜕𝑥 (𝛼1) − 𝜕𝑦 (𝛼2) − 𝜕𝑦 (𝛼1) (𝑝𝑖 + 𝑝 𝑗 )

]
(𝑝𝑖 − 𝑝 𝑗 ),

= 𝜆𝑖, 𝑗Δ𝑖, 𝑗 ,
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où 𝜆𝑖, 𝑗 = −(𝜕𝑥 (𝛼1) − 𝜕𝑦 (𝛼2) − 𝜕𝑦 (𝛼1) (𝑝𝑖 + 𝑝 𝑗 )). Ainsi Δ𝑖, 𝑗 est un polynôme de Darboux
pour tout ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑑, et en utilisant le théorème de Darboux, on obtient que Δ est un
polynôme de Darboux de cofacteur 𝜆 =

∑
1≤𝑖< 𝑗≤𝑑 𝜆𝑖, 𝑗 . □

5.3. Module de dérivations et courbes discriminantes

Les géomètres ont introduit un objet algébrique, le module de dérivation, censé contenir
l’essentiel de l’information topologique sur le complémentaire d’une courbe algébrique
dans C2. Dans [16], on en trouvera une étude détaillée en remarquant que les courbes
algébriques sont réduites, ce qui n’est en général pas le cas d’un discriminant. Le module
de dérivation est défini par :

Définition 5.5. Soit 𝒞 une courbe algébrique définie par un polynôme 𝑔 ∈ K[𝑥, 𝑦].
On note Der(𝒞) l’ensemble des champs de vecteurs logarithmiques, i.e. les champs de
vecteurs tels que 𝑔 est un polynôme de Darboux :

Der(𝒞) = {𝑋 ∈ Der(C) | il existe un cofacteur K tel que 𝑋.𝑔 = 𝐾.𝑔}.

Autrement dit, le module de dérivations est constitué des champs de vecteurs qui laisse
invariante la courbe 𝑔 = 0. Le module de dérivations Der(𝒞) est une algèbre de Lie
(voir [16]). Un corollaire direct du Théorème 5.4 est :

Théorème 5.6. L’algèbre de Lie des symétries d’un tissu est une sous-algèbre de Lie de
Der(Δ).

En effet, si 𝑋 est un générateur infinitésimal d’une symétrie du tissu, alors 𝑋.Δ = 𝜆Δ

par le théorème 5.4 et 𝑋 ∈ Der(Δ). La stabilité par crochet de Lie induit le théorème.

6. Perspectives

Les propriétés des tissus implicites peuvent en partie se lire dans leurs groupes de symétries.
Ces groupes sont obtenus comme groupes de symétries de l’équations différentielles
polynomiale à coefficients analytiques représentant le tissu. Un tissu est une distribution
de champs de vecteurs au sens d’Olver (voir [13, 14]). Il serait sans doute intéressant
d’étudier les G-structures associées à ces distributions via la méthode d’équivalence de
Cartan.

Le problème de la régularité des algèbre de Lie des symétries entre dans l’étude de la
régularité des solutions d’une équation aux dérivées partielles à coefficients analytiques.
Il serait bon de voir les théorèmes de type Maillet (voir [4, 5, 6] et Section 4.5) existant
afin de préciser les intuitions d’Alain Hénaut sur ces objets.
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