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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PascaL 31, 65-82 (2024)

Application des groupes de Lie a la recherche des symétries des tissus
implicites du plan

Jacky CRESSON
JorDY PALAFOX

Résumé

On retrouve plusieurs résultats de Alain Hénaut (Lie Symmetries for Implicit Planar Webs, J. Math.
Sci. Univ Tokyo 29(1):155-148, 2022) sur les groupes de symétrie des tissus implicites dans le cadre
usuel des actions de groupes de Lie sur les équations différentielles. On calcule explicitement les groupes
de symétries de tissus particuliers. On donne aussi un lien entre 1’algebre de Lie des symétries d’un tissu
et I’existence de polynomes de Darboux.

Abstract

We obtain new proof of several results of Alain Hénaut (Lie Symmetries for Implicit Planar Webs, J.
Math. Sci. Univ Tokyo 29(1):155-148, 2022) using the framework of actions of Lie groups on differential
equations. We compute explicitly several symmetry groups for known webs. We also precise the link
existing between the Lie algebra of symmetries of a given web and the existence of Darboux polynomials.

1. Introduction

Dans [10], Alain Hénaut obtient via des outils de géométrie algébrique et/ou différentielle
une caractérisation des tissus implicites du plan et redémontre que la dimension de
I’algebre de Lie de symétries d’un tissu est 0,1 ou 3 avant de donner de nombreux
exemples de calculs de symétries avec un intérét particulier pour les tissus parallélisables.
Dans cet article, nous donnons des démonstrations alternatives de ses résultats dans le
cadre classique des symétries d’équations différentielles exposé notamment par Peter John
Olver dans son livre [14]. Par ailleurs, I’algebre de Lie du groupe des symétries d’un tissu
est une sous-algebre de Lie du module de dérivation associé a la courbe discriminante du
tissu. Ce module posseéde une interprétation dynamique : il correspond a 1’ensemble des
champs de vecteurs laissant invariant (au sens dynamique) la courbe. On montre que le
discriminant de la courbe est un polynéme de Darboux pour ces champs.

L’article est organisé de la maniere suivante :

La Section 2 donne la définition des tissus implicites et les principaux objets qui y sont
attachés. Dans la Section 3, apres un bref rappel sur les groupes de symétrie des équations
différentielles suivant P.J. Olver [14], nous donnons une caractérisation explicite des
générateurs infinit€simaux des groupes de symétrie d’un tissu implicite en fonction de
son polynome de présentation. Dans la Section 4, des exemples de calculs effectifs de ces
groupes de symétrie sont donnés pour des tissus particuliers (paralleles, de Clairaut, de
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Zariski, etc.). Dans la Section 5, nous explicitons le lien entre les symétries et I’algebre
de dérivations de la courbe discriminante en utilisant le théorie classique de Darboux sur
les courbes invariantes d’équations différentielles. Enfin la Section 6 discute de quelques
perspectives de ce travail.

2. Tissus implicites du plan

La géométrie des tissus est I’étude simultanée de plusieurs feuilletages plongés dans un
méme espace. La référence classique est le livre de Bol et Blaschke [2]. On renvoie au
livre de Jorge Vitério Pereira et Luc Pirio [15] pour une présentation moderne du sujet et
plus de détails. On se limite dans cet article aux tissus implicites définis par A. Hénaut
dans [10].

On considere une équation différentielle du premier ordre polynomiale de degré d a
coefficients analytiques, définie par

F(x,,5) = ao(x, ) () +a1(x, ) )+ +aq(x,y) =0, 2.1)

ouy = g_)yc et ou les coefficients a; € C{x,y} pour tout i € {1,...,d} (anneau des
fonctions analytiques en x et y). On appelle polyndme de présentation de F' et on note
Pr, le polyndme en la variable z et de parametres x et y associé au tissu F' et défini par :

Pr(z:x,y) = ao(x, y)z% + a1 (x, )z + -+ aq(x,y). 2.2)
Ona F(x,y,y") = Pr(y';x,y). Le z-discriminant de ce polyndme, noté A est défini par :
A=a® T (pitey) - piey)? (2.3)

I<i<j<d

ou les pi(x,y),...,pa(x,y) sont les racines de Pr(z;x,y) (voir [3, p. 403]) et le
résultant est donné par : Rp, := Result(Pr,d,Pr) = (-1) o apA. On supposera dans
la suite que 1’on se place hors du lieu des singularités, c’est a dire Rp,. # 0, appelée
condition de factorisation. En effet, le polyndme Py admet alors d racines distinctes
et on peut dans ce cas factoriser le polyndme P par rapport a la variable z sous la
forme Pr(z;x,y) = ap(x,y) ]—I?'=1 (z=pi(x,y)).. On déduit de cette construction la forme

factorisée de 1’équation différentielle initiale :

d
Fx.y.y) =aole.y) [ [ aitx. 3.5, (2.4)
i=1
ot A;(x,y,y") =y — pi(x,y), quon appellera forme préparée de F.
Chaque équation différentielle A;(x, y, y") = 0 induit un feuilletage F; du plan (x, y).
La forme préparée définie donc naturellement d-familles de feuilletages F; en position
générale en chaque point (x, y) € C? associé au systeme différentiel & = {A;(x,y,y’) =
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0,i=1,...,d}, ce qui constitue un d-tissu (voir [15, Section 1.1 p. 15]). On a donc la
définition suivante :

Définition 2.1 (d-tissu implicite [10]). On appelle d-tissu implicite associé a une équation
différentielle polynomial F(x,y,y’) = 0 de degré d du premier ordre a coefficients
analytiques satisfaisant la condition de factorisation (2.4), le tissu noté Wg(Fy, ..., Fy)
ou chaque feuille F; est associée a I’équation différentielle A; (x, y,y") =0,

De maniére réciproque, la donnée d’un d-tissu explicite W (Fy, ..., Fg), ou les F;
sont des feuilletages en position générale, permet de définir un d-tissu implicite. 11 suffit
de considérer la forme préparée définie par les racines :

a)C(Fi)
ay(Fi)

pi(x,y) = - (x, ). (2.5)

L’intérét des tissus implicites est de posséder une représentation globale (1’équation
différentielle). L’idée est donc de voir si des propriétés de cet objet global permettent de
caractériser certaines propriétés des tissus.

3. Symétrie des tissus implicites

On caractérise les groupes de symétrie des tissus implicites en utilisant la théorie classique
sur les équations différentielles invariantes sous I’action d’un groupe de Lie telle que
présentée dans le livre de P.J. Olver [14]. On retrouve ainsi (Théoréme 3.7 et Théoréme 3.8)
des résultats énoncés par A. Hénaut ([10, (LS) section 2 p. 118 et p. 119]).

3.1. Rappels sur les groupe de symétrie d’une équation différentielle

On rappelle rapidement la notion de groupe de symétrie en suivant le livre de P.J.
Olver [14] directement appliqué aux équations différentielles d’ordre 1.

3.1.1. Groupes de symétries et générateurs infinitésimaux

Soit une équation différentielle d’ordre 1 de la forme A(x,y,y") = y" — p(x,y) = 0 avec
’ _ dy
Y=g xyeC

Définition 3.1. Soit & une équation différentielle. Un groupe de symétrie de & est un
groupe local de transformations G agissant sur un sous-ensemble ouvert M du produit
cartésien C? tel que si y : M — C est une solution de & et dés que g - y est définie pour
g € G, alors g - y(x) est aussi une solution du systéme.
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Les groupes de transformations que 1’on considere dépendent d’un parametre ¢ tel
que :

Geix €M gs-(x, f(x) = (ye(x, f(x)), ps(x, f(x))).

On peut voir I’action d’un élément du groupe comme 1’action d’un champ de vecteurs

X sur R? par dérivation par rapport a ce paramétre & :
_d(gs-x) d(gs - f(x))

- de de
Le champ de vecteurs X est appelé générateur infinitésimal du groupe de symétrie G.

Si g . transforme y solution du systéme en j une autre solution, on cherche a déterminer
I’action g, sur y’. Cette transformation est appelée prolongement et nous allons la
caractériser sur le champs de vecteurs X.

Comme les transformations sont tangentes 2 I’identité, on a ¥ = x + g1 (x, y) + O(&?)
et ¥ =y +eaz(x,y) + O(&?). En notant D la différentielle totale par rapport 2 x, on a :

B D = e(Dalaa(x () = ¥ Da(an (3 () + O6)

X |e=00x + |£:an =a1(xJ’)ax+02(xa.V)6y-

=y +en+0(&).
En développant I’expression de 77, on obtient :
n = 0x(aa(x,y)) + ¥ (9y (a2(x,y) = Ox (@1 (x,)) = (¥)?8y (@1 (x, ).
Ce terme nous permet de définir le prolongateur de X a I’ordre 1 :

Définition 3.2. On appelle prolongateur a 'ordre 1 du champs de vecteurs X =
a1 (x, )0y + az(x, y)dy le champs X :

X = a0y + 020y + (5x(02) +¥(0y(az) = dx(a1)) - (y')25y(6¥1)) Oy

L’étude des d-tissus implicites fait intervenir seulement des équations différentielles
d’ordre 1 de la forme y’ = p(x, y). On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 3.3. Un champ de vecteurs X = a10yx + @20y, est un générateur infinitésimal
d’un groupe de symétries G d’une équation différentielle de la forme y’ (x) = p(x, y(x))
si et seulement si les fonctions ay et ay en les variables x et y sont solutions de :

—a10x(p) - QZGy(P) +0x(@2) + (ay(a’Z) = Ox(a1))p - ay(al)p2 =0.

Ce théoréme est un cas particulier explicite du critere d’invariance général formulé par
P.J. Olver [14, Theorem 2.31, p. 104] dans le cas d’une équation différentielle d’ordre 1.
Le calcul explicite des groupes de symétrie dépend fortement de la forme du systeéme
d’équations. Deux équations différentielles sont dites équivalentes s’il existe un chan-
gement de variables qui transforme 1’une en 1’autre. Une question naturelle est donc de
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savoir si les groupes de symétrie calculés pour des équations différentielles équivalentes
sont isomorphes. C’est le cas (voir [13, Proposition 6.13, p. 185]) et nous utiliserons ce
résultat a plusieurs reprises pour simplifier nos calculs.

Proposition 3.4. Deux équations différentielles équivalentes ont des groupes de symétries
isomorphes.

L’ensemble des générateurs infinitésimaux d’un groupe de symétrie posseéde une
structure classique d’algebre de Lie (voir [14, Corollary 2.40, p. 115]) dont la dimension
est un invariant.

3.2. Caractérisation des symétries d’un tissu implicite
On commence par définir le groupe de symétrie d’un tissu du plan (voir [10]) :

Définition 3.5. Soit W (F1,..., Fy) un d-tissu. Un groupe G est un groupe de symétrie
du tissu si et seulement si il laisse globalement invariant le tissu.

Le Lemme suivant permet le transfert de 1’étude du feuilletage a celui de la famille
d’équations différentielles associées. Précisément, en utilisant le critére d’invariance
formulé par P.J. Olver ([14, Theorem 2.71 p. 161]) on a le résultat suivant :

Lemme 3.6. Soit Wr(Fi,...,Fy) le d-tissu implicite défini par F. Alors G est un
groupe de symétrie de Wg(Fy, ..., Fy) si et seulement si G est un groupe de symétrie de
chacune des équations différentielles A;(x,y,y") =0pouri=1,...,d.

En utilisant le lemme 3.6 et le théoréme 3.3 on obtient donc la carcatérisation suivante
des symétries d’un d-tissu :

Théoreme 3.7 (Groupe de symétries d’un d-tissu). Soit Wr(Fy,...,Fy) le d-tissu
implicite associé a F. Soit G un groupe de symétries de Wr, alors tout générateur
infinitésimal X = a1(x,y)0x + a2(x, y)0y, de G satisfait le systéme d’équations :

—a10x(pi) — @20y (pi) + Ox(@2) + (Oy(@2) = x(@1))pi = dy(@1)pr =0,  (3.1)

) O F; . _
ot pi(x,y) = GFi=1,....d

Ce systeme peut se mettre sous forme « normale » :
1 pi p}
On note V;.; les matrices de type Vandermonde définies par V;.; = ( R ) et M;.; les
1 p; pj
Ox(pi) Oy (pi)
matrices définies par M;.; = ( : : ) On note a = (a1, ). L’écriture matricielle
0x(pj) 9y (pj)
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du systeme (3.1) est donnée par

-0x(@)
“Misa+Vis (axml)ay(az) ) -0,
dy
y (a1) (32)

—0x (@)
“Myga +Vig (axml)—ay(az) ) - 0.
Oy (a1)

La matrice V.3 est une matrice de Vandermonde qui est inversible car pq, p» et p3
sont deux a deux distincts. Le systéme est donc équivalent a la forme suivante :

1 -0x (@)
Vi Mysa + [ 9ctan-ay(a) | =0,
' Oy(a1)

Cda = 0,

(3.3)

Ca = ~Maya+VaaVii My, 3.4
est appelée matrice de compatibilité.
On obtient donc le systeme donné par A. Hénaut [10, p. 119] :
Théoréme 3.8 (Equation normalisée du groupe de symétries d’un tissu implicite). Pour
d > 3, le systeme d’équations 3.1 peut s’écrire sous une forme normalisée :
—0x(@2) + gaa1 + hgay =0
Ox(a1) — 0y(a2) + ga-101 + hg—1a2 =0
Oy(a1) + ga—2a1 + hg 202 =0

ga-3a1 +hg 3a=0 (*a)

g1ay + h](lg =0.
ou les coefficients g; et h;, pouri =1,...,d, dépendent des pentes p;.

On peut bien entendu expliciter les coefficients g; et &;. Par exemple, on obtient pour
d=3:

P pap3 Bupy + P1D3 P pip2 Bps
- X X X 9
(p3—p1)(p2—p1) (p3=p2)(p2—p1) (p3—p1)(p3—p2)
g = p2+p3 p1- pP1+p3 Oepr + p1+Dp2 0. ps3
(p3—p1)(p2—p1) (p3—p2)(p2—p1) (p3—-p1)(p3—p2) 7
1 1 1

=- Oxp1 + Oy pr — OxP3,
(p3—p1)(p2—p1) b (p3—p2)(p2—p1) P2 (p3—p1)(p3—p2) p3

et des expressions analogues pour /1, hy et h3 en remplacant les dx(p;) par des dy (p;).
On calcule de maniére analogue les autres coefficients g;.
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Remarque. Les coefficients h; et g; peuvent aussi étre obtenus en utilisant la formule de
Sylvester donnant le résultant d’un polyndme et les formules de Cramer comme indiqué
par A. Hénaut dans ([10, p. 120] ou [9, p. 432]). Néanmoins, comme 1’inverse d’une
matrice de Vandermonde est explicitement connu, les calculs impliqués par cette approche
nous semble plus compliqués que le calcul direct de la matrice Cy et du produit -V 31 M3
du systeme explicite (3.3).

La partie différentielle du systeéme ci-dessus ainsi formé est par ailleurs de la méme
forme que celui obtenu par A. Hénaut ([9, équation (k4) p. 433]) caractérisant les relations
abéliennes d’un 4-tissu. Les relations non différentielles sont appelées relations de
compatibilité par A. Hénaut.

L’étude des solutions de ce systeme peut s’effectuer dans le cadre du théoréme de
Cauchy—Kovaleskaya tel qu’exposé dans ([14, Chap.2, p. 162]) dont on reprend les
notations. Pour @ = (a1, @2), on note ') = (a1, a2, dx (1), dx (a2), Oy(a1), 0y(a2)).
Le systeme (%) est donc équivalent a d équations A (x, a/(l)) =0,...,A4(x, a(l)) =0.
Pour d > 3, on obtient un systeme sur-déterminé au sens de P.J. Olver ([14, Definition 2.86,
p. 170-171]). Les conditions de compatibilité ainsi que la troisi¢me relation peuvent étre
vue comme des conditions d’intégrabilité par rapport aux solutions du systéme

{ —6x(a/2) +gqa1 + hda'z = O,

(3.6)
Ox(a1) = 0y(a2) + ga—1a1 + hg-1a2 =0

Ces conditions vont compromettre la résolubilité des systémes (%) pour d > 3. En
particulier, on a :

Proposition 3.9. Pour d > 3, le systeme (3.1) n’admet génériquement pas de solutions.

Une autre fagon de formuler le résultat précédent est : Pour d > 3, un d-tissu générique
n’admet pas de symétries.

Dans les sections suivantes, nous donnons des exemples de résolutions explicites du
systeme (%) pour des tissus donnés.

4. Exemples de groupes de symétries de tissus

Nous calculons explicitement 1’algebre de Lie du groupe de symétries de d-tissus. Les cas
d =1etd =2 sont triviaux et correspondent a des algebres de Lie de dimensions infinies.
Dans le cas d > 3, les algebres de Lie obtenues sont de dimension 1 ou 3 illustrant ainsi
le résultat général de A. Hénaut ([10, Proposition 1 p. 124]) montrant que I’algebre de
Lie des groupes de symétries d’un tissu implicite est toujours de dimension 0, 1 ou 3.
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4.1. Cas des 1— et 2—tissus

Pour les tissus du plan, on voit le cas particulier des 1-tissus et 2-tissus dont les algebres
de Lie des symétries sont de dimension infinie :

Lemme 4.1 (1-tissu). L’algébre de Lie des symétries d’un 1-tissu est de dimension
infinie, chaque symétrie est de la forme X = a1(x, y)0x + a2(y)0y, avec a1 € C{x, y} et
) € C{y}

Démonstration. Pour un 1-tissu, on peut supposer, quitte a faire un changement de
variables, que p; = 0. Ainsi le systeme (3.1) se réduit & dx(a2) = 0 et aucune condition
n’apparait sur a;. L’algeébre de Lie est de dimension infinie et engendrée par : X =
a1(x,y)0x + a2(y)dy out a2(y) est analytique en y. La proposition 3.4 termine la
démonstration. ]

Lemme 4.2 (2-tissu). L’'algebre de Lie des symétries d’un 2-tissu est de dimension infinie.

Démonstration. Pour d = 2, avec p; # p» on peut supposer, quitte a faire un changement
de variables «redressant » les feuilles, que p; = 0 et p» = 1. On obtient les deux
équations dx (a2) = 0 pour p; = 0 et =0x(a2) + (O<(@1) — 0y (a2)) + 0y (a1) = O pour
p2 = 1. Comme pour le cas précédent, on a que a; est une fonction de la variable
y. La seconde équation est dx(a1) + dy(a1) = 0y (az). Si les solutions ont la forme
générale @1 = X x>0 Pj, wlyketas =Y 2094 y/ alors la derniére équation implique
Vix>1L,Vj20 puji+1)+pija(j+1) =0etsii=0alorsV j > 1,
P1,j +po,j+1(j+1) = g1 (j+1). Ces derniéres relations définissent les relations sur les
coefficients des symétries d’un 2-tissu. La proposition 3.4 termine la démonstration. O

4.2. Le cas parallele

Les tissus paralleles, donnés par des feuilletages de droites paralleles, jouent un role
particulier dans I’étude des tissus.

Définition 4.3 (Tissu parallele). Un d-tissu est dit paralléle s’il est donné par la
superposition de d pinceaux de droites en position générale, écrit sous la forme
W(aix — byy,...,aqx — bgy) ou (a;,b;) € C?\ {0}. Lhypothése de position gé-
nérale est équivalente a p; # p;, Vi # j ol les coefficients p; = —Z—E, i=1,...,d,
représentent les pentes du pinceau.

La terminologie de tissu parallele vient du fait que chaque feuilletage est constitué de
droites paralleles. Les symétries d’un tel tissu sont données par le Lemme suivant :
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Lemme 4.4. Soit un d-tissu paralléle, avec d > 3, défini par les pentes constantes
pi(x,y)i=1,...,d. Alors son algébre de Lie des symétries est engendrée par les trois
générateurs infinitésimaux § = {0y, Oy, X0x + y0y}.

Démonstration. Considérons un d-tissu parallele avec d > 3, donné par des pentes
constantes p;(x,y). On a donc par définition M;.3 = 0 et My.4 = O car ces matrices ne
dépendent que des dérivées des pentes, d’ou Cy = 0. Le systeme (x) se réduit donc a :

—0x(@2) =0, Ox(a1) —dy(@2) =0, dy(ar) =0.

La fonction a; ne dépend que de y et a; de x. On cherche des solutions du systeme dans
la classe polynomiale. On pose a;(x) = 2?:0 rix/ et ax(y) = XLy q;y'. On obtient
@y =ro+xry et ay = qo+ yq; avec g1 = r;. L'algebre de Lie étant au maximum de
dimension 3, on déduit que les symétries sont engendrées par dy, dy et x0y + ydy. O

4.3. Un 3-tissu donné par Elie Cartan

Cet exemple est donné par A. Hénaut dans [10]. On considere le 3-tissu donné par
son polyndme de présentation Pr(z;x,y) = (z2 — 1)(z — u(x)) ol u est une fonction
analytique de x.

Lemme 4.5. L'algébre de Lie des symétries du tissu de Cartan est donnée par g = {0y }.

Démonstration. Par définition du tissu, les pentes sont données par p; = 1, p» = -1 et
p3 = u(x). Une symétrie X = a;(x, y)dy + az(x, y) de ce 3-tissu doit satisfaire :

dx(@2) = dy(@1),  dx(@1) = 8y (@), (4 =1)dy(a1) +dx(wa) = 0.

Les deux premiéres équations du systeme donnent :

oo foen-(5e5 )
B(x,y)” + 0y |B(x,y) — a; =0.

u(x)?2 -1
et les dérivées d’ordre 1 et 2 de «; donnent :

dx(@1) = Blx,y)ar, 05 ((@1) = (B*(x,y) + 0x(B(x, y))ar,

2 w(x) \?
oo = (i

. _ W ( ww)
ot B(x,y) = S — (e,

’
) y. On obtient finalement :

, 2
B(x,y)—( W (x) )))ale.

2 —_—
(B(x, y)” +0x P01
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Pour une fonction u = u(x) générique, on a a1 = 0 et 0y (az) = dx(az) = 0, alors o, est
une constante. O

4.4. Le tissu de Muzsnay

Dans [12], suite a une série d’articles dans ’optique de la résolution de la conjecture de
Blaschke sur la linéarisation des 3-tissus dans C2, Zoltdn Muzsnay considere le 3-tissu
‘W) donné par les trois feuilletages suivant :

Fi(x,y):=x, F(x,y):=y et F3(x,y):=(x+ye *~. 4.1

Ce tissu a fait I’objet de nombreux articles concernant sa linéarisation notamment [7]
et [8]. Les différents auteurs ont donné des caractérisations des tissus linéarisables via
des méthodes différentes et ne donnent pas le méme résultat. Dans [12], 1’auteur pour
clore la controverse exhibe un biholomorphisme de linéarisation explicite dii a Jean-Paul
Dufour. Nous proposons ici le calcul de son groupe de symétrie.

Le calcul des pentes du tissu fait apparaitre des pentes infinies. En effectuant le
changement de variables (x,y) +— (x+y,y —x) = (u, v), on obtient :

Lemme 4.6 (Forme préparée du tissu). Le tissu Wy est biholomorphiquement conjugué
au tissu donné par les trois feuilletages définis par G (x,y) = “5%, Ga(x,y) = “¥ et

Gi(x,y) ==ue 7.

On peut alors calculer le groupe de symétrie du tissu dans ce nouveau systeéme de
coordonnées :

Lemme 4.7. L’algébre de Lie des symétries du tissu Wy mis sous forme préparée est
donnée par g = {0, }.

Démonstration. Le calcul des trois pentes associées aux feuilletages donne p; = 1,
pr=—-letps= “7_2 On obtient le systeme des symétries : 9,y = 0, a1, O, = 0,
et —2a; + (4u — 4)0,a; = 0.

En intégrant directement la derniére équation, on a : a;(u,v) = c(u)eZiuVi-l) oll
c(u) est une fonction qui dépend de u. On en déduit sur les deux autres équations :
@ = X (2-25) +2¢ (u)(u - 1)e@ T + ¢ oi ¢ est une constante. En utilisant
I’expression des dérivées secondes 92, (a1) — 02, (a1) = 0et 82 ,(a2) — 02, (@2) = 0,

on obtient I’équation différentielle @ X (m - 0B - ,32) =0avecf = ‘c((—;)) - 2(u—‘:1)2
Donc soit @1 = 0 soit le second facteur est nul ce qui est impossible par rapport aux

degrés en u et v. Donc a; = 0 et on récupere une unique symétrie cd,,. O
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On peut conclure en vertu de la Proposition 3.4 que 1’algebre de Lie des symétries
du tissu sous forme préparée étant isomorphe a celle de ‘W), cette derniére ne compte
qu’une unique symeétrie.

4.5. Tissu de Clairaut

Le tissu de Clairaut étudié par A. Hénaut [10] est un 3-tissu défini par les submersions
Fi(x,y) =y—x, F,(x,y) === x+yet F5(x,y) := % Les trois pentes associées sont
pir=1,py=1letps= % Le groupe de symétrie est donné par (voir [10]) :

Lemme 4.8. L'algébre de Lie des symétries du 3-tissu de Clairaut défini par les
submersions F\ =y —x, F) =y +x et F3 = 1 est de dimension 3 et engendrée par les
champs de vecteurs :

X0y +y0y, yOx +x0y,

(xln (I = 5%) +y1n ( %')) Oy + (yln (12 =) +xln(

Nous donnons ici une démonstration détaillée de ce résultat.

xX+y
xX=y

o

Démonstration. D’apres le théoréme 3.7 et par simplication du systéme, les symétries
vérifient :

Oe(@) = 8y (1), y(@) = dx(a1), —x28x(@2) +y?dy(ar) — yay +xas = 0.

Les deux premieres lignes donnent a)%,x (1) - 650, (ay) =0et 6)%’)( (a2) — 63,),(0’2) =0.
Les symétries dans la classe polynomiale sont engendrées par les champs X; = xdx + yd,
et Xp = yOx +x0,.

Pour élargir la classe des symétries, on peut utiliser un résultat classique sur les
équations aux dérivées partielles du second ordre qui donne la forme générale d’une
solution :

;= filx+y)+gi(x—y), i=12,

ou f et g sont analytiques. Les deux premicres équations de symétries impliquent
fi = foetg =g Onadonc ) et a; de la forme a;(x,y) = f(x+y) + g(x —y) et
az(x,y) = f(x+y) — g(x —y). La troisiéme équation devient :

=) ((x+)f'x+y)=fx+y)+(x+y) ((x=y)g'(x-y)—gx-y)) =0.

Si y = x, on obtient xg(0) = 0 donc g(0) = 0 et g est de la forme g(v) = vG(v) avec
v =x —y et G est une fonction de v sans terme constant. De la méme maniere en prenant
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y = —x on obtient f(#) = tF(t) avec t = x + y et F une fonction de la variable 7. On a
donc :

ai(x,y) = (x+y)Fx+y) + (x = y)G(x - y),
a=@+y)Fx+y) - (x-y)Gx-y).
En remplacant dans la deuxieme équation et en posantf =x+yetv=x—y,ona:
tF' (1) +vG'(v) =0,

ainsi tF’(t) = c et vG’(v) = —c ol ¢ est une constante dans C. En résolvant ces équations
différentielles F(¢) = ¢ In(|t]) et G(v) = —c In(|v|). Finalement on obtient :
X+y

o=t =) o[22t =i e (2]
xX=Yy xX=y

Ce qui termine la démonstration. |

4.6. Le tissu de Zariski

Le tissu de Zariski est défini implicitement par F(x, y, p) = p> +x™y" avec m et n dans
N. Ce tissu admet la factorisation suivante :

Fx,y.p) = (p+x5y5)(p—eFx3y¥)(p-e

Le Lemme suivant est donné sans démonstration dans ([10, Exemple 3 p. 14]) :

m n in m n
’ )

Lemme 4.9. Le 3-tissu de Zariski défini implicitement par F(x,y, p) = p> +x"™y" admet
les algébres de Lie des symétries de dimension 3 définies par :

o= {x’m/38x,y”/38y,x(—n +3)0x +y(3+m)dy} sin#3,
{xmB38,, ydy, 2.0, + yIn(y)ody} sin=3.

m+3

Démonstration. Une symétrie X = a0, + a8, doit satisfaire le systtme composé
des trois équations aux dérivées partielles suivantes apreés simplification : dy(az) = 0,
Oy(a1) =0et

n n

(Ox(a1) — 0 (QZ))x%y% + ﬂx%_l)ﬁa’] + —x%y%‘l
y 3 3

an = 0.

Les deux premigres conditions impliquent que @] = @(x) et @y = @»(y). La derniere
équation peut se mettre sous la forme : dx (@) — dy(a2) + 3ra1 + %az = 0 en dehors
de xy = 0. Pour déterminer @, on doit résoudre d,(a;) + %al + b(y) = 0 avec

b(y) = =0y(a2) + %az. De maniére symétrique, on a dy(a@2) — 5z @2 + d(x) = 0 avec
d(x) = 0x(a1) + 3;ay. Cela revient a résoudre une équation différentielle de la forme
b

7' +a% +b = 0 pour z(¢). Les solutions pour a # —1 sont de la forme z(t) = ¢t~ + _ 5t
et pour @ = —1 sont données par z(z) = —bt In(¢) + ct. Pour a, la conditiona = m/3 # 1
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Ficure 4.1. Ly, L, et Lz sont des feuilles issues de chaque feuilletage
du tissu. Si le tissu est hexagonal alors les points 1 et 7 sont confondus.

est toujours satisfaite, on a donc a1 (x) = ux~"/3 + 6 rz_fs’ ce qui donne d(x) = 6. Pour la
composante a, on doit distinguer suivant le cas n # 3i.e.a = —1 oun = 3. Pour n # 3,
on obtient a»(y) = yy"/? + 633_—yn et ax(y) = =6ylIn(y) + yy si n = 3. On obtient donc

des champs de la forme :
X = u(x™3,0) +y(0,y") + u(x(=n+3), y(m +3))
sin#3et X =u(x3,0)+y(0,y"?) + u (3—" yln(y)) sinon. O

m+3°

4.7. Tissu hexagonal standard

En suivant [1, p. 103], on introduit une classe particuliere de 3-tissus dits hexagonaux
diie a Gerhard Thomsen en 1927 dans [17], considéré comme 1’article fondateur de la
géométrie des tissus.

On se place dans (C?, 0) mais la construction reste valide pour (R2, 0).

Définition 4.10. Un 3-tissu dans (C2, 0) est dit hexagonal si tout hexagone suffisamment
petit autour de O et passant par une feuille de chaque feuilletage est fermé.

Le 3-tissu hexagonal le plus simple est celui donné par les feuilletages F (x, y) = x,
F>(x,y) = y et F3(x,y) = x + y. Cependant, comme pour la section « Sur un tissu
linéarisation », 4.4, le calcul des pentes fait encore intervenir une pente infinie. Nous
allons donc présenter le tissu dans un nouveau systeme de coordonnées pour effectuer le
calcul des symétries.

Lemme 4.11 (Mise sous forme préparée). Le tissu hexagonal donné par Fy, F, et F3
est biholomorphiquement conjugué au tissu donné par les feuilletages G(x,y) = x +y,
Go(x,y) =y—xetGs(x,y) =y.

Démonstration. On utilise a nouveau le changement de variablesu = x+y,v=y—x. 0O
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On peut alors calculer le groupe de symétrie du tissu dans son nouveau systeme de
coordonnées :

Lemme 4.12. L’algébre de Lie g des symétries de ce tissu hexagonal défini par les
submersions G1(x,y) = x+y, Ga(x,y) =y —x et G3(x,y) = y est donné par g =
{0x, 0y, x0x + ydy }.

Démonstration. Les trois pentes p; = —1, pa = 1 et p3 = 0, ainsi que les trois champs
de vecteurs X; = dy — 8y, X = dx + 9y et X3 = 0. Pour trouver les symétries de ce tissu,
on doit résoudre le systéme suivant :

—0x(@2) — 0x(a1) + 0y (a2) + 0y (a1) =0,
=0x(@2) + Ox (1) — dy(2) + 0y (ay) =0,
ax(a'Z) =0.

La troisiéme équation implique que @, = a»(y) est une fonction de la variable
y. La résolution implique que @; ne dépend que de la variable x. Enfin la condition
Ox(a1) = 0y (ap) implique &1 = p+gx etas = p’ + gy ou p, p’, g sont des constantes.
En séparant en fonction de constantes indépendantes, on obtient les trois générateurs. O

5. Symétries des tissus implicites et polynéme de Darboux

Dans cette section apres avoir fait des rappels sur les polyndmes de Darboux, on passe en
revue les liens entre symétries et module de dérivations associé a un tissu via la courbe
discriminante du polynome de présentation. Certains de ces résultats ont été obtenus par
A. Hénaut dans [10].

5.1. Autour du Théoreme de Darboux

Dans cette section, on rappelle des résultats classiques sur la théorie de Darboux sur
I’intégrabilité de champs de vecteurs polynomiaux. On renvoie a [11] pour plus de détails.
Dans la suite, ona K =R ou C.

Soit un champ de vecteurs X = Z?:l fi(x)dy, dans K¢ avec f;(x) € K[x], x =
(x1,...,x4).
Définition 5.1. Une courbe algébrique € définie par {g = 0} avec g € K[x] est dite
invariante par le champ de vecteurs X s’il existe un polynome K € K[x], appelé cofacteur
de @, tel que X(g) = K.g. Une courbe est appelée polynome de Darboux pour le champ
X s’il existe un cofacteur.
Théoréme 5.2. Soit g € K[x] un polyndme écrit sous forme irréductible g = g?‘ R
dans K[x]. Le champ de vecteurs X admet la courbe € = {g = 0} comme courbe
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invariante avec un cofacteur noté K, si et seulement si chaque courbe €; = {g; = 0} est
invariante avec un cofacteur Ky, tel que Kg = mKg +---+n, Ky, .

Le Théoreme classique suivant, appelé Théoreme de Darboux, donne une interprétation
dynamique de I’'invariance en particulier en terme d’intégrabilité grace a I’existence de
courbes algébriques invariantes.

Théoréme 5.3 (Théoréme de Darboux). Soit un champ de vecteurs X = P(x,y)0x +
O(x,y)0y o P(x,y),0(x,y) € K[x,y] de degré p et q respectivement. Le degré du
champ X est m = max(p, q). Supposons que X admet d courbes algébriques irréductibles
invariantes {g; = 0} de cofacteurs K;, i = 1,...,d.

(1) 1l existe {A; }i=1
si gf‘ .. .gj" est une intégrale premiére de X.

4 C K, A; non tous nuls tels que Zf’zl A;K; = 0 si et seulement

.....

Q) Sid > @ + 1, alors il existe {;}i=1
4 K =0.

4 C K, A; non tous nuls tels que

,,,,,

5.2. Tissus implicites et Polynome de Darboux

On redémontre ici le résultat présent dans [10] qui permet de faire le lien entre la symétrie
d’un tissu et la courbe discriminante, qui s’avere étre un polyndme de Darboux de la
symétrie.

Théoreme 5.4. Soit W (F) un d-tissu défini par le polynéme de présentation Pr(z;x,y) =
ap(x, y)zd +---+aq(x,y). Sile champ de vecteurs X = a10x + @20y, est une symétrie du
tissu ‘W (F) alors le discriminant de P, noté A, est un polynéme de Darboux de X.

Démonstration. On reprend les notations introduites dans la section 2. Le discriminant est
< _ 2d-2 2 _ 2d-2 2 _

donné par A = ag“ " [li<i<j<a(Pi = Pj)” = ag" " [icicj<a A7 ;> avec A j = pi = pj.

Ona:

XA j=X(pi—pj) =X(pi)—X(pj) = a10x(pi) — @20y (pi) — a10x(pj) + @20y (p;).
Par invariance, en utilisant (3.1), on obtient :
@10x(pi) + @20y (p;i) = 0x(@2) + (dy(a2) — x(a@1))p: — Oy (a1)pi,
et la méme équation pour j. On a alors :
X(pi = pj) = =(0x(e1) = 8y(@2)) (pi — p;) = dy(@1) (p} = p3).

= —[0x(a1) = By (a2) — 0y (1) (pi + p))|(Pi — pj).
=i jA;
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ol A; ; = —(0x (1) — 0y (a2) — 0y (a1)(pi + pj)). Ainsi A; ; est un polynome de Darboux
pour tout < i < j < d, et en utilisant le théoréme de Darboux, on obtient que A est un
polyndme de Darboux de cofacteur 4 = Xj <;j<q di,j- O

5.3. Module de dérivations et courbes discriminantes

Les géometres ont introduit un objet algébrique, le module de dérivation, censé contenir
I’essentiel de I’information topologique sur le complémentaire d’une courbe algébrique
dans C?. Dans [16], on en trouvera une étude détaillée en remarquant que les courbes
algébriques sont réduites, ce qui n’est en général pas le cas d’un discriminant. Le module
de dérivation est défini par :

Définition 5.5. Soit € une courbe algébrique définie par un polyndme g € K|x, y].
On note Der(%) I’ensemble des champs de vecteurs logarithmiques, i.e. les champs de
vecteurs tels que g est un polyndme de Darboux :

Der(%) = {X € Der(C) | il existe un cofacteur K tel que X.g = K.g}.

Autrement dit, le module de dérivations est constitué des champs de vecteurs qui laisse
invariante la courbe g = 0. Le module de dérivations Der(%) est une algebre de Lie
(voir [16]). Un corollaire direct du Théoréme 5.4 est :

Théoreéme 5.6. L’'algébre de Lie des symétries d’un tissu est une sous-algébre de Lie de
Der(A).

En effet, si X est un générateur infinitésimal d’une symétrie du tissu, alors X.A = 1A
par le théoréme 5.4 et X € Der(A). La stabilité par crochet de Lie induit le théoréme.

6. Perspectives

Les propriétés des tissus implicites peuvent en partie se lire dans leurs groupes de symétries.
Ces groupes sont obtenus comme groupes de symétries de I’équations différentielles
polynomiale a coefficients analytiques représentant le tissu. Un tissu est une distribution
de champs de vecteurs au sens d’Olver (voir [13, 14]). I serait sans doute intéressant
d’étudier les G-structures associées a ces distributions via la méthode d’équivalence de
Cartan.

Le probleme de la régularité des algebre de Lie des symétries entre dans 1’étude de la
régularité des solutions d’une équation aux dérivées partielles & coefficients analytiques.
1l serait bon de voir les théorémes de type Maillet (voir [4, 5, 6] et Section 4.5) existant
afin de préciser les intuitions d’Alain Hénaut sur ces objets.
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