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Sur les Extensions Triviales Commutatives

FARID KOURKI

Résumé

Nous caractérisons les extensions triviales semiGoldie, de cogénération finie,
mininjectives et quasi-Frobeniusiens. Comme application, nous montrons que tout
anneau noethérien s’injecte dans un anneau quasi-Frobeniusien.

On Commutative Trivial extensions

Abstract

We characterize semiGoldie, finitely cogenerated, mininjective and quasi-Fro-
benius trivial extensions. As application, we obtain that every ncetherian ring can
be embedded in a quasi-Frobenius Ring.

1. Introduction

Soit R un anneau commutatif et soit M un R-module. On munit le
R-module R& M des deux lois suivantes : (a,z)+ (b,y) = (a+b,x+y) et
(a,x)(b,y) = (ab,ay + bx). Alors R @& M devient aussi un anneau appelé
extension triviale de R par M qu’on note par RaM . Cette construction, en
dépit de sa simplicité, s’est avérée une énorme source de contres exemples
et un util efficace pour obtenir des exemples d’anneaux (& diviseurs de
zéro) vérifiant certaines propriétés. Un anneau est dit semiGoldie s’il ad-
met une dimension de Goldie finie. Aprés I’étude du comportement de ces
anneaux avec certains types d’extensions, nous caractérisons les extensions
triviales semiGoldie (Théoreme 2.6) puis celles qui sont de cogénération fi-
nie (Théoreme 2.10). En particulier, si M est de type fini alors A = RaM
admet une dimension de Goldie finie (resp. de cogénération finie) si et
seulement s’il en est de méme pour R et M (Propositions 2.9 et 2.12). Un
anneau R est dit mininjectif si, pour tout idéal simple S de R, tout R-
homomorphisme S — R s’étend a R. Ces anneaux ont été étudiés d’une

Mots-clés : Extensions triviales, SemiGoldie, Mininjectif, Quasi-Frobeniusien.
Classification math. : 13B99, 13C05, 13C13.
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maniere approfondie par Nicholson et Yousif dans [8]. Le théoreme 3.3
caractérise les extensions triviales mininjectives. En combinant ce dernier
résultat avec le fait que les anneaux commutatifs quasi-Frobeniusiens (QF)
sont exactement les anneaux mininjectifs artiniens, on est parvenu a don-
ner une caractérisation des extensions triviales QF. Comme application,
on a pu montrer que tout anneau noethérien s’injecte dans un anneau QF
(Corollaire 3.8).

Dans toute la suite, les anneaux considérés sont commutatifs et les
modules sont unitaires. Si I est un idéal d’'un anneau R et si N est un
sous-module d’un R-module M, on note par AnngN (resp. Anny/I) lan-
nulateur de N dans R (resp. I'annulateur de I dans M). Si a € R (resp.
x € M), on écrit Anngx (resp. Annpra) pour AnngaxR (resp. AnnpaR).
Le symbole N C®*® M veut dire que N est un sous-module essentiel de M
(on prendera 0 C¢*¢ 0). Un module U est dit uniforme s’il est non nul et
si 'intersection de deux sous-modules non nuls de U est non nulle. Pour
les propriétés des extensions triviales, on utilisera [5] comme référence.

2. Anneaux semiGoldie et anneaux de cogénération finie

Soit M un R-module et soit n un entier. On dit que M est de di-
mension de Goldie (ou uniforme) égale a n, et on écrit u.dimM = n, si
M contient un sous-module, somme directe de n sous-modules non nuls,
mais ne contient pas de somme directe de sous-modules non nuls, com-
posée de plus de n sous-modules. S’il n’existe pas de tel entier n on écrit
u.dimM = oo. Il est bien connu que u.dimM = n si et seulement si M
contient n sous-modules uniformes Uy, ..., U, tels que Uy @ --- ® U, est
essentiel dans M. Il est facile de voir que u.dimM = 0 si et seulement si
M =0 et u.dimM =1 si et seulement si M est uniforme.

Proposition 2.1. ([4], Propositons 3.13 et 3.20)

(1) Si M est un module alors u.dimM = oo si et seulement si M
contient une somme directe infinie de sous-modules non nuls.

(2) Soient M un module et N un sous-module de M. Si u.dimM < oo
alors u.dimN < oo et on a u.dimN < u.dimM. De plus on a
u.dimN = u.dimM si et seulement si N C° M.

(3) Si N est un sous-module d’un module M tels que u.dimN < oo et
u.dimM/N < oo alors u.dimM < cc.
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SUR LES EXTENSIONS

(4) Soient My et My deux R-modules tels que u.dimM; < oo, i =1,2.
Alors u.dim(M; & Ma) < oo et on a Uégalité u.dim(M; & M) =
u.dimMy + u.dimMy.

Suivant Carl Faith [2], un anneau R est dit semiGoldie si le R-module R
admet une dimension de Goldie finie et cette dimension et alors notée par
u.dimR. Dans la proposition suivante on étudie le comportement des an-
neaux semiGoldie avec les extensions plates injectives et les épimorphismes
plats injectifs :

Proposition 2.2. Soit ¢ : R — R’ un homomorphisme d’anneauz.

(1) Si est plat injectif et si R’ est un anneau semiGoldie alors R est
un anneau semiGoldie et u.dimR < u.dimR'.

(2) Si @ est un épimorphisme plat injectif alors R est semiGoldie si
et seulement si R’ est semiGoldie et dans ce cas on a u.dimR' =
u.dimR.

Démonstration. (1) Si u.dimR' = n, supposons que Uy @ -+ & Up4q est

contenu dans R ou les U; sont des idéaux non nuls de R. On a alors

(UiR')1<i<n+1 est une famille d’idéaux indépendants non nuls de R'. En

effet, comme U; N ?UZ = 0, alors (U; N A?Ui)R’ = 0 et par suite on a
J7FT JF

U;R'N .§.U¢R’ =0 ([3], page 9). Si U;R’ = 0 alors ¢(U;) = 0 et comme
JF

¢ est injective alors U; = 0, absurde. Donc R’ contient n + 1 idéaux
indépendants non nuls, ceci contredit le fait que u.dimR' = n. D’out R est
un anneau semiGoldie et u.dimR < u.dimR'.

(2) Si u.dimR = n, supposons que U} @ --- @ U], est contenu dans R’
ot les U] sont des idéaux non nuls de R'. Comme ¢ est un homomorphisme
injectif alors (U] N R)1<i<n+1 est une famille d’idéaux indépendants de R.
Si U/NR = 0 alors (U NR)R = 0 et par suite U = 0 ([3], page 15),
absurde. D’ott R’ est un anneau semiGoldie est u.dimR’' < u.dimR. Par
(1) si R’ est un anneau semiGoldie alors R est aussi un anneau semiGoldie
et u.dimR < u.dimR'. O

On déduit de ce résultat que les extensions fidelement plates descendent

la propriété "semiGoldie" et qu'un anneau semi-local localement semiGol-
die est semiGoldie. Plus précisement :
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Corollaire 2.3. (1) Soit ¢ : R — R’ un homomorphisme fidélement
plat d’anneauz. Si R’ est un anneau semiGoldie alors R est semi-
Goldie et u.dimR < u.dimR'.

(2) Soit R un anneau semi-local. Si Ry est un anneau semiGoldie pour
tout idéal mazimal m de R alors R est semiGoldie.

(3) L’anneauz total des fractions T(R) d’un anneau R est semiGoldie
si et seulement si R est semiGoldie et dans ce cas on a

u.dimT(R) = u.dimR.
Démonstration. (1) Provient du fait qu'un homomorphisme fidélement
plat est plat et injectif ([1], p. 46).

(2) Si Q = Maxz(R), 'ensemble des idéaux maximaux de I’anneau R,
alors ’homomorphisme canonique R — HQRm est fidelement plat ([7],
me

Exemples 4.72). On applique alors (1).

(3) L’homomorphisme canonique R — T'(R) est un épimorphisme plat
injectif d’anneaux. O

Notre objectif maintenant est de caratériser les extensions triviales se-
miGoldie. Le lemme suivant est la pierre d’angle de la démonstration.
Lemme 2.4. Soient R un anneau, M un R-module et A = RaM.

(1) Soit J un idéal de A. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) J C*5 A.
(b) Il existe un idéal I de R et il existe un sous-module N de M
tels que I C° AnngM, N C® M et (I,N) C J.
(2) Soit I un idéal de A contenu dans AnngM et soit N un sous-
module de M. Alors :

(a) I est un idéal uniforme de R si et seulement si (I,0) est un
idéal uniforme de A.

(b) N est un sous-module uniforme de M si et seulement si (0, N)
est un idéal uniforme de A.

Démonstration. On va montrer le résultat pour le cas lorsque M # 0 et
AnnpM # 0. Dans les autres cas la preuve se fait d’une maniere similaire.
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(1) (a) = (b). On a (AnnrM,0) est un idéal non nul de 'anneau
A, par suite 0 # J N (AnngM,0) = (1,0) ou I est un idéal non nul
de R contenu dans AnngM. Il n’est pas difficile de voir alors que I est
essentiel dans AnnpM. Comme (0, M) est aussi un idéal non nul de A,
alors 0 # J N (0,M) = (0,N) o N est un sous-module non nul de M
qu’on vérifie aisement qu’il est essentiel dans M et que (I, N) est contenu
dans J.

(b) = (a). Comme (I, N) est contenu dans J, il suffit alors de montrer
que (I,N) C®* A. Soit 0 # (a,z) € A. Supposons que a # 0. Si aM = 0,
comme I C®* AnnpM alors il existe @« € R tel que 0 # «aa € I. Si
azr = 0, alors 0 # (o, 0)(a,z) = (aa,az) = (a,0) € (I,N). Si ax # 0,
comme N C¢*% M, alors il existe 8 € R tel que 0 # fBax € N. D’ou
0 # (aa,ax)(8,0) = (wafB, Pax) € (I,N). Si aM # 0, alors il existe
y € M tel que ay # 0. Comme N C* M alors il existe § € R tel que
0 # Pay € N. Dou 0 # (0,By)(a,z) = (0,Bay) € (I, N). Supposons
maintenant que a = 0. Alors x # 0 et par suite il existe v € R tel que
0#~yx € N.Dou 0 # (v,0)(0,z) = (0,vx) € (I, N).

(2) Facile a vérifier. O

Corollaire 2.5. Soient R un anneau et M un R-module et soit A =
RaM. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Soc(A) C**5 A.

(2) Soc(AnngM) C®* AnnpM et Soc(M) C* M.

(3) Soc((AnngM) & M) C* (AnngM) & M.
Démonstration. (1) <= (2). On a Soc(A) = (Soc(R)NAnngM, Soc(M)))
([6], Exercice 10 page 331). On utilise alors le lemme 2.4.

(2) <= (3). Soc((AnnrM) & M) = Soc(AnngM) @& Soc(M). O
Théoréme 2.6. Soient R un anneau et M un R-module et soit A =
RaM. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) A est semiGoldie.
(2) wdimAnnpM < oo et u.dimM < cc.
(3) u.dim((AnnpM) & M) < co. et dans ce cas on a :

u.dimA = u.dimAnngM + u.dimM = u.dim((AnngM) ® M).
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Démonstration. Le résultat étant évident dans le cas M = 0, on peut
supposer que M # 0.

(1) = (2). Supposons que u.dimAnnrM = oo, alors il existe une
famille infinie (I;);ea d’idéaux indépendants non nuls de R contenus dans
AnngM . L’anneau A contient alors une famille infinie ((;,0));ea d’idéaux
indépendants non nuls, absurde. Supposons que u.dimM = oo et soit
(Ni)icq une famille infinie de sous-modules indépendants non nuls de M.
Alors ((0, V;))ieq est une famille infinie d’idéaux indépendants non nuls
de A, absurde.

(2) = (1) Supposons qu'on a u.dimAnngM = 1 et u.dimM = k.
Donc ils existent Iy, ..., I; des idéaux uniformes indépendants de R conte-
nus dans AnngM tels que la somme directe Iy & --- @ I; est essentielle
dans AnngM et ils existent Ni,..., Ny des sous-modules uniformes in-
dépendants de M tels que la somme directe N1 @ - - - @ N} est essentielle
dans M. Par le lemme 2.4 ona (I1 @ ---® [}, N1 &---® Ni) C* A. . En
utilisant le méme lemme on a ([1,0),...,(L;,0),(0,Ny),...,(0, Ng) sont
des idéaux indépendants et uniformes de ’anneau A. Or :
(11,0)®---®([;,00(0,N1)D---D(O0,Ng) = (1B DI, N1 DD Ng)
Donc A est semiGoldie et u.dimA =1+ k = u.dimAnngM + u.dimM.

L’égalité u.dimAnngM + u.dimM = u.dim((AnngM) & M) et I’équi-
valence (2) <= (3) proviennent de la proposition 2.1. O

Corollaire 2.7. Soit M un R-module et soit A = RaM.

(1) Si M est fidéle alors A est semiGoldie si et seulement si M admet
une dimension de Goldie finie.

(2) Si M # 0 alors A est uniforme si et seulement si M est un R-
module fidele et uniforme.

Remarque 2.8. Par le théoreme précédent, si R est un anneau semiGoldie
et u.dimM < oo alors A = RaM est semiGoldie. En général la réciproque
n’est pas toujours vraie. En effet, soit R un anneau local qui n’est pas
semiGoldie (par exemple R = kaV ou k est un corps commutatif et V' un
espace vectoriel de dimension infinie sur k) et soit m son idéal maximal. Le
R-module M = E(R/m), enveloppe injective du R-module R/m, est fidele
([7], Corollaire (3.76)’) et u.dimM = 1. Donc A = RaM est semiGoldie.
Cet exemple montre aussi qu'un sous-anneau d’un anneau semiGoldie n’est
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pas nécessairement semiGoldie. Si M est plat ou si M est de type fini alors
la réciproque est vraie :

Proposition 2.9. Soit M un R-module et soit A= RaM. Si M est plat
ou si M est de type fini alors :

A est semiGoldie si et seulement st R est semiGoldie et u.dimM < oo.

Démonstration. (<=). Theoreme 2.6.

(=). Par le theoreme 2.6 u.dimM < co. Si M est un R-module plat
alors A = R® M est un R-module plat. Mais ’homomorphisme de R
dans A défini par a — (a,0) est injectif, donc R est semiGoldie (Proposi-
tion 2.2). Si M est de type fini, alors R/AnngM s’injecte dans M™ pour
un entier naturel n, d’ott u.dimR/AnnrM < oo (Proposition 2.1). Mais
u.dimAnngM < oo , donc R est semiGoldie (Proposition 2.1). O

Un R-module M est dit de cogénération finie si Soc(M) est un sous-
module de type fini et essentiel de M. Donc un module de cogénération
finie admet une dimension de Goldie finie. Par ([7], Proposition 19.1), M
est de cogénération finie si et seulement si pour toute famille (N;);cq de

sous-modules de M tels que [ NV; = 0, il existe un sous-ensembe fini
1€Q
Q' CQtel que ) N; =0. Un anneau R est dit de cogénération finie si le
ieqy
R-module R est de cogénération finie.

Théoréme 2.10. Soit M un R-module et soit A = RaM. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) A est un anneau de cogénération finie.
(2) AnngM et M sont des R-modules de cogénération finie.
(3) (AnngM) & M est un R-module de cogénération finie.

Démonstration. (1) = (2). Soit(1;);cq une famille d’idéaux de R conte-
nus dans AnnpM tels que (N I; = 0. Alors () (1;,0) = 0 et par suite il

1€Q 1€Q
existe un sous-ensembe fini ' C Q tel que () (1;,0) = 0. Donc N I; =
1S94 [1S194

0. Soit maintenant (NN;);cq une famille de sous-modules de M tels que
N N; = 0. Alors () (0, N;) = 0 et par suite il existe un sous-ensembe fini
ieQ i€
Q' CQtel que N (0,N;) =0. Dot N N; =0.

1€/ e
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(2) <= (1). Comme AnnrM et M sont des R-modules de cogénération
finie alors u.dimAnngM < oo et u.dimM < oo. Par le theoréme 2.6
Ianneau A est semiGoldie et par suite Soc(A) est de type fini. Comme
Soc(AnnpM) C° AnngM et Soc(M) C®* M alors Soc(A) C*° A
(Corollaire 2.5). D’out A est de cogénération finie.

(2) < (3). Par ([9], Proposition 3*) une somme directe de deux R-
modules est de cogénération finie si et seulement si chaque facteur est de
cogénération finie. O

Remarque 2.11. Soit R un anneau local qui n’est pas semiGoldie et soit
M le R-module E(R/m). Alors M est un R-module fidele de cogénération
finie. Donc A = RaM est de cogénération finie mais R ne ’est pas.

Proposition 2.12. Soit M un R-module et soit A= RaM. Si M est de
type fini alors :

A est de cogénération finie <= R et M sont de cogénération finie.

Démonstration. Se fait de la méme maniere que la preuve de la proposition

2.9. ]

3. Anneaux mininjectifs et anneaux QF

Soient R un anneau et M un R-module. On dit que M admet un socle
sans carré (en englais "squarefree") si pour tout deux sous-modules simples
S et S" de M tels que S ~ S’ on a S = 5’. Le lemme suivant donne une
caractérisation des modules dont le socle est sans carré :

Lemme 3.1. Soit M un R-module. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) M admet un socle sans carré.

(2) Pour tout idéal mazimal m de R, Annpyrm est soit nul soit un
sous-module simple de M.

Démonstration. (1) => (2). Si Annyrm # 0, soit z un élément non nul de
Annpym. Alors m C AnngAnnym C Anngx et donc m = Anngz et xR
est alors un R-module simple. Par suite Annym = Anny Anngz. Soit
0 #y € AnnpyAnnge. On a Anngr = AnngAnnpyrAnngr C Anngy;
mais l'idéal Anngx est maximal, d’ou Anngx = Anngy et par suite
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Rz ~ Ry. Par hypothese Rx = Ry, impliquant y € Rz. On obtient
alors AnnysAnngx C Rz, d’ou I'égalité.

(2) = (1). Montrons d’abord que Anny;Anngx = xR pour tout sous-
R-module simple xR de M. Soit xR un tel sous-module. Comme Anngrx
est un idéal maximal, Annys Anngx est soit simple soit nul. Ce dernier
module contient Rx, donc Anny;Anngr = xR. Soient zR et yR deux
sous- R-modules simples de M tels que Rx ~ Ry. Donc Anngx = Anngy
et par suite tR = AnnyAnngr = AnnyrAnngy = yR. O

Lemme 3.2. (1) Soit M un R-module et soit A = RaM. Soient I
un idéal de R et N un sous-module de M tels que IM C N. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) (I,N) est un idéal simple de A.
(b) I =0 et N est un sous-module simple de M ou N =0 et I
est un idéal simple de R contenu dans AnngM .

(2) Soient E et F deux R-modules. Soit H un sous-module de E et
soit QQ un sous-module de F. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(a) H® Q est un sous-module simple de E & F.
(b) H =0 et Q est un sous-module simple de F ou Q =0 et H
est un sous-module simple de E.

Démonstration. (1) (a) = (b). Si N # 0, alors 0 # (0, N) C (I, N) et par
suite (0, N) = (I, N). On déduit alors que I = 0 et N est un sous-module
simple de M. Si N = 0, comme IM C N, alors I C AnngM. L’idéal (1,0)
étant simple, I est alors un idéal simple de R.

(b) = (a). On vérifie sans peine que les idéaux considérés dans (b)
sont simples.

(2) (a) <= (b). Se fait en utilisant les méme idées de la preuve de
(1). O
Théoreme 3.3. Soit M un R-module et soit A = RaM. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) A est mininjectif.

(2) (AnngM) @& M est un R-module qui admet un socle sans carré.
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Démonstration. (1) = (2). Si m un idéal maximal de R alors (m, M) est
un idéal maximal de A et Annsn,,mnemm = Annapn,ym & Annym.
L’idéal Anna(m, M) = (Annapp,m, Annyrm) est soit nul soit un idéal
simple de A (Lemme 3.1). S’il est nul, Annann,memm est aussi nul. S’il
est simple alors, par le lemme 3.2, Annanp ,1r)enm est aussi simple. Donc
le R-module (AnnpM) @& M admet un socle sans carré (Lemme 3.1).

(2) = (1). Soit I un idéal maximal de A. Il est alors de la forme
(m, M) o m est un idéal maximal de R. Par suite Ann an,,mjenm =
AN Apn Mm@ Annprm est soit nul soit un sous-module simple du module
(AnnpM) & M. S’il est nul, Anna(m, M) = (Annapn,mm, Annym) est
nul. S’il est simple, en utilisant le fait que Annapp,um C AnngM et le
lemme 3.2, on obtient que Anny4(m, M) est aussi un idéal simple de A.
On applique alors le lemme 3.1. O

Corollaire 3.4. Soit M un R-module et soit A = RaM. Si M est fidéle
alors A est mininjectif si et seulement si M admet un socle sans carré.

Remarques 3.5. (1) Si 'anneau A = RaM est mininjectif alors le R-

module (AnngM) & M admet un socle sans carré (Théoreme 3.3) et par

suite il en est de méme pour AnngM et M. Cependant, la réciproque

n’est pas en générale vraie. En effet, soit R un anneau mininjectif tel

que Soc(R) N RadR # 0 et soit Q = Max(R). Soit M = EBQR/m.
me

Alors AnngM = RadR et M admettent des socles sans carré. Mais
Soc((AnnpM) ® M) = (Soc(R) N RadR) & M n’est pas sans carré. En
effet, comme Soc(R) N RadR # 0, alors il existe un idéal simple S contenu
dans Soc(R) N RadR. Mais S ~ R/m ou m est un idéal maximal. Pour
I'exemple d'un tel anneau R, on prend R = Z/p*Z ol p est un nombre
premier. On a alors Soc(R) = pZ/p*Z est simple, donc R est mininjectif.
De plus RadR = pZ/p*Z = Soc(R), donc Soc(R) N RadR # 0.

(2) La condition A = RaM est mininjectif n’est pas équivalente a la
condition M @& R est de socle sans carré. Si R est un anneau mininjectif
tel que Soc(R) # 0. Alors A = RaR est mininjectif (Théoreme 3.3). Mais
Soc(R® R) = Soc(R) @ Soc(R) n’est sans carré.

Un anneau R est dit quasi-Frobeniusien (=QF) si R est auto-injectif
artinien. Dans le cas commutatif, R est QF si et seulement si R est artinien
mininjectif ([7], Théoréme 15.27). Dans le théoréme suivant on caractérise
les extensions triviales QF :
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Théoréme 3.6. Soit M un R-module et soit A = RaM. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(1) A est QF.

(2) R et M sont artiniens et (AnngM)®M admet un socle sans carré.

Démonstration. La condition A est QF est équivalente a la condition A est
artinien mininjectif. Mais il est facile de voir que A est un anneau artinien
si et seulement si R et M sont artiniens. On a aussi A est mininjectif
si et seulement si (AnngM) @ M admet un socle sans carré (Théoréeme
3.3). O

Corollaire 3.7. Soit M un R-module fidéle de type fini et soit A = RaM.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) A est QF.

(2) M est artinien admettant un socle sans carré.

(3) R est artinien et M admet un socle sans carré.

Démonstration. Comme M est un R-module fidele de type fini alors M
est artinien si et seulement si R est artinien. U

Voici une application du corollaire précédent :

Corollaire 3.8. Tout anneau commutatif nethérien R est sous-anneau
d’un anneau QF.

Démonstration. Comme tout anneau noethérien est sous-anneau d’un an-
neau artinien ([7], Corollaire 12.25), on peut supposer alors que R est
un anneau artinien. Soit {Vi,...,V,} un ensemble complet de R-modules
simples (i.e. tout R-module simple est isomorphe a un et un seul V). Soit
M =EW)®&--- & E(V,). Alors A = RaM est un anneau QF. En ef-
fet, M est un R-module fidele de type fini ([7], Théoreme 3.64). Comme
soc(M)=Vi&--- @V, est sans carré, alors A est QF (Corollaire 3.7). O
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