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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PASCAL 16, 101-111 (2009)

Une caractérisation de I’existence de 1’élément
primitif pour une extension gr-séparable des
gradués associés a une extension de corps valués

M’HAMMED BOULAGOUAZ

Résumé

Un anneau gradué unitaire ol tout élément homogene non nul est inversible
est appelé un anneau a division gradué. Cet article est une contribution a ’étude
de la correspondance existante entre les anneaux a division valués et les anneaux
a division gradués , voir [1], [2], [3], [4], [6] et [7].

Il a été prouvé dans [5, Remarque de la page 26|, que toute extension gr-
séparable finie de corps gradués n’est pas simple. Dans ce travail on donne un
critere pour 'existence d’élément primitif dans une extension finie gr-séparable de
gradués associée a une extension de corps valués, voir le Théoremel.

A criterion for the existence of a primitif element in a simple
gr-separable graded fields extension associated with a valued
fields extension

Abstract
A unit graded ring where each homogeneous element non equal to zero is
invertible is called a graded division ring. This article is a contribution to the
stady of the correspondance between the valued division rings and the graded
division rings, see [1], [2], [3], [4], [6] and [T7].

It’s proved in [5, Remark of page 26], that a finite gr-separable graded field
extension is not always a simple extension. In this work we give a criterion for the
existence of a primitif element in a finite gr-separable extension of graded fields
associated with a valued fields extension, see Theoreml.

Mots-clés: Corps valué, extension valuée modérée, corps gradué, extension gr-
algébrique, extension gr-séparable.
Classification math. : 11R27, 11R29, 11R37.
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1. Préliminaires

Soit I" un groupe noté additivement et (A, +,.) un anneau unitaire.

Définition 1.1. A est dit un anneau gradué par I' §’il existe une famille
(As ) indexée par I', de sous-groupes du groupe additif (A4, +), telle que :
i) A= @ser As,
ii) A5A7 C A5+7.

Exemples :

1- Pour I = Z, le groupe des entiers relatifs et A = K[X], 'anneau des
polynémes en X & coefficients dans le corps K, la famille des 4; = KX*
sii>0et A; = {0} si i < 0 définit sur K[X] une structure d’ anneau
gradué par Z.

2- Pour tout groupe I' et pour tout anneau R, la famille des sous-groupes
As = R du groupe additif de ’anneau de groupe R[I'] définit sur 'anneau
A = R[I'] une structure d’anneau gradué par I'.

Vocabulaire et notations :
Si A = @scr As, est un anneau gradué par I' alors :

1)H(A) = (UseaAs) — {0} est dit 'ensemble des éléments homogenes de
A.

ii) Un élément = € A5 — {0} est dit homogene de grade 9.

iii) On note gr(z) = § pour dire que x est homogene de grade 4, ou
encore que x € As — {0}.

iv) Sia = Xfp50as5 ol les as € As— {0} alors as est appelé la composante
homogene de grade § de a. On dit aussi que As est la composante homogene
de grade § de 'anneau gradué A.

v) L’ensemble 'y = {X € T' | Ay # {0}} est appelé le support de
I’anneau gradué A. I'4 n’est pas en général un sous-groupe de I'. On dit
que A est un anneau gardué de type I' si A est un anneau gradué par I
et 'y = I'. Donc un anneau gradué A est un anneau gradué de type I' 4.

Définition 1.2. On appelle corps gradué un anneau gradué commutatif
A tel que A # {0} et ou tout élément homogene non nul est inversible
dans A.

L’anneau des polynoémes de Laurent a coefficients dans Q,

R=Q[X ' X]=Qx",

neZ
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UNE CARACTERISATION DES EXTENSIONS GR-SEPARABLES SIMPLES

a une structure de corps gradué par Z.
Si R =@, cr,, By est un corps gradué alors :

a) ', le support de la graduation de R est un sous-groupe de T,
appelé le groupe des grades de R. Pour R = @,z QX" le support I'r de
la graduation de R est Z.

b) Un corps gradué n’est pas integre en général mais si I'p est un
groupe totalement ordonné(condition équivalente & I'r est sans torsion)
alors un corps gradué R est integre et I'r a une cloture rationnelle unique.

c¢) Le groupe cloture rationnelle I'gr ®7 Q du groupe ' sera désigné
par Ag. Pour R = @,,c7z QX" le groupe I'g ®z Q = Q.

d) (H(R),.) est un groupe appelé le groupe des éléments homogenes
de R.Pour R =, cz QX" ona (H(R),.) = {aX"/a € (Q—{0}),n € Z}.

e) (Vey € RY)(Vy € Tr) : Ry = Roe,.

Remarque : dans toute la suite les corps gradués considérés seront sup-
posés de groupe de grade sans torsion.

2. Graduations de R[X]

Soient R = ®r,Rs; un corps gradué, X une d’indeterminée sur R et
G un groupe dont I'p est un de ses sous-groupes. Pour chaque w € G,
désignons par I'g[w] le semi-groupe de G engendré par I'p et w. La donnée
de w définit une graduation sur anneau R[X], de support I'rw], de la
maniére suivante : La composante homogene de grade un a € I'g[w] est
Pensemble des polynomes de la forme ¥5_,a; X7 tels que a; € H(R) U {0}
et gr(aj) + jw = o, deés que a; # 0. L’anneau R[X] ainsi gradué sera noté
R[X]“). Dans R[X]“), les monémes X’ sont homogenes de grade iw.
Nous dirons qu'un polynéme P(X) = E‘;Zlanj de R[X], non réduit a
un monome, est homogéneisable s’il existe un w € Ar, tel que P(X)
est homogene comme élément de I'anneau gradué R[X]“). Donc P(X) =
Ejzlanj de R[X] est homogenéisable s’il existe un w dans Ar,, tel que :

i) a; 7é0:>aj EH(R)

ii) gr(a;) — gr(a;) = (i — j)w si a; et a; sont non nuls.
A remarquer aussi que si P(X) = ¥5_,a;X7 € R[X] n’est pas réduit & un
monome et homogénéisable pour un certain w alors w est rationnelle sur
I'gr, c’est a dire il existe n € N* tel que nw € I'g.
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Ezemple :

Soit K un corps quelconque et R = K[T,T7!'] = @, KT™ I'anneau des
polynomes de laurent a coefficients dans K, alors :

1) F(X) = 2T* + 4T X3 + X* est homogene dans R[X]1).

2) G(X) = T3 + Xb + TX* + 272 X2 est homogene dans R[X](3).

3. Extension gr-algébrique

Soit R un corps gradué et S un anneau commutatif contenant R comme
sous-anneau. Un élément de S est dit gr-algébrique sur R s’il annule un
polynéme homogénéisable de R[X]. A remarquer que si a € S est gr-
algébrique sur R alors il existe un polynome de degré minimal homo-
généisable de R[X] annulé par a, qu'on note f,/r(X), de plus R(a) :=
R[X]/fa/r(X) est un sous-corps gradué de S et gr(a) est rationnelle sur
I'g.

Pour une extension de corps gradués S/ R on pose les définitions suivantes :
1) S/R est gr-algébrique sur R si tout élément homogene de S Dest.

2) Un élément a de S non gr-algébrique sur R est dit gr-transcendant
sur R. On montre que toute extension de degré fini de corps gradués est
gr-algébrique.

3) S/R est gr-séparable si tout élément homogene de S annule un poly-
nome homogénéisable n’ayant que des racines simples.

4) S/R est une extension simple de corps gradués s’il existe un élément
homogene z de S tel que, le corps gradué engendré par R et x dans S noté
R(z) soit exactement S, ou encore si S = R(z). Voir [5] ou [6] pour plus
de détails sur la notion de gr-algébricité et gr-séparabilité.

4. Corps gradué associé a un corps valué

Soit F' un corps muni d’une valuation v, alors pour chaque v € I'p :=T',
(le groupe de la valuation v) on définit :
1)Fy = {x € F/v(x) > v} est un sous-groupe additif de (F,+),
2)F.+ = {z € F/v(z) > 7} est un sous-groupe de F,,
3) gr(F'), comme étant le groupe quotient de F, par F.+ i.e:

gr(F)y = F,/F,+.
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A remarquer que pour v = 0 on obtient :

1')Fy = {d € F/v(d) > 0} est Panneau de valuation de (F,v).
2)Fy+ = {d € F/v(d) > 0} est I'idéal de la valuation de (F,v).
3)gr(F)o est le corps résiduel de (F,v), qui est souvent noté F.

On note gr(F') anneau gradué associé :
gr(F) = @seagr(F)s .

ou la multiplication sur gr(F') est induite par la multiplication de F', de
la maniere suivante, pour z € Fy5 et y € F :

(ZC + F(S"’)(y + Fe+) =y + F(5+e)+
(14 Fy+) est I’élément neutre de cette multiplication et il est clair que tout
élément homogene de gr(F') est inversible : si 0 # (v + Fs+) € Fs5/Fs+,
c’est a dire si v(z) = 0, alors (z7! + Fyt) € F_s/F_s+ et

(x + Foe) (7! + Fligr) = 1+ Fos.

L’anneau gr(F') est donc un corps gradué de type I'p.

Définition 4.1. On appelle corps gradué associé au corps valué
(F,v) : l'anneau gr(F'). Sa composante homogene de degré zéro est le
corps résiduel :

gr(F)o = F
et son support est I'r, le groupe de valeurs de v
Lor(ry = T'r .

Pour chaque » € F* tel que v(z) > v on pose my(z) := x + F,+ et
x = 7rv(a:) (l’) =+ Fv(w)+ S gT(F)U(LL‘)'
Pour plus de détail sur le gradué associé a un corps valué voir [2].
Remarque : Pour z € F* on a si v(z) > 0 alors mo(z) = st la classe
résiduelle de z qui est nulle si v(z) > 0, mais ;) (r) = T = v+ + # 0.

11 est clair que si E//F est une extension de corps valués alors le quo-
tient gr(F)/gr(F) est une extension de corps gradués appelée I’extension
graduée associée a 'extension valuée E/F. Pour plus de détails sur cette
extension graduée associée voir [1], [2], [6] ou [7].
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5. Polynéme résiduel d’ordre «

Soit (F,v) un corps valué de groupe de valuation I'r et de corps résiduel
F. Dans tout ce qui suit posons : R = gr(F), A = QQz'r, Q lacloture
algébrique de F', désignons par w un prolongement de v a ) et notons
Sy le gradué de (Q,w), il est simple de vérifier que S,, est une extension
graduée de R.

Soit v € A et f(X) = X% ,a; X" un polynoéme unitaire de F[X] tel que

v(a;) > a(n —1), (5.1)

On définit : 3 ‘
f(a) (X) = E?:lﬂ-a(n—i) (ai)Xza

lequel polynome est appelé reste résiduel d’ordre a de f(X).

Par ailleurs, on note f(X) le polynéme [, (X — Tz (i) € S[X].
Ot 1, ....., ¥, sont les racines de f(X) dans 2.
Remarquons que f(®(X) est homogene de grade na dans R[X](®),

Exemple :

Soit p un entier premier, F' = Q, et v la valuation p-adique sur Q.
R=gr(Qp) = Z/pZ[T, T et f(X)=p*+p°X +p" X2 —2pX3 + X*.
1) Ce polyndéme vérifie la condition v(a;) > (n — 1) et

fO(X)=T1*—2TX3 + X* € R[X].

2) De méme que ce polynéme vérifie aussi v(a;) > (n —14)5 et f(%)(X) =
X4

6. Cas d’une valuation hensélienne

Soit f(X) = ¥ ya; X?, un polynome unitaire de F[X], notons z1, ..., T,
les racines de f(X) dans 2, la cloture algébrique de F'. Il est montré dans
[4] que : .

1) f(X) =% ga; X" est tel que
1
o) > vlao)(1 — 1), (6.1)
si et seulement si toutes les racines de f(X) ont la méme valuation.
2) Si f(X) € F[X] est unitaire et ne vérifie pas la condition (6.1) alors
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f(X) est réductible.
3) Si f(X) est tel que

o(@) 2 vlag)(1 ~ 1),

alors -

~cviag ~

FERNX) = F(X) = Ty (X = Ty (@)
Conséquence : Si (F,v) est un corps valué hensélien, alors v a un unique

prolongement a {2 qu’ on notera aussi v, et pour tout polynome irréduc-
tible et unitaire f(X) = X" ja; X" € F[X]| on a :

(@) 2 v(ag)(1 - 1),

et

~v(ag) n
f( n )(X) = Eizlﬂ-v(ao)(n_
n
7. Une caractérisation de l’existence de 1’élément primitif
pour une extension gr-séparable de I’extension des gra-
dués associés a une extension de corps valués

Rappelons qu'une extension de corps valués de degré n, d’indice rési-
duelle f et d’indice de ramification e est dite modérément ramifiée (ou
encore modérée), si elle est non défective (i.e. n = fe ), d’extension rési-
duelle séparable et e est non divisible par sa caractéristique résiduelle.

Une extension modérément ramifiée de corps valués n’est pas nécessai-
rement simple, de méme qu’une extension de corps gradués gr-séparable
de degré fini n’est pas nécessairement simple, car il est prouvé dans [5,
Remarque p.26], que le théoreme de ’élément primitif n’est pas vrai pour
les extensions de corps gradués gr-séparables de degré fini. Nous pro-
posons dans la suite d’étudier le lien entre la simplicité d’une extension
modérément ramifiée de corps valués et celle de 'extension de leurs gra-
dués associés. Il est connu que E/F est modérée finie si et seulement si
gr(E)/gr(F) est gr-séparable finie et [E : F| = [gr(E)/gr(F)], voir [6,
Th5.2] ou encore [1, Corollaire 4]. Rappelons qu’une extension E/F de
corps valués modérément ramifiée de degré fini (resp. une extension S/R
de corps gradués de degré fini) est dite non ramifiée si [E : F| = [E : F]
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(resp. [S : R] = [So : Ry, ou [S : R] désigne le rang de S sur R comme
R-module.)

Remarque 1 : Si E/F est une extension valuée telle que (F,v) est hen-
sélien, alors il est vrai que pour z € F, deg(f,/p(X)) = deg(fZ/F(X)) et

fZ/gr(F) (X) divise fz/F(X)

Proposition 7.1. Soit E/F une extension de corps valués modérée finie
avec F' hensélien et gr(E)/gr(F) Uextension des corps gradués associés
alors : gr(E)/gr(F) est simple entraine que E/F est simple.

Démonstration. En tenant compte de la remarque 1, si gr(E) = gr(F)(2)
pour un z € F alors :

[E: F] > [F(z) : F] = deg(f./r(X)) = deg(fz/gr(r)(X)) = [gr(F)(Z) : F]
=[gr(E):gr(F)]=[E: F]dou E = F(z) ou encore E/F est simple. [

Remarque 2 : La réciproque de la proposition ci-dessus est fausse en
général. Pour se convaincre il suffit de voir 'exemple 1 de la remarque 3
citée ci-dessous.

Rappelons qu’une extension E/F de corps valués modérément ramifiée
de degré finie (resp. une extension S/ R de corps gradués de degré fini) est
dite non ramifiée si [E : F| = [E : F] (resp. [S: R] = [Ep : Fp).)

Proposition 7.2. Soit E/F une extension de corps valués modérée non
ramifiée de degré finie avec F hensélien et gr(E)/gr(F) lextension des
corps gradués associés alors gr(E)/gr(F) est simple.

Démonstration. Si E/F est une extension de corps valués modérée alors
le quotient gr(E)/gr(F') est gr-séparable non ramifiée. De plus, gr(E) =
gr(F)gr(E)o lequel est une extension séparable de gr(F) si et seulement si
I'extension de corps gr(E)o/gr(F')o est fini séparable donc gr(E)o/gr(F)o
est une extension simple. De plus si gr(E)y = gr(F)o(x) alors gr(E) =
gr(F).gr(E)o = gr(F)(). O

Rappelons qu’une extension E/F de corps valués modérément ramifiée
de degré finie (resp. une extension S/ R de corps gradués de degré fini ) est
dite totalement ramifiée si [E : F] = (g : I'p) (resp. [S: R] = (I's : T'r).)

Proposition 7.3. Soit E/F une extension de corps valués modérée tota-
lement ramifiée de degré finie avec F' hensélien et gr(E)/gr(F') l'extension
des corps gradués associés alors :
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1) gr(E)/gr(F) est simple si et seulement si I'p/T'p est cyclique.
2) E/F simple entraine gr(E)/gr(F) est simple

Démonstration. 1) Il est vrai que si E/F est une extension valuée telle
que (F,v) est hensélien, alors il est vrai que tous les conjugués sur F' d’un
z € E (resp. d'un Z de gr(F)) ont la méme valuation (resp. le méme
grade), alors : ) )

deg(f./r(X)) = deg(f./r(X)) et fz/4r(r)(X) divise f./p(X).

Sous les hypotheses énoncées si ' = ['p(a) = I'y,(g) considérons alors

Z € gr(E) tel que gr(z) = a alors L'y pyiz) = [r(a) et fz/.(7)(X) est
de la forme X% + T, ot d est l'ordre de a par rapport & I'f. En effet,
d gr(z) = da = gr(a) € Iy (r), pour un a € gr(F). Donc gr(%) =0

z

et il existe donc B € E = F tel que Ed = B Conséquence de quoi 2
est racine de X4 — a € gr(F) et donc fz/gr(p) (X) divise X — Ba. Si
deg(fz/gr(r) (X)) = e < d, le fait que F est hensélien entraine que toutes les
conjuqués de Z ont le méme grade et ils sont en nombre de e et ea = gr(bp)
si fz/gr(r)(X) = X+ ..+ bg, chose absurde car I'ordre de o sur ', (p) est
d. Donc [gr(F)(2) : gr(F)] = deg(fz/grr)(X)) = d = [gr(E) : gr(F)] =
[E : F], dou gr(E)/gr(F) est simple.

Pour la réciproque, il a été montré dans [5, Corollaire 2, p.26] : pour qu’une
extension de corps gradués soit simple il faut que I'g /T soit cyclique.
2) Si E = F(x) alors 'y = T'p(v(x)) est donc I'g /T'p est cyclique et alors
gr(E)/gr(F) est simple. O
Théoréme 7.4. Soit E/F une extension de corps valués modérée finie
avec F' hensélien et gr(E)/gr(F) Uextension des corps gradués associés
alors : .

E/F est une extension simple engendrée par z et f, p(X) est gr-séparable
si et seulement si l’extension gr(E)/gr(F) est simple engendrée par Z.

Démonstration. Soit E une extension valuée modérée de F' et soit
foyp(X) = X"+ 57 Ja; X'

le polyndéme minimal d’un z € E par rapport a F. En tenant compte de
la Remarque 1, le fait que f,,p(X) est irréductible entraine que v(a;) >

v(ap)(1 — L) d’aprés la conséquence de la section précédente. De plus
fZ/F(X) est irréductible d’apres [4, Th.2.5]. Donc fZ/F(X) = fz/gr(r)(X),
car Z est une racine de fz/F(X). Or deg(fz/gr(r) (X)) = [gr(F)(2) : F] <
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lgr(F(2)) = gr(F)] = [F(2) : F] = deg(f./p(X)). Donc gr(F(z)) =
gr(F)(2). Inversement si gr(E) = gr(F)(Z) alors

[F(2): F] = deg(f./r(X)) < [E: F]
= lgr(E): gr(F)] = [gr(F)(2): gr(F)]
= deg(fé/gr( ( )) de (fz/F( )) = deg(fz/F(X))

Donc [F(z): F] = [E: F] ou encore E = F(z). De plus

deg(f./p(X)) = deg(f.)p(X)) = [F(2): F] = [E: F]
= [gr(E): gr(F)] = deg(f3/4r(r) (X)),

donc f/gr(r)(X) = fZ/F(X), or fzgr(r)(X) est gr-séparable vu que
gr(E)/gr(F) lest. O

Remarque 3 : On peut avoir,

1) F(z)/F modérée et gr(E)/gr(F) séparable non simple.

Exemple : Si F(z)/F est une extension modérément ramifiée telle que
I'rey /T est la somme directe de deux groupes cycliques d’ordre diffé-
rents non premiers entre eux :

F = KX,Y) et E = K(X%,Yi) ou K est un corps de caractéris-
tique nulle. Alors E/F est algébrique simple de plus gr(F) = K[U, V]|
et gr(E) = K[U%, Vi] et alors gr(E)/gr(F) est gr-séparable car la carac-
téristique de K est différente de deux et gr(FE)/gr(F) est non simple car
Lygr(E)/Tgr(ry est non cyclique.

v(ao)
2) F(z)/F modéré et f JF )(X ) non gr-séparable, comme le montre

I’exemple suivant :

F=Qset E= Q3(3%,7%) alors :

- le polynéme minimal de 32 + 77 est
f(X)=X*—-20X2 + 16.

S FEEX) = X - 2X2 1= (X2 12
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