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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PASCAL 16, 57-69 (2009)

Capitulation des 2-classes d’idéaux de
Q(\/—pq(2 + \/5)) oup=¢g==+5mod8

ABDELMALEK AZIZ1
MoHAMMED TALBI

Résumé

Soient K = Q(y/—pq(2 + +/2)) ol p et ¢ deux nombres premiers différents tels
que p = g = £5 mod 8, Kél) le 2-corps de classes de Hilbert de K, Kf) le 2-corps
de classes de Hilbert de Kém et G le groupe de Galois de K?)/K. D’apres [4], la
2-partie C2 x du groupe de classes de K est de type (2,2), par suite Kgl) contient
trois extensions F;/K; i = 1,2,3. Dans ce papier, on s’interesse au probleme de
capitulation des 2-classes d’idéaux de K dans F; (i1 = 1,2,3) et & déterminer la
structure de G.

Capitulation of 2-class ideals of Q(y/—pq(2 + V/2)) where
p=gq==xbmod8

Abstract

Let K = Q(+/—pq(2 + v/2)) where p and ¢ are two different prime numbers
such that p = ¢ = 45 mod 8, KS) the Hilbert 2-class field of K, KéQ) the Hilbert
2-class field of Kél) and G the Galois group of ng) /K. According to [4], C2 k,
the Sylow 2-subgroup of the ideal class group of K is isomorphic to Z/2Z x Z/2Z,
consequently Kgl)/K contains three extensions F; /K (i = 1,2, 3). In this paper, we
are interested in the problem of capitulation of the classes of Co x in F; (i = 1,2, 3)
and to determine the structure of G.

1. Introduction

Soient K un corps de nombres, F une extension non ramifiée de K et
p un nombre premier. L’extension K1) de K, abélienne maximale et non

Mots-clés: Corps Quartiques, Groupes d’Unités, Corps de Classes de Hilbert,

Capitulation.
Classification math. : 11R27, 11R29, 11R37.
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A. Az1z1 ET M. TALBI

ramifiée pour tous les idéaux premiers, finis et infinis, est dite corps de
classes de Hilbert de K. De méme !’extension KZ(,l) de K dont le degré
est une puissance de p, abélienne maximale et non ramifiée pour tous les
idéaux premiers, finis et infinis, est dite p-corps de classes de Hilbert de
K. Dans le cas ot F est égal au corps de classes de Hilbert K de K, D.
Hilbert avait conjecturé que toutes les classes de K capitulent (deviennent
principaux) dans K1) (théoréme de I’idéal principal). La preuve de ce
dernier théoreme a été réduite par E. Artin & un probleme de la théorie
des groupes, et c’est Ph. Furtwéingler qui l'avait achevée. Dans le cas ou
F /K est une extension cyclique et [F : K| = p, un nombre premier, Hilbert
avait prouvé qu’il y a au moins une classe non triviale dans K qui capitule
dans F (théoreme 94). De plus, on a :

Théoreéme 1.1. Soit F/K une extension cyclique non ramifiée de degré
un nombre premier, alors le nombre des classes qui capitulent dans F /K
est égal a :

[F : K][Ex : Np/k(EF)],

ot En est le groupe des unités d’un corps de nombres M.

Démonstration. Voir [6]. O

Dans toute la suite de cette section on désigne par K un corps de
nombres, Ck son groupe de classes, Cy k la 2-partie de Ck, Kgl) le 2-
corps de classes de Hilbert de K, ng) le 2-corps de classes de Hilbert de
Kgl), G le groupe de Galois de ng) /K et G’ son sous-groupe dérivé. Alors
G ~ Gal(KéQ)/Kgl)) et G/G" ~ Gal(Kgl)/K), et on sait par la théorie
des corps de classes que Gal(KS)/K) ~ Oy k, ainsi G/G' ~ Cy k.

Soient F' une extension cyclique non ramifiée de K et j : 'application
de Ck dans Cg qui fait correspondre & la classe d’un idéal A de K, la
classe de l'idéal engendré par A dans F et N la norme de F/K. Alors, on
dit que l'extension F/K est :

e de type (A) si et seulement si |kerj N N(Cg)| > 1,

e de type (B) si et seulement si |kerj N N(Cg)| = 1.

Définition 1.2. Soient m un entier > 2, @), le groupe des quaternions,
D, le groupe diédral et S, le groupe semi-diédral d’ordres 2. Chaque
groupe est engendré par deux éléments x et y et ces groupes sont définis
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CAPITULATION DES 2-CLASSES D’IDEAUX

comme suit :

. m—2 _ _
Qm =<z,y> on 2’ =y’=q, a®=1,y oy =271,

Dy =<z,y> ou 22" =y’ =1, ylay=a"1,
S =<z,y> o 22" =y2=1, ylzy=22"""L
Supposons maintenant que Co g ~ Z/2Z X Z/2Z, alors G /G’ ~ 727 x
Z/27 ce qui donne que G’ est cyclique. Donc la tour des 2-corps de classes
de Hilbert de K s’arréte en Kg). En plus on sait que si G est d’ordre 2™,
m > 1, et G/G' ~Z/2Z x Z/2Z, alors, soit G est isomorphe & Q,,, Dy,
ou Sy, (m > 2), soit a Z/2Z x Z/2Z (m = 2). Dans tous ces cas, on a
G’ =< 22 > et les trois sous-groupes d’indice 2 dans G sont : H; =< z >,
Hy =< 22,y > et H3 =< 2%,xy >, et si G’ # 1, alors Kgl) #* Kg) et
< z* > est 'unique sous-groupe de G’ d’indice 2. Soient L le sous-corps
de K§2) laissé fixe par < z* >, F; (i = 1,2, 3) le sous-corps de K§2) laissé
fixe par H; et j; application j définie pour F = F;.

Théoréme 1.3. On suppose que G/G' ~7Z /27 x Z/27Z. Alors on a :

(1) Si Kél) = ng), alors les corps F; sont de type (A), |kerj;| = 4 pour
i=1,2,3 et G~ Z/2Z x Z/2Z.

(2) Si Gal(L/K) ~ Qs, alors les corps F; sont de type (A), |kerj;| = 2
pouri=1,2,3 et G~ Q3.

(3) Si Gal(L/K) ~ Ds, alors les corps Fo et F3 sont de type (B) et
|kerja| = |kerjs| = 2. De plus; si Fy est de type (B) alors |kerji| = 2 et
G~ Sp,. Si Fy est de type (A) et |kerji| =2, alors G ~ Q. Enfin si Fq
est de type (A) et |kerji| =4, alors G ~ D,,.

Démonstration. Voir [8]. O

Dans le cas ou K = Q(y/—pq(2+ v/2)) avec p et ¢ deux nombres pre-
miers différents tels que p = ¢ = £5 mod 8, on sait, D’apres [4], que Cy
est de type (2,2), ainsi Kgl) contient trois extensions F;/K (i = 1,2,3).
Notre but est d’étudier, dans ce cas, le probleme de capitulation des 2-
classes d’idéaux de K dans F; (i = 1,2,3) et de déterminer la structure

du groupe de Galois G' de Kg)/ K.
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2. Unités de certains corps de nombres de degré 4 ou 8 sur Q

Soient d; et do deux entiers naturels sans facteurs carrés et premiers
entre eux, ds = dyds, €1 (resp. €2, £3) I'unité fondamentale de k; = Q(v/d1)
(resp. ko = Q(Vdz), k3 = Q(Vd3)), Ko = kiks et Ny (resp. Nz, N3) la
norme de Ky/k; (resp. Ko/ks, Ko/ks). D’apres [9], on sait qu’un systéme
fondamental d’unités (SFU) de Kj est, & une permutation pres des in-
dices, I'un des systemes suivants :

(1) {517 £2, 53};

(i) {e1, e2, \/E3} (Na(e3) = 1);

(i) {162, €2, 3} (N3(e1) = N3(e2) = 1) ;

(iv) {e1,v/E2, 23} (Ni(e2) = Ni(es) =1) ;

(V) {\/5182, \/6253,\/8183} (NQ(Eg) = Ng(é‘j) = 1, ] = 1,2) 5
(vi) {VEieags, 2, €3} (N3(e1) = Ns(e2) = Na(es) = £1)

Proposition 2.1. Soit Ko un corps de mombres, abélien réel et 3 un
entier algébrique de Ky, positif, sans facteurs carrés. On suppose que K =
Ko(v/—0) est une extension quadratique de Ko, abélienne sur Q et que
i = /=1 n'appartient pas a K. Soit {e1,€2,...,6,} un SFU de Kgy. On
choisit, sans restreindre la généralité, les unités €; positives. Alors on a :
(1) S7l existe une unité de Ko de la forme e = &i'el?..el’'e, (a4 une
permutation pres), ou les j, € {0, 1}, telle que Be est un carré dans Ko,
alors {e1,€2,...,er—1,v/—¢€} est un SFU de K.

(2) Dans le cas contraire {e1,€2,...,e,} est un SFU de K.

Démonstration. Voir [1]. O

Lemme 2.2. Soient K = Q(y/—n(2+V/2)) avec n un entier naturel
impair et sans facteurs carrés, alors {1} est un SFU de K ou €1 est

l'unité fondamentale de Q(V/2).

Démonstration. On a {1} est un SFU de Q(v/2) et nv/2 n’est pas un
carré dans Q(v/2), alors d’apres la proposition 2.1, {e1} est un SFU de
K. U

Lemme 2.3. Soient d un entier relatif sans facteurs carrés et e = x+yv/d
Vunité fondamentale de Q(v/d) ot x ety sont des entiers ou bien des demi-
entiers. On suppose que € est de norme 1. Alors 2(x 1) et 2d(x £ 1) ne
sont pas des carrés dans Q.
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CAPITULATION DES 2-CLASSES D’IDEAUX

Démonstration. Voir [2]. O

Lemme 2.4. Soient p un nombre premier impair et € = x + y/2p l'unité
fondamentale de Q(\/2p). On suppose que € est de norme 1, alors (x +1)
est un carré dans N et 2¢ est un carré dans Q(v/2p).

Démonstration. Voir [2]. O

Lemme 2.5. Soient p, q deuxr nombres premiers différents tels que p =
q =3mod8 et e = s+ t\/2pq l'unité fondamentale de Q(+/2pq). Alors
(s — 1) est un carré dans N et 2¢ est un carré dans Q(v/2pq).

Démonstration. On a ¢ est de norme 1, donc (s + 1)(s — 1) = 2pqt?, et

comme le plus grand commun diviseur de (s+ 1) et (s — 1) divise 2, alors

il existe a,3 et v dans {0,1} tels que 2*p%¢7 (s + 1) est un carré dans N.

— D’apres le lemme 2.3, 2(s+1) et pg(s+1) ne sont pas des carrés dans
N.

s+ 1 =2pt;?
~ Si+/2p(s + 1) € N, alors il existe (t1,t2) € Z? telsque { s — 1 = gt>
tity =t
ainsi 2 = 2pt12 — ¢t2?, ce qui implique d’une part que (f) (2 ) =
(%)(q) donc (q) = 1, et d’une autre part que (Z) = (;) ( (%),
donc (%) =1, ainsi (g) = (%), ce qui est impossible puisque p E q=
—1 mod 4. Et de méme on montre que /2¢(s + 1) ¢ N.
s+ 1 =pt;?
— Si /p(s + 1) € N, alors il existe (t1,t2) € Z? tels que { s — 1 = 2qto>
tita =1
ainsi 2 = pt12 — 2qto?, ce qui implique d’une part que (%) = (%) =
(%)(%)(%), donc ({) = —1, et d’une autre part que (%) = (%), ainsi

(%) = (%), ce qui est impossible puisque p = ¢ = —1 mod 4. Et de

méme on montre que \/q(s+ 1) ¢ N.

Ainsi 2pq(s + 1) est un carré dans N, ce qui donne que (s — 1) est un
carré dans N et ainsi 2¢ est un carré dans Q(v/2pq). O

Théoréeme 2.6. Soient Ko = Q(\/§7 V/DPq) avec p, q deux nombres pre-
miers différents tels que p = ¢ = 3 mod 8, €1 (resp. €2, €3) l'unité fon-

damentale de ki = Q(v2) (resp. ko = Q(Pq), ks = Q(v2pq)) et
F, = Ko(\/—1v?2). Alors {e1, €9, Ves} est un SFU de Kq et de Fy.
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Démonstration. On sait d’apres [11] que :

ha(Ko) = 3 Qo2 (2)a (pa) oz (290),

ol QK, est I'indice des unités de Ko, ha(Ko) et ha(m) sont respectivement
la 2-partie du nombre de classes de K et Q(y/m) ot m = 2, pq, 2pq. Or
h2(2) = ha(pq) = 1 et comme p = ¢ = 3 mod 8, alors d’apres [7], on a
ho(2pq) = 2, et on a Ko/Q(1/2pq) est une extension non ramifiée et le
2-groupe de classes de Q(v/2pq) est cyclique, donc hy(Kop) = %’)q) =1,
ainsi Qk, = 2. Et d’apres le lemme 2.5, 2¢3 est un carré dans ks, donc un
carré dans Ko, ce qui donne que /g3 € Ko, ainsi en utilisant les résultats
de [9], on trouve que {e1,€2,,/€3} est un SFU de Ky. Et en utilisant la
proposition 2.1, on trouve que {e1,€2,/€3} est aussi un SFU de F;. [

Théoreme 2.7. Soient Ko = Q(v/2,/pq) avec p, q deuzx nombres pre-
miers différents tels que p = q = 5mod 8, &1 (resp. €2, €3 ) unité
fondamentale de ky = Q(v/2) (resp. ks = Q(/pq), ks = Q(v/2pq)) et

1 = Ko(\/—elﬁ). Alors Ko et F1 ont méme SFU qui est l'un des
systémes {61,62,63} ou {w/515253752353}-

Démonstration. Comme (%) = (%) = —1, alors €3 est de norme —1, et

on a ¢ est aussi de norme —1, ainsi : si €2 est de norme 1, alors comme
Ve2 ¢ Ko (voir [3]), donc d’apres les résultats de [9], {e1,£2,£3} est un
SFU de Kj. Et si 9 est de norme —1, alors toujours d’apres les résultats

de [9], {81,62,63} est un SFU de Ko si \/E1E2€E3 §é KQ, et {1/615253, 52,63}
est un SFU de K dans le contraire. Et pour montrer que K¢ et F; ont
méme SFU, il suffit d’utiliser la proposition 2.1. O

Théoréme 2.8. Soient Ko = Q(v/2, V/P) avec p un nombre premier tel
que p = 1 mod 4, &1 (resp. 2, €3) lunité fondamentale de k1 = Q(v/2)

(resp. ko = Q(\/P), ks = Q(v/2p)) et F2 = Ko(y/ —ge1V2) 0t ¢ est un
nombre premier impair. Alors :

(1) Sies est de norme 1, alors {e1,€2,/€3} est un SFU de Kq et de Fs.
(2) Sinon, {\/€1€2€3,¢€2,€3} est un SFU de K et de Fy.

Démonstration. Tout d’abord, d’apres [11], on a
1
h2(Ko) = 7 @k,h2(2)ha(p)h2(2p),
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ou ha(Kyp), ha(m) sont respectivement la 2-partie du nombre de classes
de Ky et de Q(y/m) avec m = 2,p,2p. Comme ha(Ko) = 3ho(2p) et
h2(2) = ha(p) = 1 alors Qk, = 2. Ainsi :

(1) Si e3 est de norme 1, alors d’apres le lemme 2.4, 2e3 est un carré
dans kg, donc 3 est un carré dans Ky, et puisque £1 et €9 sont de
norme —1 et Qk, = 2, alors d’apres les résultats de [9], {e1,e2, \/€3}
est un SFU de K. En utilisant la proposition 2.1, on montre que
{e1,e2,/€3} est aussi un SFU de Fy.

(2) Si e3 est de norme —1, alors comme &1 et €2 sont de norme —1
et Qk, = 2, donc en utilisant les résultats de [9] on trouve que
{\/E1€2¢3,€2,e3} est un SFU de K. En particulier on a ceci si p =
5 mod 8. Et par la proposition 2.1, on montre que {,/g12¢3, 2,3}
est aussi un SFU de Fs.

O

3. Capitulation des 2-classes d’idéaux de K et structure de G

Proposition 3.1. Soient L/M une extension biquadratique normale de
groupe de Galois de type (2,2), et Ly, Lo, L3 ses sous extensions quadra-
tiques. Alors
27727 q(L)h(L1)h(La)h(Ls)

h(M)? ’
ot q(L) = [EyL : E1E2FE3] est Uindice des unités de L/M, d le nombre
des premiers infinis de M qui se ramifient dans L/M, k est le Z-rang du
groupe Eng des unités de M, est v =0 sauf si L C M(v/Enm) ou v =1.

Démonstration. Voir [10]. O

h(L) =

Dans toute la suite, Soient p, ¢ deux nombres premiers différents tels
que p = ¢ = +5mod 8, k = Q(V?2), e1 l'unité fondamentale de k,

K =Q(y/-pq(2 ++v2)),K Y e 2- corps de classes de Hilbert de K, K(Q) le

2-corps de classes de Hllbert de Ké ) et G le groupe de Galois de K / K.
Alors, d’apres [4], Cy k est de type (2,2), d’on Ké /K contient trois ex-
tensions F; /K (i = 1,2, 3), la tour des 2-corps de classes de Hilbert de K
s’arréte en K(Q) et on a :

e Si p = ¢ = 3 mod 8, alors K K(y/—p,/—q) de sous-corps quadra-
tiques sur K : F1 = K(,/pq), F2 K(F) et F3 = K(v/—¢).
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e Si p =g =5mod 8, alors Kgl) = K(\/p, /q) de sous-corps quadratiques

sur K : F1 = K(/pq), F2 = K(/p) et F3 = K(,/q).
On va faire une étude du probleme de la capitulation des 2-classes
d’idéaux de K dans les différentes sous-extensions quadratiques F; /K de

Kgl) /K, et par suite nous déterminons la structure de G.

3.1. Casou p=qg=—-5mod 8

Théoréme 3.2. Soient K = Q(1/—pq(2 + v/2)) ot p, q sont deuz nombres
premiers différents tels que p = ¢ = 3mod 8, F1 = K(\/pq), F2 =
K(v/—p) et F3 = K(\/—q). Alors K§2) = Kgl), G = Gal(ng)/K) est
abélien et les quatre classes de Cy k capitulent dans chacune des exten-
sions F; /K (i =1,2,3).

Démonstration. Comme F;/k est une extension biquadratique normale
de groupe de Galois de type (2,2), de sous extensions quadratiques Ky =

Q(V2,/p9), K et K' = Q(1/—(2 + v2)), alors d’apres la proposition 3.1,

on trouve que :

q(F1)ha(K)ho (K') he(Ko)
2hg (k)

et puisque ho(k) = 1, ho(K) = 4, d’apres [4] heo(K') = 1 et comme p =

g = 3 mod 8, alors, d’apres [7], ona ha(2pq) = 2, et comme Ky/Q(+/2pq)

est une extension non ramifiée et le 2-groupe de classes de Q(1/2pq) est

cyclique, donc hy(Ky) = % = 1, ainsi ho(F1) = 2¢(F1). Or comme
Fx Fx Fx, = Fx,, alors ¢(F1) = [EF, : Ex,] = 1, ainsi Cy F, est cyclique

ho(F1) =

)

d’ordre 2, et comme Kgl) /F1 est une extension non ramifiée, alors F et
Kgl) ont méme 2-corps de classes de Hilbert & savoir KgQ) or hao(F1) =2,
donc Kg) = Kgl), ainsi, d’apres le théoreme 1.3, G est abélien (~ Z/27Z x
Z/27Z) et les quatre classes de Cy k capitulent dans chacune des extensions
F,/K (i=1,2,3). O

Ezemple 3.3. Soient K = Q(1/—3.11(2+ v2)), F; = K(V3.11), Fy =
K(v/-3) et F3 = K(v/—11). Comme 3 = 11 = 3 mod 8, alors d’apres le
théoreme 3.2, G ~ Z /27 x Z/2Z et les quatre classes de Cy g capitulent
dans chacune des extensions F; /K (i = 1,2, 3).

64



CAPITULATION DES 2-CLASSES D’IDEAUX

3.2. Cas ou p=¢g=>5mod38

Théoréme 3.4. Soient K = Q(1/—pq(2 + v/2)) ot p, q sont deux nombres
premiers différents tels que p = ¢ = 5 mod 8, F1 = K(,/pq), F2 = K(/p),
F3 = K(/7), Ko = Q(V2, /pq) et Q, son indice des unités. Donc :
(1) Si Qk, = 1, alors les quatres classes de Cox capitulent dans Fq et
dans chaque F;, i € {2,3}, deux classes seulement de Cy k capitulent .
(2) Si Qk, = 2, alors dans chaque extension ¥;, i € {1,2,3}, il existe
exactement deux classes de Cy x qui capitulent.

Démonstration. Soient €1 (resp. €2, €3, 12, n3) 'unité fondamentale de
Q(V2) (resp. Q(y/P2), Q(v/2pa), Q(y), Q(v/2p)). Alors, dapres le théo-
reme 2.7, Ko et F; ont méme SFU qui est I'un des systemes : {1, 2,3}
ou {\/€1€2€3,€2,€3}, et d’apres le théoreme 2.8, {/217273, 72,73} est un
SFU de Fy. On a Ng, /x(\/€17m273) = *¢€1, ainsi Ny, )k (Er,) = Ek, d'ot,
d’apres le théoreme 1.1, deux classes seulement de (s k capitulent dans
F5, et de méme pour F3, car p et g jouent des roles symétriques.

(1) Si Qk, = 1, donc {e1, 2,3} est SFU de Fy, alors Ny, )k (EF,) # Fk.
D’out d’apres le théoreme 1.1, les quatre classes de Uy k capitulent dans
Fi.

(2) Si Qk, = 2, donc {,/e1€2¢3,¢€2,e3} est un SFU de Fy, ainsi

Np, i (\/E16263) = e1, par suite Np, /x(Er,) = Ex. D’ou d’apres le
théoréme 1.1, deux classes seulement de C ik capitulent dans Fq. Ce qui
acheve la démonstration du théoreme. O

Remarque 3.5. Soient P l'idéal premier de K au dessus de p et Q celui de
K au dessus de g, alors P et Q restent inerte dans F et P se décompose
dans F3 et Q se décompose dans Fo, il s’ensuit, en utilisant la loi de
réciprocité d’Artin que Cy k est engendré par les classes [P] et [Q] de P
et O respectivement.

Dans la suite on aura besoin du résultat suivant concernant le symbole
du reste normique.

Proposition 3.6. Soient M un corps de nombres contenant la racine
primitive m-éme de l'unité, L une extension finie de M, oo € M* et (3 €
L*. On note P un idéal premier de M, et P un idéal premier de L au-

dessus de P. Alors
I (ﬁ,(l) [ Nem(B),
P P m B P m,
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ot le produit est pris sur tous les premiers de L qui sont au-dessus de P.

Démonstration. Voir [5]. O

Théoreme 3.7. Soient K = Q(y/—pq(2+v/2)) ot p et q sont deux
nombres premiers différents avec p = ¢ = 5mod 8, Koy = Q(V/2, VP9),
F, = K(/p9), F2 = K(\/p), Fs = K(\/9) et G = Gal(K$? /K). Alors G

est diédral ou quatérnionique d’ordre 2™ (m > 3) suiwvant que Qk, = 1 ou
Qk, = 2.

Démonstration. Si Qk, = 1, alors les quatre classes de Cs k capitulent
dans F; et dans chaque F; (i = 2,3) deux classes seulement de Cj g
capitulent, ainsi d’apres le théoréeme 1.3, G est isomorphe a D,,, (m > 3).

Si Qk, = 2, alors dans chaque F; (i = 1,2,3) deux classes seulement
de Cy i capitulent. Soient P, Q les idéaux premiers de K au dessus de p
et ¢ respectivement. Alors P capitule dans Fo = K(/p), Q capitule dans
F3 = K(,/q) et PQ capitule dans F; = K(,/pq)

Montrons que F; est de type (A) et que Fy et F3 sont de type (B).
En effet pour Fa, soit K' = Q(y/—q(2+V?2)), alors on a KK’ = Fy,
Nk/k(P) = p et p est non ramifié dans K'/k, ainsi pour montrer que
P est inerte dans Fo /K, il suffit de montrer que p est inerte dans K'/k
(théoréeme de translation) et pour cela on calcule le symbole du reste

normique (p’_‘]}'%‘/i). Onap € Q est inerte dans k/Q et —ge1v/2 € k, donc
p,Nk/Q(—qan/i)) _

en utilisant la proposition 3.6, on trouve (p’_qlflﬁ) = < >

(%) = (%) = —1, ainsi p est inerte dans K'/k, ce qui donne que P est

inerte dans Fo /K, ainsi Fo/K est de type (B), et de méme on montre que
Q est inerte dans F3 /K, ce qui donne aussi que F3 /K est de type (B). Pour

Fy, soit K' = k(m), alors on a KK’ = Fy, Nk /i (P) = p et p est non
ramifié dans K’ /k, ainsi pour montrer que P est inerte dans F; /K, il suffit
de montrer que p est inerte dans K’/k et pour cela on calcule le symbole

du reste normique (’)’_%ﬂ). En utilisant la proposition 3.6, on a p € Q

est inerte dans k/Q et £1V2 € k, ainsi <p77;1ﬁ> = (p’Nk/Q(Elﬁ)> —

p
(7%2) = (%) = —1, ainsi p est inerte dans K’/k, ce qui donne que P est
inerte dans F;/K, et de méme on montre que Q est aussi inerte dans
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F,/K, d’ou PQ est norme dans F; /K, ainsi F; /K est de type (A), et en
utilisant le théoréeme 1.3, le groupe G est isomorphe & @, (m >3). O

Théoréme 3.8. Soient F; = K(,/pq) ot K = Q(\/—pq(2 +V/2)) avec p,
q deuzx nombres premiers différent tels que p = q = 5 mod 8. Alors Cox,,
la 2-partie du groupe de classes de ¥, est cyclique d’ordre

ha(F1) = 2Qk,ha(pq),
ot Ko = Q(V2, VP41), Qk, son indice des unités et ha(pq) est le 2-nombre
de classes de Q(,/pq).

Démonstration. Tout d’abord, comme 'extension F;/K est de type (A),
alors, d’apres [8], Ca F, est cyclique, et on a Fy /k est une extension biqua-
dratique normale de groupe de Galois de type (2,2), de sous-extensions
quadratiques K, K’ = k(1/—(2+ v2)) et Ky, alors d’apres la proposi-
tion 3.1, on trouve que : ho(F1) = 3q(F1)ho(K)ha(K')ha(Ko). Or on a

ha(K) = 4, ha(K') = 1, d’aprés [11] ha(Ko) = 3Qxk,ha(2)ha(pa)h2(2pq),
et comme hg(2) = 1 et ha(2pq) = 4 (d’apres [7]), donc ha(Ko) = Qk,h2(pq),
ainsi ha(F1) = 2¢(F1)QKk,h2(pq). et d’aprés le théoreme 2.7, Kg et F1 on
méme SFU donc ¢(F;) =1, d’ou le résultat. O

Remarque 3.9. Soient K = Q(y/—pq(2 +1/2)) ol p, ¢ sont deux nombres
premiers différents p = ¢=5mod 8 et G = Gal(KéQ)/K), alors
|G| = 4Qx,h2(pa),

ot Ko = Q(v/2, VP4q), Qk, son indice des unités et ha(pg) est le 2-nombre
de classes de Q(,/pq).

Démonstration. Soit F1 = K(,/pq), alors Kgl)/Fl est une extension non
ramifiée et on a Cy g, est cyclique, ainsi F; et Kél) ont méme 2-corps de
classes de Hilbert, a savoir ng), donc |G| = 2h2(F1) = 4Qk, h2(pq). O

Ezemple 3.10. Soient K = Q(1/—pq(2 + v2)) et Ko = Q(v2, /pq) avec
p et g sont deux nombres premiers tels que p = ¢ = 5 mod 8, (%) =1et
(Ha=—(Da-

L’'unité fondamentale de Q(,/pq) est de norme 1, ainsi Qk, = 1, par
suite, en utilisant le théoreme 3.7, G est diédral et les quatre classes de
Co k capitulent dans F; = K(,/pg) et dans chacune des extensions Fy =
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K(\/p) et F3 = K(,/q) deux classes seulement de C;k capitulent. De
plus, on sait que ho(pg) = 2, ainsi, en utilisant la remarque 3.9, on trouve
que |G| = 8 ce qui donne que G ~ Ds.

Ezemple 3.11. Soient K = Q(y/—5.13(2+v2)), Ko = Q(v/2,v5.13),
F; = K(v5.13), Fy = K(v/5) et F3 = K(1/13). Comme 5 = 13 = 5 mod 8
et Qk, = 2, alors, d’apres le théoreme 3.7, G est quatérnionique et dans
chacune des extensions F; (i = 1,2,3) deux classes seulement de Crk
capitulent, et comme (%) = —1, on a hg(5.13) = 2, ainsi, en utilisant la
remarque 3.9, on trouve que |G| = 16, ce qui donne que G ~ Q4.
Remarque 3.12. Pour les résultats concernant le calcul du 2-nombre de
classes des corps quadratiques sur Q, voir P. Kaplan [7].
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