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L’existence et le comportement asymptotique
des solutions d’ondes progressives pour une
équation fortement non linéaire

AHMED HAMYDY

Résumé

Dans ce papier on étudie 'existence et le comportement asymptotique des
solutions de type ondes progressives a propagations finies de I'équation U; =
A (\UIV’*2 Uz)w + KUY. On prouve que ces solutions existent si et seulement si
qg<letc<0oubien g <p-—1etc>0. On donne aussi le comportement
asymptotique de ces solutions.

The existence and the asymptotic behavior of traveling waves
solutions for a strongly nonlinear equation

Abstract
In this paper we study the existence and the asymptotic behavior of traveling
waves solutions for the equation U; = A (|Uz \p72 U’”)z + KUY. We prove that these
solutions exist if and only if ¢ < 1 and ¢ < 0 or ¢ < p—1 and ¢ > 0. We introduce
also the asymptotic behavior of these solutions.

1. Introduction

Ce travail porte sur I’étude de I’équation de diffusion- absorption,
U= A(|UP°U) + KUY, (1.1)
x

oup>2 A>0, K<0et ¢g>0.Ce type d’équation est un modele
simple des équations qui interviennent en fluide non- Newtonien, en gla-
ciologie...(Cf par exemple [4] et [9]).

On va s’intéresser a des solutions particulieres de I’équation (1.1), a savoir,

Mots-clés : Diffusion; Absorption; fortement non linéaire; Solution d’onde; Comporte-

ment asymptotique.
Classification math. : 35K55, 35K65.

29



A. HAMYDY

les solutions d’ondes finies sur D = {(z,t)/ — 00 < & < 400, t > 0} sous
la forme

Uz, t) = p(ct — ), (1.2)
avec ¢ est une fonction strictement positive non nulle et ¢ un réel. S’il
existe un réel £, tel que ¢ = 0 sur |—o0,§,] et ¢ > 0 sur |§,, +oo[, ¢ est
dite solution d’onde finie a vitesse c. D’autre part, si ¢ est définie sur un
intervalle |—oco, z[ alors ¢ est dite solution d’onde locale.
If faut signaler que le cas p = 2 a été realisé par KPP [8], aussi si on

remplace I'opérateur (|Ux|p -2 UI> par (U™)., on obtient une équation
des milieux poreux qui a été 1arge§nent étudiée par plusieurs auteurs (cf
[1], [21, 3], [5], [7], [10] et [11]).

Lorsque K = 0 et A > 0, une solution d’onde finie existe si et seulement
si ¢ > 0 et elle est donné explicitement par

— 1\ (P-1/(p-2) _ _

Uz, t) = (p2> cl/(p_g)(ct — x)g{) D/=2), (1.3)
p —

Notre but ici est d’étudier le cas ou K > 0 et A > 0 en appliquant une

méthode du plan de phase utilisée pour le cas des milieux poreux dans

plusieurs papiers notamment dans [1] et [7]. Par un changement d’echelle

on peut prendre A =1 et K = 1. En effet, posons

v(z,t) = aU(Bz, 1), (1.4)

avec o
_ 1/(p—2 s
(—K)Y/ (=) siq#1,
_ )1 sig=1,
= {Al/p/( K)P-2/0a-1) g g1, (1.6)
et
1 siq#1. :

v vérifie ’équation suivante
— p—2
v = (]vx| %)x — . (1.8)

Pour chaque ¢ € R*, on note A, la solution de I’équation algébrique
X~Y®=1) _ X 4 ¢ = 0; puis on definit les constantes suivantes :

n(p,q) = (¢+1)(p—1)/p, (1.9)
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c si n(p,q) > 1,
My=< A, si n(p,q) =1, (1.10)
n(p,q)=P/P  sin(p,q) <1,
et
c si n(p,q) <1,
My =< Ae si n(p,q) =1, (1.11)

n(p,q)" PP sin(p,q) > 1.
On a les résultats suivants :
Théoréme 1.1. Soit c € R*. L’équation (1.8) admet une solution d’onde
finie si et seulement si l'une des conditions suivantes est satisfaite :
(1) ce<Oetg<l.
(2) c>0etqg<p-—1.

Théoréme 1.2. Soit ¢ une solution d’onde finie a vitesse ¢ de l’équa-

tion (1.8). Alors & “p(€) converge, lorsque & tend vers 0, vers K =
a~ @M/ g

p—1
1) Pour c >0 ou (n(p,q) —1)c <0, a = - et
o (n(p. @) = 1) p—inf{n(p,q),1} — 1
M = M.

(2) Pourc <0 etn(p,q) <1, a=1/(1-q) et M = (—c)'7P.

Théoreme 1.3. Soit p une solution d’onde finie a vitesse ¢ de ’équation
(1.8).
(1) Pour ¢ >0 ou (n(p,q) —1)c <0, on a :

(a) n(p,q) = p—1, alors €~ Log(¢(€)) converge vers la constante
Mé{(p_l), lorsque & tend vers oo.

() n(p,q) < p— 1, alors & “p(&) converge vers la constante
a—aMé’;/(’"”, lorsque & tend vers oo, avec
_ p—1
p—sup{n(p,q),1} —1°

(2) Pour c <0 et n(p,q) <1, & “(&) converge, lorsque & tend vers
00, vers (—c/(1 —q))~Y/(1-9),
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2. Résultats préliminaires et preuve des théoremes 1.1, 1.2
et 1.3.

On considere 1'équation (1.6) avec p > 2 et ¢ > 0. On va chercher les
solutions sous la forme v(x,t) = ¢(ct — x), ¢ € R*, ce qui est équivalent a
la résolution de I’équation,

—9 !
e = (|2 ¢) - . (2.1)
Si ¢ est une solution d’onde finie telle que ¢ = 0 sur |—o0, zq[, par transla-
tion z — z— 20 , on peut supposer ¢(0) = 0. En intégrant (2.1) on obtient
¢'(0) = 0. Par conséquent, la recherche des solutions d’ondes finies se
restreint a I’étude du probleme : Trouver un réel ¢ et une fonction ¢ tels

que
{ Sl G (22)
o(0) = ¢'(0) = 0.

Dans un premier lieu, on va prouver un résultat de monotonie qui nous
sera utile par la suite.

Lemme 2.1. Soit ¢ une solution d’onde finie locale a vitesse ¢ de I’équa-
tion (1.8), définie sur un intervalle maximal d’existence 1. Alors ¢ est
strictement croissante sur I N]0, 4o0].

Démonstration. La démonstration va se faire par contradiction, elle dé-
pend forcément du signe de c¢. Pour cela, on distingue deux cas.
Cas 1. ¢ > 0. Soit E la fonction d’énergie définie par

B =21 P o) - —ptie), veel (2.3)

P q+1
Alors elle vérifie
E'(§) =c(¢)*(©), VEel, (2.4)
il en résulte que E est croissante.
Supposons maintenant que ¢ n’est pas strictement croissante et soit
&1 > 0 le premier zéro de ¢'. Alors

E(&) = _q+71§0

ce qui est absurde. Par conséquent, ¢'(§) > 0 pour tout £ € I N0, +ool.
Cas 2. ¢ < 0. Par définition d’une solution d’onde finie il existe & > 0
tel que ¢ est strictement croissante sur [O,fg]. Supposons que & est un

(&) = B(0) = 0; (2.5)
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/
maximum local, c’est & dire ¢'(&) = 0 et (\go’\p_Q Lp’) (&) < 0. Mais

/!
d’apres I’équation (2.1), on a (|<,0’|p*2 ga/) (&) > 0, ce qui est absurde. On
en déduit que ¢ est strictement croissante. U

Avant d’énoncer le résultat d’existence locale pour le probleme aux va-
leurs initiales (2.2), on va étudier le probleme ou la condition initiale est
remplacée par un comportement au voisinage de —oo. Plus précisément
on a la proposition suivante

Proposition 2.2. Soit c € R. Il existe § € R et une fonction ¢ solution
de l’équation 2.1, définie sur un intervalle mazimal |—o0, B[, vérifiant

lim =0 et lim = 4-00.
Jlim () =0 et lim o(¢)

Avant de prouver la proposition 2.2, on transforme 1’équation (2.1) a
un systeme du premier ordre, en introduisant le changement de variable
suivant,

X=gpetY = ()", (2.6)
c’est a dire qu’on cherche des solutions croissantes, ceci est plausible grace
au lemme 2.1. Ce qui entraine que l’équation (2.1) est équivalente au
systeme

X' =yVe-1

Y = X4 cy V-1,

I1 faut noter que (0, 0) est une solution ; mais on va montrer que (S) admet

au moins une solution non triviale définie sur un intervalle maximal d’exis-

tence |—oo, B[ et vérifiant ‘ lim (X(£),Y(£)) = 0. Pour cela on considere
——00

(S) (2.7)

le probleme de Cauchy associé au vecteur champ,

ay
=4 Xy V1)
© { ax (2.8)
Y (0) =0.

Lemme 2.3. Pour chaque ¢ € R*, le probléme (Q) admet une solution
unique et globale.

On note que le théoreme Cauchy-Lipschitz [6] ne s’applique pas direc-
tement car la fonction

(X,Y) = c+ Xy Y/ @-D (2.9)
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n’est pas localement lipshitzienne sur R™ x RT. Pour prouver le lemme
2.3 on va utiliser une méthode d’approximation en résolvant le probleme
suivant

dX
Y (0) =¢,

av _ —1/p-1) _ .
(Q.) { = et XTI = P Y); (2.10)

olt ¢ € Rf.

Lemme 2.4. Pour chaque € > 0, le probleme (Q.) admet une solution
unique et globale.

Démonstration. La fonction F(X,Y") est localement lipchitzienne sur Rt x
R}, d’out d’apres la théorie des équations différentielles ordinaires [6], il
existe une solution locale du probleme (Q.) notée Y.. Or si ¢ > 0, la
fonction X — Y_(X) est strictement croissante, ainsi (2.9) implique

ay

St X1/, (2.11)
On en déduit alors que la solution est bornée sur tout borné et par suite
elle est globale. D’autre part, si ¢ < 0, on introduit la courbe (C') solution

de 'équation F(X,Y) = 0, pour Y > 0. La courbe (C) divise le plan de
phase (X,Y’) en deux régions (cf figurel),

R, ={(X,Y), F(X,Y) <0} (2.12)
et
Ry ={(X,)Y), F(X,Y) >0} (2.13)

Comme Y_(0) = ¢, alors nécessairement la fonction X — Y. (X) est
décroissante et elle deviendra croissante dés qu’elle touche la courbe (C);
par conséquent, il existe Xg > 0 tel que

_ x4 p—l
m, =minY, = < 0> > 0, (2.14)
c
il s’en suit que
ay
Ty Sct XY/ @D, (2.15)
d’ou Y, est globale. ]
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F(X,Y)<0

F(X,Y)>0

FIGURE 1. Plan de phase (X,Y)

Maintenant on est en mesure de donner la preuve du lemme 2.3.

Démonstration du lemme 2.3. La preuve est divisée en deux étape.
Etape 1. Unicité. On procede par I'absurde. On suppose qu’il existe
deux solutions Y et Z du probleme (Q) telles que Y # Z. Alors

R=max{r >0, Z(X)=Y(X) pour tout 0 < X <r} (2.16)
est bien défini. Soit Xy > R tel que Z(Xy) < Y (Xp). On pose
hMX) = (Y = 2)(X), (2.17)

alors h(R) = 0 et il existe 6 € |R, Xy| tel que
0 < h(Xg) — h(R) = 07 [y (0)"/®~D — 2() /D] <0, (218)

Ce qui est absurde.

Etape 2. Existence. Comme la suite (Y, ), est croissante positive, alors
elle converge vers une fonction Y quand e tend vers 0. On affirme que
cette fonction Y est strictement positive. En effet, on se donne € > 0, et
on considere le probleme de Cauchy suivant

du 1/ (0-1)
(L) § dt — wi(t) +ctt/-1D — 9(t,w), (2.19)
u(0) =e.

35



A. HAMYDY

Il est clair que la fonction g est localement lipschitizienne par rapport a u
sur R x R}, Par suite le probleme (L_) admet une solution unique locale
u_. De plus si ¢ > 0, on a

due

0= dt

ce qui implique que u_ est globale. Tandis que si ¢ < 0, on introduit la

courbe (C’) qui est symétrique & la courbe définie par F'(t,u) = 0 ( on
F(t,u) est défini dans (2.9) par rapport a l'axe t = u.

<

ol

; (2.20)

g(t,u) =1/F(u,t) >0

FIGURE 2. Plan de phase (¢, u)

On constate que cette courbe répartie le plan de phase en deux parties.
u
L’une d’entre elles contient (0,u_(0)) ou il faut noter que —= > 0 et

tend vers l'infini lorsque F'(¢,u_(t)) tend vers 0; par conséquent (t,u_(t))
s’éloigne de la courbe (C”), et on montre aussi facilement u_(t) ne peut
pas exploser en temps fini; ce qui implique u_ est globale. D’autre part,

puisque u_ est croissante alors tligrn u_(t) = 1 existe dans ]0,+o00]. Si
— T 00
[ < 400 alors la limite . liin p7 (u_(t)) = 0. Par contre, grace a I’équation
——+00
d 1
(2.19) on aura tlg-noo% (u(t)) = Tte > 0. Ce qui est impossible, ainsi
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. liin u_(t) = +00. En conséquence, u_ est une bijection définie de [0, +o0]
— 400

a valeur dans [, +00[. Soit Z. sa fonction réciproque. Par un simple calcul
on montre que Z. vérifie le probleme de Cauchy,

dy
_ ay—1/(-1),
S ’ (2.21)
Y(e)=0.

Ainsi, Z_ et Y. vérifient la méme équation (2.9) sur [, +oo] et comme
Y.(e) > Z:(e) = 0, alors nécessairement Yz(X) > Z.(X) pour tout X €
e, +o0.

Maintenant, on se donne un point Xy > 0 et utilisons le fait que la suite
(Z.(X)),_ est décroissante pour déduire

limY (Xo) = ¥ (Xo) 2 limZ, (Xo) 2 Z, ,(Xo) > 0. (2.22)
E—> E—>

X0/2(

Ce qui permet de conclure que Y est strictement positive sur ]0, +-o00].
Pour finir on va montrer que Y est exactement la solution du probleme
(Q). Puisque Y. est solution du probleme (Q.) alors c’est une solution
intégrale, et donc pour toute fonction ® € D(]0, oo[) on a
+0o0 +oo
/ O(X)[C + qua—l/(P—l)]dX + / P (X)Y.(X) = 0. (2.23)
0 0

Exploitant la décroissance de la suite (Y.)_, et passons a la limite sur
¢ dans la forme intégrale précédente, pour aboutir a

dy
S =ct X9y ~Y®=D " dans D)0, +00]. (2.24)
Ensuite, on a 0 < Y(X) <Y, ,(X) (ot Y, , solution de @, ,) et comme

Y, est continue alors d’apreés (2.24) on obtient Y € Wh(]a, b[), ¥n € N,

1/2
sur tout intervalle |a, b[C]0, +00[. Par conséquent (2.24) est satisfaite au
sens fort. En fin, on a Y, (0) =¢ — Y (0) = 0. O

Maintenant nous allons démontrer la proposition 2.2.

Preuve de la proposition 2.2. On se donne A > 0 et on considére le pro-
bleme de Cauchy suivant

qa — v/ .
% () =Y U@ 05

©(0) = A,
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ou Y est la solution du probleme (Q).

Notons que comme la fonction Y est réguliere et strictement positive,
d’apres la théorie des E.D.O le probleme (2.25) admet une solution unique
définie sur un intervalle maximal Jo, 3. Puisque ¢ est croissante alors
5lim p(§) = 1 existe et positive par suite @ = —oo. Car dans le cas
—

contraire (i.e. —a < 00) on peut prolonger ¢ sur |—oo,«] par 0 dans
le cas ou | = 0, et par la restriction de la fonction solution du probleme
de Cauchy défini par

d

;f(w(f)) =YY (p(8))
©(0) =1,

dans le cas oul > 0; ce qui contredit le fait que ¢ est une solution maximal.
On a affirme que £lim w(€) =0 et élil%l (&) = +00. En effet, puisque
——00 — 0

(2.26)

¢ est croissante minorée par la valeur 0 alors forcément 5lim p() =
——00

0. Sinon, d’apres (2.26) la fonction ¢ doit traverser 1'axe des abscisses.
D’autre coté, si é_h%{@(f) = L < 400, nécessairement 3 = 400 et ¢(&) <

d
L, pour tout £ € R. Mais, comme ghrg—ch (p(&)) > 0 et ¢ croissante alors

elle va traverser ’axe y = L, ce qui est absurde. D’ou £lirél_go(ﬁ ) = +o0.

Pour finir un calcul simple montre que la solution ¢ du probleme (2.25)
vérifie bien 'équation (2.1). O

Parmi les solutions du probleme (2.25), on va chercher celles qui s’an-
nulent en un point et qui vérifie § = oo. Pour cela, on aura besoin du
comportement asymptotique de la solution Y du probleme (2.8).

Proposition 2.5. Soient ¢ # 0, p > 2 et g > 0. Alors la solution Y se
comporte comme suit :
(1) Au voisinage de 0, Y (X) = My X™H{n®:0):1 i ¢ > 0 ou (n(p,q) —
De>0etY(X) = (—c)' P X1~ g5 ¢ <0 et n(p,q) > 1.

(2) Au voisinage de oo, Y (X) ~ My, X311} gic > 0 ou (n(p, q)—
De<0et Y(X)~ (—e)t? X901 gi ¢ <0 et n(p,q) < 1.
Démonstration. On considere la fonction H(X) = MX% ou M > 0 et
0 sont des parametres & déterminer. Il est aisé de voir que H est une
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sur-solution de (Q) (resp. sous-solution) si et seulement si
OM > X' 4 M~V =1 xp(n(e.a)=0)/(p=1) (2.27)
respectivement
i
OM < eX10 4 Mp— 1XP(”(P,11)*9)/(P*1)7 (2.28)

On commence par le comportement au voisinage de 0, on distingue deux
cas :

1°" cas. ¢ > 0 ou (n(p,q)—1)c > 0. Pour que H vérifie (2.27) (resp. (2.28))
au voisinage de 0 il faut que inf {n(p,q),1} > 0 (resp. inf {n(p,q),1} <
0 ). Soit @ = inf {n(p,q),1}. Alors H est une sur-solution de (Q) (resp.
sous-solution) pour tout M > My (resp. M < My). Par suite Y (X) ~
My X nf{n(p.a),1}

28me cas. ¢ < 0 et n(p,q) > 1. On prend dans ce cas # = g(p — 1) donc
(2.27) (resp.(2.28)) devient

oM > [c + MY <P—1>} X1, (2.29)
respectivement

OM < [c + MY (P—U} X1, (2.30)
Comme n(p,q) > 1, alors 1 —q(p—1) < 0 ce qui donne (2.29) (resp.(2.30))

est vérifie pour tout M > (—c)'P (vesp. M < (—c)'™P), par suite Y (X) ~
(—c)t=P Xalp=1),

On passe maintenant au comportement au voisinage de I'infini cette fois-ci
on distingue deux cas :

1" cas. ¢ > 0 ou (n(p,q) — 1)c < 0. On prend 6 = sup{n(p,q),1} alors H
sur- solution (resp. sous- solution) pour tout M > My, (resp. M < M),
ce qui donne Y (X) ~ My, Xsupin(®.a)1},

28m€ cas. ¢ < 0 et n(p,q) < 1. On prend @ = g(p — 1) alors (2.27) (resp.
(2.28)) devient (2.29) (resp. (2.30)) comme 1—¢(p—1) > 0 (car n(p,q) < 1)
alors on déduit que Y (X) ~ (—¢)'~P X9=1), g

Maintenant on est on mesure de donner donner la preuve des théoremes
1.1, 1.2 et 1.3.

Démonstration. Soit ¢ une solution du probleme (2.25) dont Iintervalle
maximal d’existence est |—oo, B[. Alors tant que ¢(&) # 0 (et par suite
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Y(p(€)) #0) on a
YD (p(€)¢'(€) = 1. (2.31)
En intégrant (2.31) sur (&,&;) C ]—oo, 5[ on obtient

w(&1)
§ €= / Uy Y61 (g)ds, (2.32)
w(&)

pour tout & € |—o0, G], tel que p(§) > 0. Ainsi si ¢ ne s’annule jamais sur
]—00, B[ on peut faire tendre £ vers —oo dans la formule (2.32) on obtient

fogp(&) Y —1/(r=1)(s)ds = co. Donc ¢ s’annule en un point si et seulement si
/ YYD (5)ds < . (2.33)
0

D’autre part, on fait tendre & vers 8 dans la formule (2.32) on obtient
que 3 = oo si et seulement si

“+oo
/ Y=Y e=D(5)ds = o. (2.34)

Faisons appel maintenant au comportement asymptotique de Y (solution
du probleme (Q)), le théoreme 1.1 découle immédiatement.

On combine a nouveau les résultats du comportement asymbtotique de
la solution Y et la relation (2.31), on obtient les résultats concernant le
comportement asymptotique (théoremes 1.2 et 1.3). O
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