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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PASCAL 14, 149-186 (2007)

Sur quelques problemes d’homogénéisation
non locale et de fluides en milieu poreux:
une contribution de Abdelhamid Ziani

YOUCEF AMIRAT
KaAaMEL HAMDACHE

Résumé

Dans cet article nous présentons quelques problemes et résultats d’homogénéi-
sation non locale pour certaines équations de type dégénéré. Nous considérons des
équations de transport, une équation des ondes dégénérée et une équation diffé-
rentielle de Riccati, et nous décrivons dans chacun des cas les effets non locaux
induits par homogénéisation. Nous donnons aussi quelques résultats sur I’analyse
mathématique des équations des fluides miscibles en milieu poreux.

1. Introduction

Dans cet article nous présentons quelques problemes et résultats d’ho-
mogénéisation non locale pour des équations de type dégénéré. Nous consi-
dérons des équations de transport, une équation de type hyperbolique-
parabolique dégénéré, une équation différentielle de Riccati et une équa-
tion de transport semi-linéaire, et nous décrivons dans chacun des cas les
effets non locaux induits par homogénéisation. Nous présentons ensuite
quelques résultats sur 'analyse mathématique des équations des fluides
miscibles en milieu poreux.

Homogénéisation non locale. Dans une série d’articles ([55]-[57]) M.IL.
Shvidler considere les équations des transferts de masse dans un milieu po-
reux hétérogene ayant une distribution aléatoire des perméabilités et des
porosités. Il en déduit par une analyse des fluctuations des équations effec-
tives dans lesquelles apparaissent des termes non locaux inexistants dans
les équations originales. A titre d’exemple, considérons 1’écoulement de
deux fluides miscibles et incompressibles. Les équations décrivant 1’écou-
lement, lorsqu’on néglige les effets de diffusion moléculaire et de dispersion,
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s’écrivent
k
¢0ic+V -Ve=0, V:—;Vp, V-V =0, (1.1)

ou c est la concentration du mélange, ¢(z) et k(z) sont la porosité et la
perméabilité, respectivement, p est la viscosité (qui dépend de ¢), p est
la pression et V est la vitesse de filtration obéissant a la loi de Darcy.
M.I. Shvidler [56] a montré que la moyennisation de (1.1) (dans un sens
probabiliste) conduit & une équation intégro-différentielle. En dimension
1 avec ¢ = ¢ constant, ’équation moyennisée s’écrit, u désignant la
moyenne de c,

1 t
Godu+ Wou = - / B(t, 7)02u(r, 2) dr
0 JO

ou W représente la moyenne de V., W = —(k*/u)0:(p), (k* et (p) repré-
sentant respectivement la perméabilité effective et la moyenne de p) z =
x — ¢g'W(t — 1) et B(t,7) est une vitesse de corrélation. En prenant
B(t,7) = Boexp(—|t —7|/e0) (0 > 0) M.L. Shvidler déduit I’équation des
ondes des télégraphistes

(W2 — By)
o

Notons toutefois que ce résultat est obtenu de facon formelle et son inter-
prétation physique est encore a préciser.

Des termes non locaux apparaissent également dans les équations ef-
fectives décrivant la dispersion de contaminants dans un fluide. Partant
d’une équation de diffusion-convection décrivant 1’évolution de la concen-
tration d’un contaminant dans un écoulement longitudinal, R. Smith [58]
déduit formellement, a ’aide d’un développement asymptotique adapté a
la moyennisation sur la section de I’écoulement, une équation effective de
la forme

Ot + W0,C — k2T — / 0.Dd*e (x - / a(r)dr' t — 7') dr =q(z, 1)
0 0

do0su + WOzu + &g (gbof)fu + 2W8§tu + (ﬁu) =0

ou ¢ et u représentent les moyennes sur une section de 1’écoulement de
la concentration et de la vitesse, respectivement, 4 est une vitesse de
transport, k et D sont des coefficients de diffusion et G est le terme source.

Les équations avec des termes non locaux interviennent dans la mo-
délisation de divers problémes de la physique. Considérons le probléme de
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conduction (stationnaire)
-V (A% (2)Vu®) +u® = f(x) (1.2)

dans un ouvert €2 de R™, ou € est un petit parametre lié & la microstructure
du domaine 2 et la matrice de conductivité vérifie, p.p. en x € 2, V¢ € R™,

af (2)|€]? < A%(2)€ - € < B7 () €]
Lorsque les fonctions af et 3¢ vérifient la condition
O<a<a(z)<p(z)<p (1.3)

p.p- dans 2, ou a et 3 sont deux constantes indépendantes de €, la méthode
de la H-convergence de F. Murat et L. Tartar [48] permet de déterminer
I’équation effective associée a (1.2), qui est une équation de diffusion du
méme type. Cependant, pour les problemes de conduction a tres faible
conductivité (correspondant au cas a = 0) ou a tres forte conductivité
(correspondant au cas (%) non uniformément bornée) la méthode de la
H-convergence n’est pas applicable. V.A. Marcenko et E.Ja. Hruslov ([45],
[42]) ont étudié des problemes de conduction dans des matériaux tres forte-
ment hétérogenes, donc ne vérifiant pas (1.3), et ont établi rigoureusement
les équations effectives associées, dans lesquelles apparaissent des termes
non locaux. Voir aussi un travail récent de M. Briane [29].

Il est bien connu que les modeles & mémoire courte comme c’est le cas
pour les matériaux viscoélastiques (modele de Kelvin-Voigt) conduisent
par homogénéisation a des modeles a mémoire longue, voir M. Renardy,
J.A. Hrusa et W.J. Nohel [52]. Le modele suivant, étudié par J.L. Lions
([27], [44]), E. Sanchez-Palencia ([54], [53]) et H.I. Ene, M.L. Mascarenhas
et J. Saint Jean Paulin [36], dans le cadre périodique,

PE(QU)QEUE -V (A‘E(:):)Vu‘8 -+ B’E(x)vatua) = f,

en est un exemple. Ici, les matrices A et B® sont supposées uniformément
elliptiques et bornées, c’est-a-dire p.p. en x € Q, V¢ € R",

alé)? < A%(z)€ - € < BIEP, I€)? < B ()€ - € < 8¢,

ou «, 3,7, § sont des constantes positives. On notera que les solutions
harmoniques en temps u°(t, ) = et (z) vérifient I’équation

—7?p%(2)v° = V- ((A°(2) +17B(2)) Vo) = e f.
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L’effet induit par homogénéisation découle donc de la caractérisation de
la dépendance par rapport a v de la matrice complexe homogénéisée (A +
Z’YB)honr

L’homogénéisation d’équations de transport avec des vitesses oscillantes,
qui consiste & déterminer des équations effectives associées, sort du cadre
d’application des méthodes classiques de 'homogénéisation.

L. Tartar [61] s’est intéressé a 'homogénéisation de I’équation différen-
tielle

Ot + a(x)u® = f, u*(0,2) = up(z), (1.4)

avec a® — a dans L faible-x et a obtenu, en utilisant une méthode dif-
férente de celles habituellement utilisées en homogénéisation, ’équation
effective

Oru~+ a(x)u + /Ot K(t —s,z)u(s,x)ds = f, u(0,z) = up(x),

ou K (t,z) est un noyau qui ne dépend que de la mesure de Young associée
a la suite (a®) ; il est caractérisé par les limites faibles de (a®)"™ pour n € N,
n > 1.

Une question naturelle qui prolonge le probleme académique (1.4) est
I’homogénéisation d’équations différentielles du second ordre comme par
exemple

X!' =V, uf(X.)
ou u® est un potentiel oscillant. En introduisant la densité f¢(t, z, ) (pour
t >0, z et £ dans R™) qui est constante le long des courbes caractéristiques
X! =¢&, & = V,u(X.), on obtient ’équation de transport cinétique

Oufe + €+ Vouf + Vous (z) - Vef© =0.

Une autre question académique qui prolonge la question étudiée par
L. Tartar est I’homogénéisation d’équations différentielles non linéaires
comme I’équation de Riccati

Opue + af(x)u = f, u(0,2) = ug(x).

L’homogénéisation d’équations de transport est un véritable challenge
non seulement au regard d’applications potentielles en modélisation mais
aussi du point de vue des méthodes mathématiques nouvelles & développer
pour I’étude de ces équations. C’est a ce programme de recherche que
Abdelhamid Ziani s’est attelé durant une décennie. Le premier probleme
que nous avons étudié avec Hamid est I’homogénéisation d’une équation de

152



HOMOGENEISATION ET FLUIDES EN MILIEU POREUX

transport en dimension 1 + 1/2, c’est-a-dire en supposant que la vitesse
est de la forme V¢ = (a°(t,y),0) :

Ot + a(t,y)0zu = f, u(0,z,y) = uo(z,y). (1.5)

Cette équation intervient non seulement dans la modélisation de fluides
en milieu poreux hétérogene (voir par exemple [5]) mais également en
mécanique des fluides pour les écoulements dits “shear flows" (voir par
exemple R.J. DiPerna et A.J. Majda [32]). Nous nous sommes ensuite
intéressés a I’homogénéisation de I’équation de transport plus générale
ot + A°(t,x)Vu® = f, V- A® =0,
€ 0 (1'6)
u®(0,2) = u’(z).

Ecoulements de fluides miscibles en milieu poreuz. Le modele mathé-
matique de base des écoulements de fluides miscibles en milieu poreux est
constitué des équations décrivant la conservation de la masse de chaque
constituant, la loi de Darcy et les lois d’état des fluides. Considérons N
fluides miscibles et faiblement compressibles, obéissant aux lois d’état

%:zip,-, i=1,...,N,

dp
ou p; est la densité du fluide (constituant) ¢, z; son coefficient de compres-
sibilité et p est la pression. La composition du mélange est décrite par les
concentrations volumiques ¢; (i=1, ..., N) des constituants vérifiant

N
>0, > =1 (1.7)
=1

En choisissant comme fonctions inconnues la pression p et les N — 1 pre-
mieres concentrations ci,co,- - ,cy_1, ’écoulement est décrit, sous cer-
taines hypotheses physiques (voir par exemple G. Chavent et J. Jaffré [30],
D.W. Peaceman [51], J. Douglas et J.E. Roberts [34]) par le systeme

N op L k
o, op ' (1)
¢E + V- (ciu) + Qszicia — V- (D(w)Ve;) +q ¢ = ciqt,
1<i<N-1,
ol ¢ est la porosité du milieu, k le tenseur de perméabilité, u la vitesse de
Darcy, it = u(cq, ..., en—1) la viscosité du mélange, g* et ¢~ représentent
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les termes d’injection et de production, respectivement, c; est la concen-
tration résiduelle du constituant i (¢ > 0, S, ¢f = 1), D le tenseur de
dispersion hydrodynamique donné par D = d,,, ¢ I + |u|(diE(u) + d¢(I —
E(u))), I étant la matrice identité, E(u) = (u; u;/|ul?), dm, le coefficient
de diffusion moléculaire, et d;, d; les coefficients de dispersion longitudi-
nale et transverse, respectivement. Dans (1.8), (1.8); est dite équation de
la pression (parabolique) et (1.8)2 équation de la concentration ¢;. Si on
tient compte des effets de la diffusion moléculaire, I’équation (1.8)2 est
parabolique, autrement elle est parabolique dégénérée, et hyperbolique si
on néglige a la fois les effets de la diffusion moléculaire et de la dispersion.
Dans le cas incompressible, le systeme (1.8) s’écrit

k
V-u=q"—q, u=—=Vp,
1

e
¢£+u-VCi+ciq+_v.(Dvci):C;Equ’ 1<i<N-—1.

(1.9)

Les équations des fluides miscibles ont été étudiées essentiellement dans le
cas incompressible, voir par exemple A. Mikelic [47], P. Fabrie et M. Lan-
glais [38], X. Feng [39]. Dans le cas compressible, plusieurs questions sont
encore ouvertes.

La suite de l'article est organisée comme suit. Dans la section 2 nous
considérons I’équation (1.6) dans le cas des oscillations de faible amplitude
de la vitesse A° et nous dérivons formellement I’equation effective associée.
La section 3 est consacrée a ’homogénéisation de ’équation (1.5). Nous
y décrivons de fagon précise l’effet non local induit par homogénéisation.
La section 4 traite de I’homogénéisation par décomposition en fréquences
d’une équation de transport dans RY et la section 5 de I'homogénéisation
d’une equation des ondes dégénérée. Dans la section 6 nous énongons des
résultats d’homogénéisation non locale pour d’autres types d’équations
aux dérivées partielles. Dans la section 7 nous considérons une équation
différentielle de Riccati avec un coefficient oscillant et sans second membre
et nous montrons que I’homogénéisation de cette équation induit un ef-
fet non linéaire et instantané. L’équation effective change de type. Nous
donnons une application de ce résultat a la propagation des oscillations
de la donnée initiale dans une équation de transport semi-linéaire. En-
fin, dans les sections 8 et 9 nous donnons quelques résultats sur ’analyse
mathématique des équations des fluides miscibles en milieu poreux.
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2. Homogénéisation formelle de ’équation de transport (1.6)

On suppose que A® est indépendant de t et dépend d’un petit parametre
~ mesurant 'amplitude des oscillations de A® de sorte que

A () = Alz) +7Af (z) + 7 A5(2) + O(7?)

ot O(+?) est uniformément borné par rapport & € et converge fortement
vers 0, A5 — 0 faiblement (pour j = 1,2) et A désigne la limite faible de
(A%) quand £ — 0. Considérons un développement asymptotique de u® de
la forme

u® = uf +yui +77u5 + 077

En reportant les développements de A® et u® dans (1.6) et en égalant les
termes suivant les puissances 7 (pour j = 0, 1,2) on obtient les équations

Opug + A - Vug =0,
O + A - Vui = —A7 - Vug, (2.1)
owus + A - Vus = —A5 - Vuj — A5 - Vug,

et les conditions initiales u§(0) = u®, u5(0) = 0 (pour j = 1,2). On déduit

de (2.1)1 que uf est indépendant de € (on écrira uf = ug) puis de (2.1)2
fui = —Ai(0 + A- V)TV - (Afuo)
et en reportant dans (2.1)3 il vient
s+ A-Vus =V - ([A](0 + A- V) LA]] - Vug)) — V - (ASug).  (2:2)
Notons que l'on a utilisé la condition V - A7 = 0. Introduisons I'opérateur
OF = AL (0 + A- V) Aj;

ou Aj, désigne la jeme composante de Af. En admettant que ©F; — ©;;,
dans un sens faible a préciser, le passage a la limite dans (2.2) fournit
I’équation

6{&2 + A VUQ = 81(@”(8]1«))) -V (AQ’LL())
ol ug désigne la limite faible de u5. Ainsi, en notant w la limite faible de
u® et uj celle de uf, on a

u = ug +yuy +7*us + O(7?)
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et les equations (2.1) impliquent
Owug + A - Vug =0,
Opu1 + A-Vuy =0,
Orug + A - Vug = 0;(0;;(05u0)),

avec u(0) = u%, u1(0) = uz(0) = 0. On en déduit apres quelques calculs
que u vérifie

o+ A - Vu =~20;(0(9ju)) + O(v?).
Précisons le terme ©;;(d;u). On a
05 (9ju) = A5;(9 + A V)T (Af;05u).

Notons X (t; z, s) la courbe caractéristique définie, pour s donné dans [0, T']
et x dans R™, par le systéme différentiel

dX/dt = A(X), t € (0,T), X |j=s= .
Alors
t
05 (0yu) = [ Afa) A5 (X (s,2,1)) Oyuls. X (s,.0)) ds,

d’ou en passant a la limite

t

©;;(0ju) = / Kij(s,z,t) Oju(s, X (s,z,t) ds
0

ou K;j(s,z,t) est la limite faible du produit Aj,;(z)A7;(X(s,x,1)). Fi-
nalement ’équation homogénéisée prend la forme

¢
Ou+ A-Vu= 72/ 0 (Kij(s,t,z) ju(s, X (s,z,t))) ds + O(¥?).
0
On a A° — A — 7245 + O(7?) = A5, d’'ott
VA @ A(X) = (A7 - A) ® (A°(X) — A(X))
=72 (A7 = A) ® A5(X) + A5 @ (A°(X) — A(X))) + O(?),
il s’en suit que le noyau matriciel K(s,z,t) = (K;;(s,z,t)) est tel que

VK(s,z,t) = k(s,z,t) +¥°p(s, 2, t) + O(y*),
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ou k(s,z,t) et p(s,z,t) sont, respectivement, les limites faibles des ma-
trices k° et p® définies par

K (s, 7, t) = ((A° = A) @ (A°(X) = A(X))) (5, 2,1),
p(s, ) = (A7 = A) ® A5(X) + 45 ® (4°(X) — A(X))) (s, 2,1).

L’équation limite satisfaite par v prend la forme
8tu + A-Vu

t
=0, / (/iij(s,:c,t) + 72 pij (s, a:,t)) Oju(s, X (s,z,t)) ds + O(y?).
0

Ce résultat montre que I’'équation effective associée a 1’équation de trans-
port (1.6) est une équation intégro-différentielle.

Notons que les calculs formels présentés ici peuvent étre rigoureusement
justifiés dans les cas non dégénérés.

3. Homogénéisation d’une équation de transport dans R

Soit O un ouvert de R™ (m > 1) et (a°) une suite de L*>°(O) vérifiant
a— < a®(y) < ay p.p. dans O et convergeant vers a dans L*°(O) faible-x.
Soit ug € L?(R x O). Considérons 1’équation de transport, avec une vitesse

oscillante dans la direction transverse a celle de la propagation,
out +a(y)o,u=0,t>0, x €R, ye O, (3.1)
u(0,2,y) = uo(z,y), (z,y) € RxO. '

L’étude de ’homogénéisation de cette équation fait suite aux travaux de
L. Tartar ([61], [60]) et L. Mascarenhas [46] sur 'homogénéisation d’équa-
tions différentielles a coeflicients oscillants.

3.1. Equation effective

Avec Hamid nous avons montré que I’homogénéisation de 1’équation de
transport (3.1) fait apparaitre & la limite un terme non local. Nous donnons
ici une description de ce résultat et une idée de la démonstration.

Appliquons a I’équation (3.1) la transformation de Fourier par rapport
a x, notée F, puis la transformation de Laplace par rapport a ¢, notée L.

Posons
ve(p, & y) = LIF(u (- 9)(p: €),
vo(&,y) = F(uo(- y))(§),
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pour Re(p) >0, £ € R, p.p. en y € O. Alors v° est donnée par
V(P& y) = —gme (2 — a*(y)) "Mwo(&,y) siEH# O, 52
v¥(p,0,y) = 202 i ¢ =, '

ol z = —52=. Posons A = (a_, ay) et considérons la fonction définie pour
€

z€C\Aetye O par

O (2,y) = (2 —a*(y)) "
Il existe une suite extraite de (a®), encore notée (a%), telle que ®*(z,-) —
®(z,-) dans L>®(O) faible-x et on a

09 = [ dr ()= N (3.3)

ol dvy(A) est la mesure de Young associée a la suite (a®). Passant a la
limite dans (3.2), en notant u la limite faible d’une suite extraite de (u®)
et v la limite faible d’une suite extraite de (v°), on a

1
'U(p7 &7 y) = £<f(u(7 ) y))(p7 g) = _M(p(z7 y) 'U[)(ﬁ, y) (34)
ol z = —5k g et ¢ # 0. Nous allons donner une autre expression de ®(z, y).

On observe que ®° admet dans C \ A le développement asymptotique,
valable pour tout n € N,

(I,a(z’y):}{zn: (af)k+0(zln>}

K
k=0

olt 0(2;) est uniformément borné dans L>°(O) par rapport a . En passant

a la limite dans L>°(QO) faible-x dans 1’égalité précédente on voit que, pour
tout n € N,
Bz y) = 2[5 % 4 o( L)
Z,y) = — — +o(—
=y = 2k 2"
ol agp = 1, a1 = a et pour chaque entier k > 2, a;, désigne la limite dans
L>®(0) faible-x d'une suite extraite de (a®)*. On en déduit le dévelop-
pement asymptotique
1 i T o 1 )
——=z—a- — +o(—
D(z,y) 2k 2"

ou les 7, sont entierement déterminés et ne dépendent que des limites
dans L*(0) faible-+ de suites extraites de (af)! (1 < I < k+ 1). En
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particulier on a 71 = as — a?, 72 = —ag + 2aas — a®, etc. En utilisant (3.3)
le développement asymptotique précédent s’écrit

1 n
dvy(N)(z — ) — =
/A W= /dyy(A)(z—A)*l kgl
A

T’;(,f’) +o (;) . (35)

Considérons maintenant la fonction ¥ définie dans (C\ A) x O par

V(o) = 2= aly) — 5o
D’apres (3.5),
IEIES SEL e

pour tout n > 1. De plus

Sm(¥(z,y)) = Sm(z) — Sm (‘I’(Zy))

d’ou, avec (3.3),

Sm(W(2y)) = Sm(2) [1 _ Jadm NIz = A ]

| Ja dry(N)(z = A2
On en déduit avec I'inégalité de Jensen que
Sm(¥(z,y)) <0 si Sm(z) > 0.

Ainsi, U(z,y) satisfaisant les deux propriétés

n

1
U(z,y) =) Tkz(l;y) + o(z—n) pour tout n > 1,
k=1

Sm(V(z,y)) <0 si 2€ C\A et Im(z) >0,

est une fonction holomorphe de type Nevanlinna-Pick (pour presque tout y
fixé). Elle admet donc la représentation (voir N.I. Ahiezer et M. Krein [1],
W.F. Donoghue [33]) :

Il existe une mesure positive dw,, & support dans A, telle que

U(z,y) :/Adwy()\)(z—)\)_l,
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pour tout z € C\ A, ou encore

dwy(N)(z =Nt = [ dyy,(\)(z —A) — ! :
J ey =07 = [ an )¢ >/Adyy(A)(z_A)_1

pour tout z € C\ A. Par conséquent,

D(z,y) = z —a(y / dwy(N)(z — )_1)_1,

d’ou, avec (3.4) et en prenant z = _21%6’

v(p,&,y) = (p + 2uiméaly) — (2z7r§)2 /A dwy(N)(p + ZzﬂgA)*l)_lvo(f,y)

pour Re(p) > 0, £ € R, y € O. En prenant la transformation de Laplace
inverse puis la transformation de Fourier inverse on obtient que wu est
solution de I’équation effective

t
Dy + aly) Dyu — / / O2u(s, x — A(t — 8),y) dwy(N) ds = 0,

0 JA
t>0,zeR, yeO, (3.6)
U(O,.f,y) = ’U‘O(:Bay)7 ($,y) eERxO.

Nous renvoyons a [5] pour des détails et compléments; on y trouve aussi
une application aux équations des fluides miscibles en milieu poreux. Voir
aussi L. Tartar [62].

Le cas ou la vitesse a® dépend aussi de ¢ est abordé dans [5], voir aussi
R. Alexandre [2], [3].

3.2. Formulation cinétique

En introduisant la variable A € A représentant les oscillations de (a%)
et la fonction auxiliaire v définie sur Ry x R x O x A par

v(t,x,y, A /(“)usx— (t—s),y)ds,
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on voit que ’équation (3.6) s’écrit sous la forme d’un systeme de transport
ou A joue le role de variable cinétique :

8tu+a(y)8zu—/6Ivdwy(/\):0, t>0,zeR, ye O, A €A,
A
v+ A0, v—0,u=0, t>0, R, yeO, \€A,

u(0,z,y) = uo(x,y), v(0,z,y,\) =0, z € R, y € O, A € A.
(3.7)
Avec Hamid nous avons montré que le probléeme (3.7) est bien posé.
Le cadre général de I’étude est le suivant. Soit a une fonction de L*>(O)
vérifiant a_— < a(y) < ay p.p.eny € O et soit dw, une famille paramétrée
de mesures positives, & support dans A = [a_,a], dont on note 7(y) le
moment d’ordre zéro. On suppose que 7 € L*(0), 7(y) > 0 p.p. en

dwy (A
y € O. Définissant doy () = w?() ), on suppose que du(y, ) = dy doy, ()
Y

est une mesure positive sur O x A. Considérons le systéme, posé dans
Rt xR x O x A,

O+ a(y) 0,0 = 7(y) [ drvda, (V) = . 39
O + N0v — Opu = g,
muni de la condition initiale
w(0,z,y) = uo(z,y), v(0,2,y,A) = vo(z,y, ), (3.9)
reR, ye O, €A,

oun u = u(t,z,y), v = v(t,x,y,\) sont les inconnues et f = f(t, z,vy),
g=yg(t,z,y,\), up et vy sont données.
Introduisons les espaces de Hilbert

H=IL*RxO0), H=L*Rx O x A;dzdu(y, \))
et notons A 'opérateur de domaine
D(A) ={U = (u,v) € H x H; AU € H x H}
défini pour u € L?(O; D(R)) et v € Li((’) x A; D(R)), ol
2 _ 72 :
L, (O x A) = L*(O x A;dp),

par
y (u) _ (a(y) Opu — 7(y) O ([ v day()\))>
—7(y) Ogu + 7(y) A Opv ‘

v
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Le systeme (3.8), (3.9) s’écrit sous la forme abstraite

d
U+ AU = BF sur (0.T), U(0) = Up, (3.10)

ou B est l'opérateur (de multiplication) borné dans H x H défini par
B = (bij)lgi,j§2 avec bio = by = 0, b1 = 1 et byy = T(y) On montre
que Popérateur A est maximal accrétif dans H x H puis, & l’aide des théo-
remes de Lumer-Phillips et Stone, voir A. Pazy [50], que A est générateur
infinitésimal d’un groupe continu de contractions S(t). Alors, pour tout
Uy € D(A) et tout F € C([0,T]; H x H) il existe une unique fonction
U € C[0,T); D(A)) N CL([0,T]; H x 'H) vérifiant (3.10). De plus, U est
donnée par

Ut) = S(t) Uy + /0 "S(t— 5)BF(s) ds

et cette formule a encore un sens pour Uy € HxH et F € L'(0,T; H xH).
Il s’en suit les résultats suivants (voir [7], [12]) :

Soit (f,g) € L'(0,T; H x H), (up,vo) € H x H. Alors, il existe une
unique paire (u,v) dans C°([0,7]; H x H) vérifiant (3.8) au sens des dis-
tributions et la condition initiale (3.9). De plus, la solution (u,v) du sys-
teme (3.8), (3.9) se propage a vitesse finie. Précisément, supposons que les
données initiales ug, vo sont telles que les supports de ug(+,y) et vo(-, y, A)
sont inclus dans [—7g, ro] p.p. en (y,A) € O x A avec rg > 0. Alors, pour
tout ¢ € R et p.p. en (y,\) € O x A, les supports de u(t,-,y) et de
v(t, -, y,A) sont contenus dans [—7¢ — vx(y) t, 70 + v«(y) t] ol v, est une
fonction strictement positive donnée par

1.
U*:§m1n{a—i—a+—|—\/(a+—a)2—|—47, —a—a,+\/(a,—a)2+47}.

3.3. Cas ou a° est périodique a valeurs discretes

Dans ce cas la mesure dw, est indépendante de y et est une somme
finie de masses de Dirac. Précisément, étant données (n + 1) valeurs vy <
v1 < ... < v, et une subdivision 0 = yp < y1 < ... < Yn < Ypy1 = 1 de
l'intervalle [0, 1], on définit la fonction a par a(y) = v; si y; <y < yjt+1,
7 = 0,...,n, que 'on prolonge par périodicité sur R et on note, pour
e>0,a°(y) = a(¥) et a = 3" (yj+1 —y;) v, sa limite faible. Alors
(voir [7], [12]) il existe n couples (aj,A;), j = 1,...,n, tel que dw(\) =
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TZ?Zl ajOr=x; avec vg < Ap <1 < ... < U1 < Ay < Up, Z?:l aj =1

et T = Y o<k<i<n Wit1 — Y5) (Y1 — yk) (0k — v;)?. Par suite, le systeme
(3.8) s’écrit sous la forme

n

Ou + a Opu — TZO(Z‘ dyv; =0, t >0, (z,y) € R?,
i=1

Orvj+AjOyv; —0u=0,t>0, (x,y) € R?,

U(O,l’,y) = ug(x,y),vj((),a:,y) = O> (l‘,y) € RQ?

pour j = 1,...,n. Pour n = 1, on a 7 = y1(1 — y1)(v1 — v)?, a =
y1vo + (1 —y1)vi, A1 = y1v1 + (1 — y1)vo, dw = T0x=), et on vérifie que u
est solution de I’équation hyperbolique des télégraphistes

8t2u + (vo + vl)aitu + vovlagu =0,t>0,zeR, ye(0,1).

Signalons ici un travail de M.I. Shvidler [56] dans lequel il propose, pour
une équation de transport intervenant en dynamique des milieux poreux,
une approximation par une équation hyperbolique des télégraphistes.

3.4. Approximation de la mesure dw,

En vue de la résolution effective d’un systeme de type (3.7), il est néces-
saire de déterminer la mesure dw,. Le point précédent donne une réponse
quand a® est périodique a valeurs discretes. Nous proposons ici, dans un
cadre général, une approximation de la famille paramétrée dw,. Soit dv,
une famille paramétrée de mesures de Young vérifiant :

~ (Hy) suppdvy, CA p.p.en ye O, ot A =|y_,v+[;

— (Hz) pour toute fonction f: A — R continue, l'application y —<
dvy, f > est mesurable et bornée. De plus, il existe k& > 0 tel que
| <dvy(A), fF(A) > [ < E[[fllc-

Soit dwy la mesure associée a dv, par la relation

< dwy(N), oo dvy,z — X > — < dyy(N), LIS
z— z—A

pour tout 2 € C\ A, p.p. en y € O. On introduit une approximation de
dv, par une somme finie de masses de Dirac, a laquelle on associera une
mesure approchée de dw, par une somme finie de masses de Dirac. Une
approximation de dv, est proposée par E. Bonnetier et C. Conca [28] :

Pour tout entier n, il existe 2 n fonctions mesurables 0, c;, définies dans
O, satisfaisant les propriétés :
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— 0;(y) €[0,1] avec ZGj(y) =1,¢j(y) €A pp.enye O,
j=1
—ona:

<dvy(A), X >= 3 0;() (¢ ()", (3.11)

j=1
pour tout entier [, 0 <[ <2n—1,p.p.eny € O.
On définit alors, pour n entier positif, une mesure dv,’ par

n

dvy =D 0j(y) Or=c, w)-

j=1
Alors, sous les hypotheses (Hi) et (Hsz), pour toute fonction f € C(A,R),
ona:

<dvy,f>— <dy,, f> dans L™(O) quand n — oo. (3.12)

En effet, soit n > 0 arbitraire et f € C(A,R). En vertu du théoréme
de Stone-Weierstrass, il existe un polynéme py de degré N tel que ||f —
PN |loo < m. Soit alors n > N. Compte tenu de (3.11) et de la définition de
dv, on a

<dvy (A), pn(A) >=<dvy(A),pn(A) > .
D’ou
<dvy, f>—<dvy, f>=<dv,,f—py > — <dvy, f —pn >.
Grace a 'hypothese (Hs),

| <dvy, f—pn > | < E|f —pnlloe < En.

De méme

< d oy > | < 30w — )W) < R
j=1

On conclut que esssup,eco || dvy; —dvy| () < kn, ot M (A) désigne I'espace
des mesures de Radon sur A. D’ou (3.12).

Soit maintenant dwy la mesure associée a dvy par la relation

1 -1

< dwy (N), 5 (3.13)

Z— A

>=<dvy,z— > — <dvy(N),
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pour tout z € C\A et p.p.eny € O. Ainsi, p.p. eny € O, la mesure dwy, est
discrete. Un algorithme permet de déterminer précisément les coeflicients
de dwy (voir [16]). De plus, on a le résultat de convergence suivant :

Pour toute fonction f € C(A,R), quand n — oo,
<dwy (), f(-) > — < dwy(), f(-) > dans L=(O). (3.14)
En effet, on déduit aisément de (3.12) et (3.13) que

n 1
< dwy, (M), 3 >—><dwy()\),m > quand n — oo.

”
Ensuite, on peut supposer sans restriction que f est holomorphe. Alors le
théoreme de Cauchy permet d’écrire

< (), () >= 2117T/Ff(z) <A (N), —— > dz

1
z—A
ou I est une courbe fermée réguliere de C entourant A. Ce qui donne, avec
(3.13),

<dwy (), f(-) >= % (/F f(z) <dvy(N),z— A > dz
n 1 —
1 —/Ff(z) <duy(A),Z1A >~1 dz)
_ _ﬂ/rf(z) <\, —— > d=

On passe a la limite, quand n tend vers 400, dans le second membre de
cette relation et on obtient (3.14).

4. Homogénéisation par décomposition en fréquences d’une
équation de transport dans RN

Soit (A®) une suite de fonctions de (L*°(O))™ (n > 1) dont les coeffi-

n
cients A5 sont tels que Z |AS (y)| < M p.p. eny € O, et supposons que
i=1
(A®) converge vers A dans (L*°(O))™ faible-x. Considérons I’équation du
premier ordre

Ouf + A%(y) - Vyus =0,t>0, 2 € R, y € O,

(4.1)
’LLE(O,.CL',y) = uo(m,y), (x,y) eER"x O,
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ot ug € L}(R" x 0). L’équation effective associée & (4.1) est obtenue via la
transformation de Radon qui permet de considérer pour chaque fréquence
fixée un probleme unidimensionnel. Ce dernier est traité par la technique
du paragraphe 3.1, le résultat est ensuite intégré par rapport a I’ensemble
des fréquences.

Précisons les notations. Pour f € S(R"), la transformée de Radon de f
est définie par

R(A)rw) = [ f@)da
T-W=r

ou d*x est la mesure de Lebesgue sur 'hyperplan z-w —r = 0. La relation
entre les transformées de Radon et de Fourier est donnée par

flrw) = Fo(R(f(w)))
ou le symbole ~ désigne la transformation de Fourier dans R™ et F, la

transformation de Fourier unidimensionnelle. La transformation duale R*
de R est définie pour g € S(R x S"71) par

R (1)) = [ gla-w)de

oll dw est la mesure de Lebesgue sur S”~!. Soit KC,, 'opérateur défini par

o 1g(r,w) si m est pair,

Kng(r,w) =

iH (O tg(-,w)(r) sin est impair,

‘H étant la transformation de Hilbert. On a la formule d’inversion
1
= Cn R* ’CnR y Cn = 575 N1

et la formule de Plancherel

Jlr@Pde=ledl [ do [ (=02 RE () ar

En utilisant la densité de S(R™) dans L?(R"), on prolonge I’application
VK, R & L*(R™) et on montre qu’elle est une isométrie de L?(R") sur
le sous espace de L?(R x S™"7!:|c,|dw dr) formé des fonctions paires. De
plus, f € L%(R") si et seulement si /K, Rf € L*(R x S"1).

On peut consulter .M. Gel’fand, M.I. Graev et N.Ya. Vilenkin [40] et
S. Helgason [41] pour les propriétés de la transformation de Radon.

Supposons maintenant que la donnée initiale ug € L2(R™ x O) et est &
support contenu dans B, (p) p.p. en y € O, ou B,(p) est la boule de R”
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de centre 0 et de rayon p > 0. Alors, la solution u® de (4.1) est telle que
suppus(t,-,y) C Bp(p+ tM). Soit R(u®) la transformée de Radon de u®
et u° définie par

(t,rw,y) = VL, RU (t,m,w,y)).

Alors @ est solution de I’équation

O +a*(y,w) 9,a° =0, t >0, r € R, (y,w) € O x §*,

- ~ 4.2
@ |t=o = T, (4.2)

ou a®(y,w) = w-A°. La suite () étant uniformément bornée dans ’espace
L®(Ry; L2(R x 8"~ x 0)), alors, & I'extraction prés d’une sous-suite
encore notée (i),

uf — u dans L®°(R,; L*(R"™ x O)) faible-x,

) s (4.3)
u° — u dans L (Ry; L*(R x 8" x O, dr dwdy)) faible- % .

De plus, & = /K, R (u). Par suite, les variables (y,w) € O x S*~! étant
transverses a la direction r, en procédant comme pour ’équation scalaire
(3.1), il existe une famille de mesures positives doy, ., (), associée a la suite
(a®(y,w)), & support dans A et paramétrée par (y,w) € O x S"~1, tel que
la limite @ donnée par (4.3) est solution de

t

ot + a(y,w) Optt — / / O2u(s,r — At — 8),w,y) dwy ,(\) ds = 0,
0 JA

t>0,r€R, (y,w) € Ox ",

U |t:0 = UugQ-.
(4.4)
La mesure doy(-) est reliée a la mesure de Young dvy(-), associée a la
suite (A¢), par la relation

1 1

< doyu(), (N >=<dyy (), 2t pew > —{< dvy (), (24 pew) Tt >
pour tout z ¢ A, pour tout w € S ! et p.p. en y € O. De plus, p.p. en
y € O, l'application w € "1 +— do, ,(-) est analytique de S"~! dans
I’espace des mesures de Radon sur R.

On définit alors dX(+, -) en posant, pour toute fonction f réguliere définie
sur A x S"L,

<dS,(\,-), f(\, ) >= /57171 <doyw(N), f(Aw) > dw.
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La formulation cinétique et les propriétés de la transformation de Radon
permettent d’établir le résultat suivant (voir [10], [14]) :

Soit u € L®(Ry; L*(R™ x O)) la limite faible-+ de la suite (u®) des
solutions de (4.1). Alors, a 'extraction pres de sous suites, il existe une
famille paramétrée de mesures positives dX,, a support dans A x st
tel que u soit solution du systéeme

Oru+ A(y) - Vau — Cn/ ) d¥y(A, w) ar(_ag)n_l/4 Wi |yr=g.w = 0,
AxSn—
dyw, 4+ X Oyw, — 0, (02" VA R(u) = 0,

U |t=0 = 10, Wx|t=0 = 0.

5. Homogénéisation d’une équation de type hyperbolique-
parabolique dégénéré

Soit Q, un ouvert borné de R™ de frontiere réguliere 0, T > 0, et
Q = Q, x O. Considérons 'équation dans (0,7") x

p° (@) OPu® — divg (K (2)Vouf) + 0% (z,y) Ous = fo(t, 2, y),

U |y, =0 dans (0,7) x O,

u® |t:0 =« dans (Q,
VpE Oyt |t:0 = (3 dans €,

sous les hypothéses suivantes sur les données p°, k%, 6%, f¢, « et (5. Sup-
posons p°(z) = p(z, L) p.p. dans ), ol p est une fonction donnée dans
C(Qy; L, (Yy,)) vérifiant

per

(5.1)

0 < p(x,¢) < py, Vo €Qy, pp.en ( €Yy,
et telle que que p(x) = [y p(x,()d¢ > p- > 0.

On note ici Y,, (resp. Yy,) le cube unité de R™ (resp. R™). Le tenseur k°
est symétrique et ses coefficients sont de la forme

k() = kij(e, 2) p.p. dans Q. 4,5 = Lan,
’ €
ol ki j € C(Qy; Lpe.(Yn)) et vérifie

E_|€]? < k(z, Q)€ - € < ki |€)?, VEER™, Vo € Qp, p.p. en ¢ € R,
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k_ and k4 étant deux réels strictement positifs. Le coefficient d’amortis-
sement 6° est donné par

0% (z,y) = 9(?% g) p.p. dans
ou § € C(O; Ly, (Yn X Y)) et

0<0_-<0((ym) <04, Vyec O, pp.en ((,n) €Y, xY,.

Notons A = (0_,0,). Le terme source f¢ est de la forme

otz y) = e(=, L) £(t, 2, y) p.p. dans (0,T) x Q,
E £

avec

ce L%, (Yo x Yy), f € L2((0,T) x Q),

per

0 < C(Cﬂ?) < C+ p-p. €n (C»U) € YTL X Ym7
et les données initiales sont telles que telles que

a € LX(0; Hy(Q)), B € L*(Q).

Notons que (5.1)4 donne une condition sur duf | +o seulement sur l'en-
semble ou p®(z) # 0. Par suite, (5.1) est une équation de type hyper-
bolique-parabolique. Dans le cas ou il n’y a pas de dépendance en la va-
riable y € O, 'homogénéisation de (5.1) a été étudiée par A. Bensoussan,
J.L. Lions et G. Papanicolaou [27].

Ici, avec Hamid nous avons obtenu 1’équation effective par un procédé
d’homogénéisation itérée. Dans une premiere étape, on établit une équa-
tion décrivant un comportement asymptotique par rapport aux directions
de non dégénérescence. On utilise pour cela la convergence a double échelle
(voir G. Nguetseng [49], G. Allaire [4]). Notons k(x) le tenseur homogé-
néisé associé a la suite (k(z, £))e>0, et pour y € O et n € Yy,

) = [ elcomdc, B = [ 0(¢.um)d.

=/JMmoM

On montre qu’il existe une unique fonction U = U(¢, z,y,n) dans I'espace
L*((0,T) x O x Yy; HL(S2)) tel que (uf) converge, quand & — 0, vers
U, au sens de la convergence & double échelle. Pour presque tout (y,7n) €
O x Y, la fonction U(+, -, y,n) est la solution de 1’équation

px)0FU — divy (k(x)grad,U) + 0(y, n)o,U = &(n) f(t,2,y),
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pour t € (0,T), z € ,, munie des conditions initiales

U|t:0 = a dans g,
p(x)0U|,_, = x(x) 8 dans €.

La seconde étape consiste en la moyennisation par rapport a la variable
7 qui donne un systeme effectif vérifié par u(t, z,y) = fYn Ul(t,x,y,n)dn.
Pour p € C tel que Re(p) > 0, posons 'y = {z € C;z/p € fp} ol fp est une
courbe fermée contenue dans le demi-plan Re(z) > 0 et contenant A. Alors,
en utilisant un théoréme de représentation des fonctions holomorphes de
type Nevanlinna-Pick (voir [1], [33]) on montre qu’il existe deux familles
paramétrées de mesures positives daé et dag associées, respectivement,
aux suites (A(y, D))eso et (c(y, ¥) 0(y, 9))e>0, & support inclus dans A et
tel que, Vz € T'p, p.p.eny € O,

-1

/ (z—pbly,n) " dn= (z—pﬁ(y) —pQ/A(z—pA)‘ldaé(A)> ,

m

-1
/Ym &n)(z —phly, n))_ldn=6<z—pd(y) —p2/A(z—p/\)1dUZ(A)> :
Ici,
0(y) = /Y Oy, n) dn, ely) = /Y &(n) dn,

d —C(ly)/ &(n)8(y. n) dn.

Nous montrons ensuite [15] que la limite v d’une suite extraite de (u°)
s’écrit u = u1 + ug ol u; et us sont déterminées, respectivement, par le
systéme (u; et wy étant les fonctions inconnues)

p(x) O2uy — divx(lz:(x)gradxul) +0(y) Oyus — / Oywn daé()\) =0,
~ A
p(x) afwl — divg(k(z)grad,wy) + X Qywy — dyuqg = 0,

1t |p, 0 = 9°
U ’t:O =0, Patul }tZO =X /87
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et le systeme (ug et we étant les fonctions inconnues)

p(x) OPuy — divg (k(x)gradyus) + d(y) dyug — / Opwa dO’Z()\) =0,
~ A

p(x) 02wa — divg (k(x)gradywa) + X dywa — dyug = ¢ f(t, z,y),

u2 g0, 0 = 0

Wy ’t:O =0, dyws ‘t:O =0.

6. Homogénéisation d’une équation différentielle et appli-
cation

6.1. Homogénéisation d’une équation de Riccati

Soit © un ensemble mesurable de R™, T' > 0, Qp = (0,T) x Q et (ac)
une suite bornée de L>°(Qp) vérifiant 0 < o < a.(t,z) < [ p.p. dans Qp,
convergeant vers a dans L>°(Qr) faible-x. Considérons ’équation de Ric-
cati

Opue + ac(t,x)u? = 0, ue |—o= uo, (6.1)
ou ug est donnée dans L>°(2), vérifiant 0 < ap < up(z) < By p.p. dans €.

L’homogénéisation de (6.1) est une premieére étape pour aborder ’étude
de systemes a nonlinéarité quadratique intervenant dans la modélisation
de certains probléemes de la mécanique des fluides ou de la physique des
plasmas, voir J.A. Krommes [43]. Dans [61], L. Tartar a considéré ’équa-
tion

Opue + ae(t, x) u? = f, uc |i=0=0,
sous ’hypothese suivante d’oscillations de faible amplitude des coefficients
ae :
ac(t,x) = a(t,x) +vb(t, %), 0 <y <1,
b: — 0 dans L*™(Qy) faible*.

Les développements asymptotiques formels de L. Tartar suggerent qu’a
l'ordre 2 en 7, les oscillations de la suite (a.) induisent des effets de mé-
moire non linéaires.

Ici on se propose d’analyser le comportement limite de la suite (u.) des
solutions de (6.1). Notons A.(t,x) = [i ac(s,z)ds, A(t,x) = [3a(s,x)ds
et dugx, (t,z) € Qr, la famille paramétrée des mesures de Young associée
a la suite (Ag). Soit doy 4, (¢, ) € Qp, la famille paramétrée des mesures

(6.2)
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positives a support (pour chaque ¢t € (0,7)) dans [t «,t ] et définies par
la relation de moments
-1

(doia(), (2 =271 = (Do (), (z = ) = (), (= =) 71)

Vz € C\ [ta,tf]. La solution de (6.1) est donnée explicitement par

us(t, ) = (1/1}(3}) + /Ot as(s, ) ds)_l :

En utilisant un théoreme de représentation des fonctions holomorphes
de type Nevanlinna-Pick (voir [1], [33]) on montre qu’il existe une suite
extraite de (ue) qui converge dans W1 (0, T; L>(Q)) faible-x vers u don-
née par

u(t,z) = (1/v(@) + A(t, z) = (dov.a(N), (1/v(z) + A)*1>)’1 . (6.3)
En dérivant u par rapport a ¢, on vérifie que
Opu + (a — O M(t,z))u? = 0, u(0,z) = v(z),
ou M(t,z) = <d0t,x()\), (1/v(x) + )\)_1>. Pour éliminer la dépendance par

rapport & v du coefficient, on procéde comme suit. On a

U(lm) + A(t,x) = <th,x(M)a ’i> J

d’ot, en reportant dans (6.3),

u(tl’x) B <dyt’x(u)’ Alt> N <d0t,x()\), (<dvt,x(u), ;> FA- A(t,g;)) 1>

ol dv; , est la famille paramétrée des mesures de Young associée a la suite
(uc). Notons, pour presque tout (t,z) € Qr, ¢, la fonction numérique
définie pour y > A(t, x) par

b1a) =y — (dora(N), (y + A — At 2))7Y)

et Ay = (dv,(n),1/p). On vérifie que la fonction ¢y , admet une fonction

réciproque, notée QS;;: [Aj, +oo[— [A, +o0[, et que

<d7/t,x(u)ﬂ i> = (bt_»; (“(tlvx)) ’

1
M(t,l‘) = <dUt,m(/\)7 ¢;;(1/u(t, .%')) + = A(t,$)> '
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En dérivant cette derniere expression de M par rapport a t, on obtient
O M (t,x) = Ay z(u(t,x)) ot Ay, est définie, pour presque tout (¢,x) € Qr,

par
Araly) = alt, 2) K(t,2,9)” + (1 + K(t,2,9)) % 6.4
((dora(N), H(t 2,9, 0) = 0t (1/y) K(t,2,9))

avec
-1
K(t,x,y) = (dore(N), H(t, z,y,\)?).
D’ou le résultat :
La suite des solutions (u.) de (6.1) admet une sous suite, encore notée

(ue), qui converge dans W1°(0, T'; L>°(f2)) faible-x vers une fonction wu,
unique solution de

Opu + a(t, ) u* = Mgz (u) u?, u |=o= ug.

Ainsi ’homogénéisation de (6.1) induit un effet local en temps. Cet effet
est explicité dans ’exemple 1 qui suit.

Ezemple 1. Considérons une suite (a®) indépendante de t et périodique,
a®(x) = a(%) ol a est 1-périodique prenant la valeur ag pour 0 < y < 6 et
ay sur < y < 1. Alors la mesure do (indépendante de t et x) est donnée
par do(\) = 10 da=x, avec 7o = 0 (1—0) (ap—a1)? et \x = O a1+ (1—10) agp.
Dans ce cas, ’équation homogénéisée s’écrit

Ou+ au? — A(tu) u? =0 dans Qp, u |—o= ug dans Q

avec

40 = g5~ 6)

1 1 1\? 12
G(z):§ )\*—a+;+ (A*—a+z) + 479

et @=0ag+ (1—-0)a.

ou

Ezemple 2. Considérons le cas (6.2) des oscillations de faible amplitude.

On écrit la solution de (6.1) sous la forme u.(¢,z) = Z Y* ue g (t, ). On
k>0
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note, pour tout k > 0, ux i la limite faible de la suite (u. ). On montre
alors que uy = Uso,0 + ~2 Uso,2 satisfait ’équation

Oy + a(t,z)u? = Ag? (uy) u? dans Qr, uy |i—o= up dans Q,

ou
¢t
Azg/?:/z:)(u*>:fy2 (—a(t,x)ui/ / Bs(s1, 52,x) ds1 dsz
0 Jo

t
+2 u, / Bs(t, s2, ) dSQ) +O(y%).
0

La fonction By est définie (comme la limite d’une suite extraite) par
be(s1,2) be(s2,2) — Ba(s1,s2,z) dans L>®((0,7) x (0,7) x Q) faible-x.
Nous observons ici aussi que I’homogénéisation de (6.1) induit un effet
local en temps.

6.2. Comportement limite des solutions d’une équation hy-
perbolique semi-linéaire
Considérons ’équation hyperbolique semi-linéaire :
e + Q(x) - Vue + a(z)u? =0 dans (0,T) x RY, ug |—o= v:(x), (6.6)

oi1 @ est un champ de vecteurs de (C1(R?))¢ & divergence bornée, a et v,
sont dans L>°(RY) et vérifient

0<a<a(z) <3 0<ag<v.(x) < fop.p. dans RY,
et (v.) converge vers v dans L>°(R?) faible-x. Notons X (¢;z, s) la courbe
caractéristique définie, pour s donné dans [0,7] et = dans R?, par le sys-
teme différentiel
dX/dt = Q(X)v te (OvT)v X |t:s: Zz.
Alors, la fonction définie par w.(t,z) = u(t, X (t;x,0)), p.p. dans (0,7") x
R?, est solution de ’équation de Riccati
Opwe + a(X (t;2,0)) w? =0, we |=o= ve ().

L’étude du comportement limite de w,, par une technique analogue a celle
du paragraphe 6.1, conduit au résultat suivant :

La suite (extraite) des solutions de (6.6) converge dans L>((0, T') x R%))
faible-x vers la fonction u, solution de ’équation

o+ Q(z) - Vu+a(z) (1 + I(t,x))u? =0 dans (0,T) x R?,
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munie de la condition initiale u [;=o= v(z). La fonction I(¢,x) est donnée
par

I(t,z) = (6.7)

<daX(0;x,t) ()‘)7 ( ) >
{U(X(O;M)) - <dUX(0;x,t)(A) At 2) ( + A, ))‘)_1>]2’
on A(t,x) = [ta(X(s;2,1))ds et do, (x € RY) désigne une famille pa-

ramétrée de mesures positives associées a la suite (v:). Nous renvoyons &
[18] et [20] pour les démonstrations détaillées.

Si la donnée initiale est de la forme v*(z) = v(z,x/e) ou v(x,() est
une fonction continue et bornée sur R? x RY, v(x,-) Yy-périodique, Yy
étant le cube unité de RY, alors v° — ¥ dans L®(R?) weak-x ot 7(z) =
de v(z,¢)d(. D’apres B. Engquist et T.Y. Hou [37], u® est de la forme

uf(t,x) = U(t,z, X(0,z,t)/e) ou U(t,x,() est définie dans (0, T) x R xR9,
comme la solution de

U + Q) - VoU + a(x) U2 =0, u |i—o=v(z, ), (,¢) € R? x Yy.
L’analyse développée ci-dessus permet de compléter le résultat de B. Eng-
quist et T.Y. Hou [37]. La fonction u(t,z) = [y, U(t,, () d( est solution
de I’équation homogénéisée

o+ Q(z) - Vu+a(z) (1 + I(t,z))w =0 dans (0,T) x R?,

munie de la condition initiale @ |;—o= v(z), I(t,z) étant donné par (6.7).

Avec Hamid, nous avons également étudié I’homogénéisation de ’équa-

tion hyperbolique semi-linéaire avec un coefficient oscillant. Nous donnons
ici deux exemples typiques.

Ezemple 1. Considérons I’équation hyperbolique semi-linéaire :
o + Q(x) - Vuf 4+ af(x) (uf)? = 0 dans (0,T) x RY, uf |—o= v(z),

oll, comme ci-dessus, @ est un champ de vecteurs de (C*(R%))? & diver-
gence bornée et v € L>(R?). Supposons que

0<a<a(z)<p, 0<ay<v(x) < fp.p. dans R?
et que le champ @ vérifie la condition d’ergodicité :
meas {z € R?; Ip € 24\ {0}, Q(z) - p =0} = 0.
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On suppose que a®(z) = a(z,x/c) ou la fonction a(x, () est continue et
bornée sur R? x R%, et a(z, -) Yy-périodique. Alors, en utilisant les mesures
de Young modulées, voir Weinan E [35], et la méthode de R.J. Diperna [31]
pour établir la convergence forte de la méthode de viscosité pour les lois de
conservations scalaires, on montre que (u?) converge dans L>((0,7) x R?)
vers la solution unique u de ’équation

O+ Q(x) - Vu+a(z)u® =0 dans (0,7) x RY, u ;o= v(x),
o a(z) = [y, alz,¢) dC.

Ezxemple 2. Considérons maintenant un champ @ régulier, dependant
d’une variable supplémentaire y € R? et vérifiant la condition

meas {(z,y) € RYxRY: Ipe AR {0}, Q(z,y) -p=0} =0.

On considere I'équation de transport dégénérée :
Auf + Q(z,y) - Vous + af(x,y) (uf)? = 0 dans (0,T) x R? x RY,
u® |i=0=v(z,y).

On suppose que a*(z,y) = a(x/e,y/e) ou a((,n) est une fonction continue

et bornée sur R4 et Y, x Yy-périodique, et v est dans L (R? x Rd'),
avec les estimations uniformes

0<a<a(z,y) <P, 0<ag<uv(xy) < p.p. dans R? x R

On pose a(n) = [y, a(¢,n)d¢ et @ = de/ a(n)dn. Alors, en utilisant les
mesures de Young modulées et en adaptant la méthode décrite au para-
graphe 6.1, on montre le résultat suivant :

La suite (extraite) des solutions (u.) converge dans L*((0,T) x R%)
vers u, solution de I’équation homogénéisée

u+ Q(z,y) - Veu+ (@— A(tu))u? = 0 dans (0,T) x R x RY,

munie de la condition initiale u |;—o= v(x,y), ou A est une fonction (in-
dépendante de t et ) définie par une formule analogue & (6.4), (6.5).

7. Autres résultats d’homogénéisation non locale

Hamid a étudié d’autres problémes d’homogénéisation faisant appa-
raitre & la limite des opérateurs non locaux. Citons :
— L’étude du comportement limite d’une famille paramétrée de systemes
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de transport symétriques et la propagation d’oscillations des données ini-
tiales; application au systeme de Maxwell en électromagnétisme [14].

— linteraction d’oscillations dans une équation de transport a coeflicients
discontinus [16].

— L’étude du comportement limite de certains modeles de convection-
diffusion & coefficients périodiques [9], [6], [13]. Plusieurs motivations phy-
siques pour ces travaux sont dans les articles de R. Smith (voir par exem-
ple [58], [59]) et G.I. Taylor (voir par exemple [63], [64]).

8. Ecoulements miscibles et incompressibles en milieu po-
reux

Hamid a considéré le systeme (1.9), dans le cas N = 2, posé dans un
domaine Q7 = Q x (0,7, o1 2 est un ouvert borné de R? (d = 2,3) de
frontiere réguliere I'. Le systéme est muni des conditions initiales et aux
limites

u-v|p,=0, DVc-v|r,=0, ¢ |i=0= cO, (8.1)

ou I'r =T x (0,T) et v est la normale unitaire extérieure. Ici ¢ est la
concentration de I'un des deux constituants et ¢® sa concentration initiale.
Hamid, en collaboration avec Y. Amirat, a étudié le comportement limite
de la pression et de la concentration, lorsque le coefficient de diffusion
moléculaire d,,, — 0. Ce-ci correspond a des vitesses d’écoulement relati-
vement élevées (grands nombres de Péclet) ou les effets de la dispersion
mécanique sont beaucoup plus importants que ceux de la diffusion molé-
culaire (voir J. Bear [26]). Notons d,, = ¢ et supposons 0 < ¢ < 1 et
d; > dy > 0.

On fait les hypotheses suivantes. Le domaine €2 est simplement connexe
et sa frontiere I' de classe C11; ¥ € L(), 0 < c%(x) <1 p.p. dans Q ;
¢ € L®(Qr), 0 < c¢*(x,t) <1 p.p. dans Qp ; g, ¢~ € L°(0,T; L*()) et
Jolgt —q7)dz =0 ; la fonction u est telle que p et 1/u sont strictement
convexes, p € C2[0,1], 0 < pu— < p(e) < pt, Ve € (0,1). Les fonctions ¢
et k sont dans L>(Q) et W1 () respectivement et vérifient

0< ¢ <ox) <y, 0< ke <k(z) <k;' p.p. dans Q. (8.2)
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Alors pour chaque ¢ fixé, il existe (pf,c), p° dans L°>°(0,T; HY(Q)) et c*
dans L>(0,T; L*(Q)) N L%(0,T; H'(2)), vérifiant

k

3 (3

Veur=q"—q, ' =———V
ut=q" —q ,u e

ut v |r,=0, [ p°dx =0,
Q

$Oic® +uf -V + gt — V- (DVE) = c*qT,

DV v |r,=0, ¢ == .

De plus, 0 < ¢*(z,t) <1 p.p. dans Q.

Hamid, en collaboration avec Y. Amirat, a montré qu’il existe des suites
extraites de (pf), (u®) et () (encore notées (p°), (uf) et (c)) et des
fonctions p, u, et ¢ tel que, quand € — 0,

p° — p fortement dans L%(0,T; H'(Q)),
uf — u fortement dans (L*(Q7)),
¢ — c dans L>(Qr) faible-,

¢ uf — cu fortement dans (L?(Qr))4,

et le couple (p,c) est une solution faible du probléme limite suivant,
constitué d’'une équation elliptique couplée avec une équation de diffusion
convection dégénérée,

Vou=q"—q,u=—-——
w-v|r,=0, [ pdr=0,
Q
¢Oic+u-Ve+cqgt — V- (D°Ve) = c*qT,
D°Ve-v|r.=0, ¢ == ",
ou D° = |u|(d;E(u) + d¢(I — E(u))). De plus, 0 < ¢(x,t) < 1 p.p. dans

Q. Le résultat est obtenu a l'aide des techniques de compacité par com-
pensation (voir [23]).
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9. Ecoulements miscibles et compressibles en milieu poreux

9.1. Un résultat d’existence locale et d’unicité de solutions
classiques pour un systéme parabolique-hyperbolique

Hamid a étudié le systeme (1.8) sans terme de diffusion moléculaire ni
de dispersion. Le systeme couple une équation parabolique et un systeme
hyperbolique (N — 1) x (N — 1) semi-linéaire du ler ordre

k
Zzzcz +v U—q —-q, u=- Vp,
pler,er, -+, en—1)
acl a _ * + .
¢>—+v (ciu )—i—qbzicia—i-q ci=cq,1<i<N-1
(9.1)
Compte tenu de (1.7), le domaine admissible pour ¢ = (c1, ¢, ...,cn_1) est
N-1
K= {c = (c1,¢2, .oy CN—1) ; Z ci <1, ¢ >0, pour tout 1 < < N—l}.
i=1

On suppose que z; # z; si i # j, autrement l'ordre du systeme hyperbo-
lique peut étre réduit. Le systeme (9.1) est posé dans Q7 = Q x (0,7), ou
Q est un ouvert borné de R? (d = 2,3) de frontiere réguliere T, et muni
des conditions initiales et aux limites

u-v ’FT: 07 P ’t:(): Po, € |t:0: CO7 (92)

oit 't = I' x (0,T), v est la normale unitaire extérieure, et pg et c® sont la
pression initiale et le vecteur des concentrations initiales. On note pour m
et | entiers positifs et 0 < a, 8 < 1, par CH™+8(Qyp) 'espace de Holder
défini par
CHHemtB(Qr) = {u € C°(Qr); DJu, 0fu € C°(Qr),
pour [y| <1, 1 <k <m, et ||ulitam+p < oo},

ou

[ullivames = > sup [Diu(z,t)|+ > HX(DJu)+ > HY(DJu)
<t (@) €0y =t =t

+3° sup  [OFu(,t)] + H(Ou) + HY (9u),
kil (x7t)€§T
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HS(u)=  sup

z,yeQ,r#y ’.ﬁ - y’a
te(0,T)
u(x,t) —ulx,
Hﬁ(u) _ sup | ( ) ( )’ :
t B
t,re(0,T) t£T ’t - 7_‘
z€Q

avec la modification évidente lorsque m = 0. On note, pour tout réel
0<od<1,
N-1
Ks = {c: (c1,¢2, .., CN—1); Z ¢ <1—96, ¢g>dpourl <i< N — 1}.
i=1
Les hypotheses sont les suivantes. L’ouvert {2 est borné, simplement con-
nexe et sa frontiere I' est de classe C2T%; la fonction u est dans C°°(K)
et vérifie 0 < u_ < p(c) < u't, Ve € K ; les fonctions ¢, ¢~, ¢ sont dans
C1Ha/2(Qp) (1 <i < N—1) ; po est dans C*t%(Q) et vérifie la condition
0 _
de compatibilité %‘F = 0; la fonction ¢ est dans (C'F(Q))N—1, et il
v
existe 0 < §p < 1 tel que ? € Ks,.
Sous ces hypotheses, Hamid, en collaboration avec Y. Amirat (voir [22],
[24]) a établi le résultat suivant :

I existe un temps 7' > 0 tel que le probleme (9.1), (9.2) admet une
solution classique et une seule (p, ¢), avec

pe C2+a,1+o¢/2<ﬁT>7 ceKsN (Cl+a,a/2(§T) N Ca,lJroz/Q(ﬁT))Nfl.

9.2. Existence globale de solutions faibles du systéeme (1.8)

Hamid, en collaboration avec Y. Amirat et K. Hamdache (voir [17], [19])
a obtenu des résultats d’existence globale sous I’hypothese que la viscosité
© du mélange est constante. On suppose que l'ouvert €2 est simplement
connexe, N = 2, pg € HY(Q) et * € L>®(Q) avec 0 < ’(x) < 1 p.p. dans
€2, et les fonctions ¢ et k sont dans L>°(Q2) et vérifient (8.2). Alors :
(1) Sidpy > 0et dp > di > 0, le systeme (1.8), muni des conditions aux
limites et initiales

p ’t:(): Po, C ‘t:(): CO7 u-v ’FT: 07 DVC -V ‘FT: 07
admet une solution faible (p,c), p € L>(0,T; H'(2)) N H(0,T; L*(Q))
et ¢ dans L?(0,T; H'(Q)) vérifiant 0 < ¢(z,t) < 1 p.p. dans Q.
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(73) Si dp, = d; = d¢ = 0, le systeme (1.8) muni des conditions aux limites
et initiales

P li=0=po, ¢ |t=o=c", u-v |p,=0,
admet une solution faible (p,c), p € L>(0,T; H'(2)) N H(0,T; L*(Q))
et ¢ dans L™ (Qr) vérifiant 0 < ¢(x,t) <1 p.p. dans Q7.
Ces résultats sont obtenus en utilisant le théoreme du point fixe de Schau-
der et des arguments de compacité par compensation.

9.3. Existence globale de solutions faibles pour un systeme 1-
D, avec un terme de dispersion et sans terme de diffusion
moléculaire

Considérons le modele 1-D dans Q7 = Q x (0,T) avec Q2 = (0,1) :

a(c) Op + Oy = 0, 1 = ——— Do,
p(c)

U(O,t) = u(17t) =0, p(ac,()) = p0($)> (93)
Orc + 1 0zc+ b(c) Op — Op ((dm + dp |u]) Opc) = 0,
(dm + dp |u|) a’rc(yvt) =0 (y =0, 1)7 C($, 0) = CO(x)a
ot a(c) = z9+ (21 — 22) ¢ et b(c) = (21 — 2z2) ¢ (1 —¢). Supposons : d;,, > 0
et d, >0;pp € HY(Q) ;% € HY(2),0 < (z) <1 p.p. dans Q.

Hamid, en collaboration avec Y. Amirat, a montré qu’il existe une solu-
tion faible globale (p, ¢) du probléme (9.3), avec p dans L>(0, T; W11(Q))n
WH9(Qr), avec 1 < 0 < 2, et ¢ dans L= (Q7) N L2(0, T; H'(Q)) vérifiant
0 < ¢(x,t) < 1 p.p. dans Qp. Le résultat est obtenu en utilisant une
approximation “semi-Galerkin", la technique des solutions renormalisées
d’équations paraboliques, et des arguments de compacité par compensa-
tion (voir [21]).

Le cas d,,, = 0 est étudié dans [25]. Des questions d’homogénéisation
sont considérées dans [8], [11].
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