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Formule des genres pour le noyau sauvage étale

Hassan Asensouyis

Abstract

Let M/F be a Galois extension of number fields with Galois group G and p
an odd prime. We give an explicit description of the kernel and cokernel of the
natural map on étale wild kernels (W Két

2i−2M)G→W Két
2i−2F .

Introduction

Soit F un corps de nombres et soit p un nombre premier impair. La
théorie du corps de classes affirme que le groupe de classes de F est iso-
morphe au groupe de Galois de l’extension abélienne non-ramifiée maxi-
male de F . Les résultats de Tate [24] (i = 2) et Voevodsky [26] montrent
que, pour tout i ≥ 2, le groupe de K-théorie algébrique (tensorisé par Zp)
K2i−2F⊗Zp contient un sous-groupe fini remarquableWKét

2i−2F (le noyau
sauvage étale [16, 20]) qu’on peut voir comme un analogue “tordu” du
groupe de classes. La théorie d’Iwasawa permet de montrer queWKét

2i−2F
peut être réalisé comme groupe de Galois d’une extension abélienne non-
ramifiée de l’extension cyclotomique F (µp∞) obtenue par adjonction de
toutes les racines p-primaires de l’unité [22].

Soit maintenant M une extension galoisienne finie de F , de groupe de
Galois G. Si G est cyclique, la formule des genres de Chevalley permet
de relier l’ordre du groupe de classes de M (fixé par G) à celui de F .
Concernant le noyau sauvage étale, nous avons, pour i ≥ 2, un morphisme
fonctoriel

Ni : (WKét
2i−2M)G −→WKét

2i−2F

qu’on peut voir comme l’analogue de l’application norme sur les parties
p-primaires des groupes de classes d’idéaux

N : (AM )G −→ AF .

Mots-clés : K-theory, Galois cohomology, étale wild kernel.
Classification math. : 11R70, 11R34, 19F27.
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Comme pour le groupe de classes, une question naturelle est la détermina-
tion du noyau et conoyau du morphisme Ni. Dans ce sens, une formule des
genres dans le style de Chevalley pour le noyau sauvage étale a été obtenue
par Kolster–Movahhedi [14] pour une extension cyclique M/F de degré p
et par Griffiths [12] si M/F est cyclique d’exposant une puissance de p.
Si F (µp) contient suffisement de racines p-primaires de l’unité etM/F est
une p-extension galoisienne, vérifiant une certaine hypothèse sur la décom-
position des places de S, nous avons obtenu dans [1] une formule reliant
les ordres de (WKét

2i−2M)G et WKét
2i−2F analogue à celle de Chevalley.

Dans la perspective d’un résultat global, nous nous proposons de montrer
dans cet article une formule des genres pour le noyau sauvage étale dans
le cas d’une extension galoisienne quelconque de corps de nombres.

Soit S un ensemble fini de places de F contenant les places au-dessus
du nombre premier p et les places ramifiées dans M/F . Pour tout i ≥ 2,
notons H1

N (F,Zp(i)) le noyau de l’homomorphisme naturel

H1(F,Zp(i))
⊕v∈Sresv−→ ⊕v∈SH1(Fv,Zp(i)) � ⊕v∈S

H1(Fv,Zp(i))
NGvH

1(Mw,Zp(i))
,

où pour chaque v ∈ S, resv est le morphisme de restriction
resv : H1(F,Zp(i)) −→ H1(Fv,Zp(i)),

w est une place de M divisant v et Gv est le groupe de décomposition de
la place w. La formule des genres ainsi obtenue, dépend de la congruence
mod |∆| de l’entier i où ∆ := Gal(F (µp)/F ).

Si i 6≡ 1 mod |∆|, Ni est surjectif et son noyau est explicitement décrit.
Nous avons

Théorème. Soit M/F une extension galoisienne S-ramifiée de corps de
nombres, de groupe de Galois G. On suppose que i 6≡ 1 mod |∆|. Alors

|(WKét
2i−2M)G|

|WKét
2i−2F |

=
∏
v∈S |H1(Gv, H2(Mw,Zp(i)))|

[H1(F,Zp(i)) : H1
N (F,Zp(i))]

où, pour tout v ∈ S, w est une place de M au-dessus de v et Gv est son
groupe de décomposition.

Si i ≡ 1 mod |∆|, la formule des genres est plus compliquée et fait
intervenir un quotient X(i)

M/F de H2(G,H0(M,Qp/Zp(1 − i))∗) difficile à
contrôler.

2



Formule des genres pour le noyau sauvage étale

Théorème. Soit M/F une extension galoisienne S-ramifiée de corps de
nombres, de groupe de Galois G. On suppose que i ≡ 1 mod |∆|. Alors

|(WKét
2i−2M)G|

|WKét
2i−2F |

=
|X(i)

M/F | ·
∏
v∈S |H1(Gv, H2(Mw,Zp(i)))|

|H1(G,H0(M,Qp/Zp(1− i))∗)|[H1(F,Zp(i)) : H1
N (F,Zp(i))]

.

Notons que les facteurs locaux H1(Gv, H2(Mw,Zp(i))) sont faciles à
calculer.

Remerciements. Cet article est un extrait de la thèse que l’auteur a
soutenue à l’université Moulay Ismail. Je tiens à remercier mon directeur
de thèse J. Assim pour l’aide constante qu’il m’a apportée.

1. Préliminaires

Pour tout corps de nombres F d’anneau des entiers oF et tout nombre
premier impair p, soit S un ensemble fini de places de F contenant l’en-
semble Sp des places au-dessus de p et des places infinies. Notons GS =
GS(F ) le groupe de Galois de l’extension algébrique S-ramifiée maximale
de F .

Par passage à la limite projective dans la suite exacte de Poitou-Tate,
nous avons la suite exacte
H2(GS ,Zp(i))→ ⊕v∈SH2(Fv,Zp(i))→ H0 (F,Qp/Zp(1− i))∗ → 0,

où, pour un groupe A, A∗ est le dual de Pontryagin de A. Si i = 1, le
noyau de l’homomorphisme de localisation

Loc : H2(GS(F ),Zp(i))→ ⊕v∈SH2(Fv,Zp(i))
n’est autre que la partie p-primaire du groupe des S-classes de F , i.e. le
groupe de classes modulo les classes des diviseurs contenus dans S. No-
tons X∞ le groupe de Galois de la pro-p-extension abélienne de F (µp∞),
non-ramifiée et décomposant totalement toutes les places au-dessus de p,
et G∞ = G∞(F ) = Gal(F (µp∞)/F ). Pour i 6= 1, le noyau de l’homo-
morphisme de localisation Loc est isomorphe à X∞(i− 1)G∞ et est donc
indépendant de S contenant Sp ([22]). En particulier,WKét

2i−2F peut être
réalisé comme groupe de Galois d’une extension non-ramifiée de F (µp∞).
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(i) Pour i = 2, les résultats de Tate [24] montrent que ce noyau est
isomorphe à la partie p-primaire du noyau sauvage classique [18].
Comme conséquence de la conjecture de Bloch-Kato motivique mon-
trée par Voevodsky [26], on sait dorénavant que les caractères de
Chern p-adiques introduits par Soulé et Dwyer-Friedlander [23, 10]

ch
(p)
i,k : K2i−koF ⊗ Zp → Hk(GS(F ),Zp(i))

sont des isomorphismes pour i ≥ 2 et k = 1, 2. Par analogie avec
le cas i = 2, le noyau de l’homomorphisme de localisation Loc a
été baptisé noyau sauvage étale par Kolster [16] et Nguyen Quang
Do [20] et est noté WKét

2i−2F . Les résultats de Borel sur la finitude
des groupes de K-théorie algébrique K2i−2oF , i ≥ 2, entraînent en
particulier que le noyau sauvage étale WKét

2i−2F est fini pour tout
entier i ≥ 2.

(ii) Pour i ≤ 0, la finitude du noyau de l’homomorphisme de localisa-
tion ci-dessus est conjecturale [11, 22]. Le cas i = 0 correspond à la
conjecture de Leopoldt.

Le noyau sauvage étale peut donc être considéré comme un analogue tordu
du groupe de classes (tensorisé par Zp) et son étude est étroitement liée à
l’arithmétique du corps F (voir e.g. [24, 15, 14, 21, 4])

Soit maintenant M/F une extension galoisienne S-ramifiée de corps
de nombres, de groupe de Galois G. Nous avons deux applications de
corestriction et restriction

cor : H2(GS(M),Zp(i))→ H2(GS(F ),Zp(i))
et res : H2(GS(F ),Zp(i))→ H2(GS(M),Zp(i))G

pour tout entier i ≥ 2. Si i = 2, ces applications correspondent respective-
ment à l’homomorphisme transfert et extension pour le K2 [18]. Il est bien
connu que le noyau et le conoyau de l’homomorphisme res sont décrits à
l’aide de la G-cohomologie de H1(GS(M),Zp(i)) :

ker(res) ∼= H1(G,H1(GS(M),Zp(i)))
et coker(res) ∼= H2(G,H1(GS(M),Zp(i)))

(voir e.g. [13, 9, 17, 14]), et que la corestriction induit un isomorphisme,
noté encore cor,

H2(GS(M),Zp(i))G
∼−→ H2(GS(F ),Zp(i))
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(voir e.g. [17]). Des résultats analogues sont valables dans le cas d’une
extension de corps locaux. Notons ⊕̃v∈SH2(Fv,Zp(i)) le noyau de l’homo-
morphisme

⊕v∈SH2(Fv,Zp(i))→ H0(F,Qp/Zp(1− i))∗.
Nous avons alors, pour tout entier i ≥ 2, une suite exacte

0→WKét
2i−2F → H2(GS ,Zp(i))→ ⊕̃v∈SH2(Fv,Zp(i))→ 0. (1.1)

Les homomorphismes de restriction et de corestriction induisent respec-
tivement des morphismes

Ni : (WKét
2i−2M)G −→WKét

2i−2F

et fi : WKét
2i−2F −→ (WKét

2i−2M)G.
Les homomorphismesNi et fi sont les analogues respectifs des morphismes
sur les p-parties des groupes de classes d’idéaux

N : (AM )G −→ AF et f : AF −→ AGM

induits respectivement par la norme et l’extension des idéaux.
Nous terminons cette section par introduire les notations usuelles qui

seront utilisées dans tout le texte :
F • le groupe multiplicatif de F ;
µpn le groupe des racines pn-ièmes de l’unité, pour tout n≥ 0 ;
µp∞ le groupe de toutes les racines p-primaires de l’unité ;

µ(F ) =µp∞(F ) le groupe des racines p-primaires de l’unité contenues
dans F ;

Sp l’ensemble des places au-dessus de p et des places infinies ;
M une extension galoisienne finie de F ;
G le groupe de Galois Gal(M/F ) ;
S un ensemble fini de places de F , contenant Sp et les places

de F ramifiées dans M ;
GS =GS(F ) le groupe de Galois de l’extension algébrique S-ramifiée

maximale de F ;
F∞ la Zp-extension cyclotomique de F ;

Γ le groupe de Galois Gal(F∞/F ) ;
L∞ la pro-p-extension abélienne non-ramifiée maximale de

F∞, décomposant totalement toutes les places de F∞
au-dessus de p ;
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X∞(F ) le groupe de Galois Gal(L∞/F∞) ;
∆ le groupe de Galois Gal(F (µp)/F ) ' Gal(F (µp∞)/F∞) ;

G∞ le groupe de Galois Gal(F (µp∞)/F ) ;
H le groupe de Galois Gal(M∞/F∞) ;
H = Hab ⊗ Zp la partie p-primaire de l’abélianisé de H.

Si v est une place finie de F et w une place de M au-dessus de v, nous
notons

Fv,∞ la Zp-extension cyclotomique de Fv ;
Γv le groupe de Galois Gal(Fv,∞/Fv) ;
Γw le groupe de Galois Gal(Mw,∞/Mw) ;
Gv le groupe de Galois Gal(Mw/Fv) ;
∆v le groupe de Galois Gal(Fv(µp)/Fv) ' Gal(Fv(µp∞)/Fv,∞) ;
Hv le groupe de Galois Gal(Mw,∞/Fv,∞)) ;
Hv = Hab

v ⊗ Zp la partie p-primaire de l’abélianisé de Hv

Enfin, si A est un groupe abélien quelconque et n ≥ 1, notons nA le
noyau de la multiplication par n et A/n le conoyau. Si un groupe G opère
sur A, AG est le groupe des invariants par G et AG est le groupe des
co-invariants.

2. Formule des genres

Le but de cette section est d’expliciter le noyau et le conoyau de l’ho-
momorphisme naturel

Ni : (WKét
2i−2M)G −→WKét

2i−2F.

Par homologie, la suite exacte (1.1) donne un diagramme commutatif :

· · · → (WKét
2i−2M)G → H2(GS(M),Zp(i))G → (⊕̃v∈S,w|vH

2(Mw,Zp(i)))G → 0
↓ Ni o ↓ cor ↓ N ′i

0 → WKét
2i−2F → H2(GS(F ),Zp(i)) → ⊕̃v∈SH

2(Fv,Zp(i)) → 0
Ainsi

cokerNi ' kerN ′i
et kerNi ' coker(H1(G,H2(GS(M),Zp(i)))

α̃−→ H1(G, ⊕̃w|v,v∈SH2(Mw,Zp(i)))).
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Explicitons d’abord certains groupes d’homologie. Nous utiliserons sou-
vent la version suivante du lemme de Tate

Lemme (de Tate). Soit F un corps local ou global et soit G∞ le groupe
de Galois Gal(F (µp∞)/F ). Alors, pour k ≥ 1 et pour tout entier j 6= 0

Hk(G∞,Qp/Zp(j)) = 0,
(voir e.g. [22]).

Lemme 2.1. Soit i 6= 1. Alors
— H1(G,H0(M,Qp/Zp(1 − i))∗) ∼= H(i − 1)Γ si i ≡ 1 mod |∆| et 0

sinon.
— H1(Gv, H2(Mw,Zp(i))) ∼= Hv(i−1)Γv si i ≡ 1 mod |∆v| et 0 sinon.

Démonstration. Pour toute place v de F , soit w une place deM au-dessus
de v. Par le théorème de dualité locale, on a

H2(Mw,Zp(i)) ∼= H0(Mw,Qp/Zp(1− i))∗.
Si i 6≡ 1 mod |∆v|, H2(Mw,Zp(i)) est donc nul et on n’a à traiter que le
cas i ≡ 1 mod |∆v|. Utilisant le théorème de dualité pour la cohomologie
des groupes finis, il vient

H1(Gv, H2(Mw,Zp(i))) ∼= H1(Gv, H0(Mw,Qp/Zp(1− i)))∗.
Par inflation-restriction, on a les deux suites exactes

0→ H1(Gv, H0(Γw,Qp/Zp(1− i)))→ H1(Mw,∞/Fv,Qp/Zp(1− i))
→ H1(Γw,Qp/Zp(1− i))Gv = 0

et

0 = H1(Γv,Qp/Zp(1− i))→ H1(Mw,∞/Fv,Qp/Zp(1− i))
→ H1(Hv,Qp/Zp(1− i))Γv → H2(Γv,Qp/Zp(1− i)) = 0

où la nullité des groupes Hj(Γw,Qp/Zp(1 − i)) et Hj(Γv,Qp/Zp(1 − i)),
j = 1, 2, découle du lemme de Tate. On en déduit que

H1(Gv, H0(Γw,Qp/Zp(1− i))) ∼= H1(Hv,Qp/Zp(1− i))Γv .

Puisque Hv opère trivialement sur Qp/Zp(1− i),
H1(Gv, H0(Mw,Qp/Zp(1− i))) ∼= Hom(Hab

v ⊗ Zp(i− 1)Γv ,Qp/Zp),
ou encore

H1(Gv, H2(Mw,Zp(i))) ∼= Hv(i− 1)Γv .
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De même :
H1(G,H0(M,Qp/Zp(1− i))∗) ∼= H(i− 1)Γ. �

Pour déterminer le conoyau de l’homomorphisme

Ni : (WKét
2i−2M)G →WKét

2i−2F,

le diagramme commutatif

(⊕̃w|v,v∈SH2(Mw,Zp(i)))G
N ′i−→ ⊕̃v∈SH2(Fv,Zp(i))

↓ ←
↩

(⊕w|v,v∈SH2(Mw,Zp(i)))G
∼−→ ⊕v∈SH2(Fv,Zp(i))� �

(H0(M,Qp/Zp(1− i))∗)G
∼−→ H0(F,Qp/Zp(1− i))∗

montre que
cokerNi

∼= kerN ′i
∼= coker(H1(G,⊕w|v,v∈SH2(Mw,Zp(i)))

θ→ H1(G,H0(M,Qp/Zp(1− i))∗))
∼= coker(⊕v∈SHv(i− 1)Γv → H(i− 1)Γ)
∼= Gal(L∞ ∩M∞/F∞)(i− 1)Γ.

Nous avons ainsi une description du conoyau de Ni :

Proposition 2.2. Soit M/F une extension galoisienne de corps de
nombres. Alors

(1) Si i ≡ 1 mod |∆|,
cokerNi

∼= Gal (L∞ ∩M∞/F∞) (i− 1)Γ.

(2) L’homomorphisme Ni est surjectif exactement dans les cas sui-
vants :
— i 6≡ 1 mod |∆|
— i ≡ 1 mod |∆| et L∞ ∩M∞ = F∞.

La description du noyau est beaucoup plus compliquée, notamment
dans le cas i ≡ 1 mod |∆|. Rappelons que

kerNi
∼= coker(α̃ : H1(G,H2(GS(M),Zp(i)))

−→ H1(G, ⊕̃w|v,v∈SH2(Mw,Zp(i)))).
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Considérons le diagramme commutatif

H2(G,⊕w|v,v∈SH2(Mw,Zp(i)))
↓ κ

H2(G,H0(M,Qp/Zp(1− i))∗)
↓

H1(G,H2(GS(M),Zp(i)))
α̃−→ H1(G, ⊕̃w|v,v∈SH2(Mw,Zp(i)))

↓ o ↓
H1(G,H2(GS(M),Zp(i)))

α−→ H1(G,⊕w|v,v∈SH2(Mw,Zp(i)))
↓ θ

H1(G,H0(M,Qp/Zp(1− i))∗)

(2.1)

Une chasse dans ce diagramme donne la suite exacte

0 −→ ker α̃ −→ kerα −→ cokerκ
−→ coker α̃ −→ cokerα −→ Im θ −→ 0. (2.2)

Posons
X

(i)
M/F = Im(cokerκ −→ coker α̃)

En particulier

|X(i)
M/F | ≤ |H2(G,H0(M,Qp/Zp(1− i))∗)|.

Proposition 2.3. Soit M/F une extension galoisienne S-ramifiée de
corps de nombres, de groupe de Galois G. Pour tout i ≥ 2,

|(WKét
2i−2M)G|

|WKét
2i−2F |

=
|X(i)

M/F | · |cokerα|
|H1(G,H0(M,Qp/Zp(1− i))∗)|

.

Démonstration. La suite exacte (2.2) et la définition de X(i)
M/F donnent la

suite exacte

0 −→ X
(i)
M/F −→ coker α̃ −→ cokerα −→ Im θ −→ 0, (2.3)

avec
kerNi

∼= coker α̃.
— Si i 6≡ 1 mod |∆|, l’homomorphisme Ni est surjectif (Proposi-

tion 2.2) et les morphismes θ et κ sont nuls, donc

X
(i)
M/F = 0 et Im θ = 0.

9
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Par suite
kerNi

∼= cokerα,
d’où

|(WKét
2i−2M)G|

|WKét
2i−2F |

= |cokerα|.

— Si i ≡ 1 mod |∆|, la suite exacte (2.3) ci-dessus donne

| kerNi| =
|X(i)

M/F |.|cokerα|
|Im θ|

.

De plus, nous avons

|Im θ| · |coker θ| = |H1(G,H0(M,Qp/Zp(1− i))∗)|.

D’où

|(WKét
2i−2M)G|

|WKét
2i−2F |

=
|X(i)

M/F | · |cokerα|
|H1(G,H0(M,Qp/Zp(1− i))∗)|

. �

Nous allons maintenant expliciter le conoyau cokerα. Nous savons que

H1(G,⊕w|v,v∈SH2(Mw,Zp(i))) ∼= ⊕v∈SH1(Gv, H2(Mw,Zp(i)))

où pour toute place v ∈ S, on a choisi une place w de M au-dessus de v
et Gv est le groupe de décomposition de w. Les applications de restriction
naturelles

H1(GS(M),Zp(i)) −→ H1(Mw,Zp(i))
et H2(GS(M),Zp(i)) −→ H2(Mw,Zp(i))

donnent un diagramme commutatif

H1(G,H2(GS(M),Zp(i)))
α−→ ⊕v∈SH1(Gv, H2(Mw,Zp(i)))

↓ o ↓ o
Ĥ0(G,H1(M,Zp(i))) −→ ⊕v∈SĤ0(Gv, H1(Mw,Zp(i)))

où les morphismes verticaux sont donnés par un cup-produit et sont des
isomorphismes ([9, Proposition 3.1]).

Par suite

cokerα ∼= coker(Ĥ0(G,H1(M,Zp(i))) −→ ⊕v∈SĤ0(Gv, H1(Mw,Zp(i)))).
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Puisque les groupes H1(M,Zp(i)) et H1(Mw,Zp(i)) vérifient la descente
galoisienne (voir e.g. [17]), on obtient

cokerα ∼= coker( H1(F,Zp(i))
NG(H1(M,Zp(i)))

−→ ⊕v∈S
H1(Fv,Zp(i))

NGv (H1(Mw,Zp(i)))
) (∗).

D’autre part, pour chaque a ∈ H1(F,Zp(i)) et tout v ∈ S, notons
av = resv(a) son image par le morphisme de restriction

resv : H1(F,Zp(i)) −→ H1(Fv,Zp(i)).
Nous avons donc un homomorphisme naturel

H1(F,Zp(i))
⊕v∈Sresv−→ ⊕v∈SH1(Fv,Zp(i)) � ⊕v∈S

H1(Fv,Zp(i))
NGvH

1(Mw,Zp(i))
.

Définition. On définit H1
N (F,Zp(i)) comme étant l’ensemble des

éléments a ∈ H1(F,Zp(i)), tel que pour toute place v ∈ S, av ∈
NGv (H1(Mw,Zp(i))). En d’autres termes, H1

N (F,Zp(i)) est le noyau de
l’homomorphisme

H1(F,Zp(i)) −→ ⊕v∈S
H1(Fv,Zp(i))

NGvH
1(Mw,Zp(i))

,

où pour chaque v ∈ S, w est une place de M divisant v et Gv est son
groupe de décomposition.

Nous avons une formule des genres explicite pour le noyau sauvage
étale :

Théorème 2.4. Soit M/F une extension galoisienne S-ramifiée de corps
de nombres, de groupe de Galois G.

(1) On suppose que i ≡ 1 mod |∆|. Alors

|(WKét
2i−2M)G|

|WKét
2i−2F |

=
|X(i)

M/F | ·
∏
v∈S |Hv(i− 1)Γv |

|H(i− 1)Γ|[H1(F,Zp(i)) : H1
N (F,Zp(i))]

.

(2) On suppose que i 6≡ 1 mod |∆|. Alors

|(WKét
2i−2M)G|

|WKét
2i−2F |

=
∏
v∈S(i) |Hv(i− 1)Γv |

[H1(F,Zp(i)) : H1
N (F,Zp(i))]

,

où S(i) = {v ∈ S ; [Fv(µp) : Fv] divise (i− 1)}.

11
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Démonstration. Considérons l’homomorphisme

α : H1(G,H2(GS(M),Zp(i))) −→ ⊕v∈SH1(Gv, H2(Mw,Zp(i))),

on a

|cokerα| =
∏
v∈S |H1(Gv, H2(Mw,Zp(i)))|

|Imα|
.

D’autre part, par l’isomorphisme (∗) ci-dessus, on a

Imα ∼= H1(F,Zp(i))/H1
N (F,Zp(i)).

La proposition 2.3 et le lemme 2.1 permettent alors de conclure. �

Supposons maintenant que G est d’ordre un entier m ≥ 2. Alors

cokerα

∼= coker
(

H1(F,Zp(i))/m
NG(H1(M,Zp(i))/m) −→ ⊕v∈S

H1(Fv,Zp(i))/m
NGv (H1(Mw,Zp(i))/m)

)
.

Proposition 2.5. Pour tout v ∈ S, la surjection canonique

H1(Fv,Zp(i))/m
NGv (H1(Mw,Zp(i))/m) →

H1(Fv,Zp(i))/m
H1(Fv,Zp(i))/m

⋂
NGv (H1(Mw,Zp/m(i)))

est un isomorphisme.

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif

H1(Mw,Zp(i))/m ↪→ H1(Mw,Zp/m(i)) −→ mH
2(Mw,Zp(i)) −→ 0

↓ φ1 ↓ φ2 ↓ φ3
H1(Fv,Zp(i))/m ↪→ H1(Fv,Zp/m(i)) −→ mH

2(Fv,Zp(i)) −→ 0

où les morphismes φ1, φ2 et φ3 sont induits par la norme.
Pour prouver l’injection cokerφ1 ↪→ cokerφ2, nous allons procéder en

trois étapes :
(1) Si Fv = Fv,∞ ∩Mw alors,

mH
2(Mw,Zp(i)) ∼= mH

2(Fv,Zp(i))

puisque l’homomorphisme φ3 est l’élévation à la puissance [Fv,∞∩
Mw : Fv] ([12, Lemma 4.2.1]). Il s’ensuit que cokerφ1 ∼= cokerφ2.

12
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(2) Si Mw ⊂ Fv,∞ alors

cokerφ1 = H1(Fv,Zp(i))/m
NGv (H1(Mw,Zp(i))/m)

∼= H1(Gv, H2(Mw,Zp(i)))
= 0

par le lemme 2.1.
(3) Plus généralement, soit Mv = Fv,∞ ∩ Mw. Considérons le dia-

gramme commutatif

H1(Mw,Zp(i))/m ↪→ H1(Mw,Zp/m(i)) � mH
2(Mw,Zp(i))

↓ φ′1 ↓ φ′2 ↓ φ′3
H1(Mv,Zp(i))/m ↪→ H1(Mv,Zp/m(i)) � mH

2(Mv,Zp(i))
↓ φ′′1 ↓ φ′′2 ↓ φ′′3

H1(Fv,Zp(i))/m ↪→ H1(Fv,Zp/m(i)) � mH
2(Fv,Zp(i)).

On a φj = φ′′j ◦ φ′j pour j = 1, 2, 3.
Alors cokerφ′1 ∼= cokerφ′2 (cas 1) et cokerφ′′1 = 0 (cas 2). Le dia-
gramme commutatif

cokerφ′1 −→ cokerφ1 � cokerφ′′1 = 0
↓ o ↓ ↓

cokerφ′2 −→ cokerφ2 � cokerφ′′2
montre alors que cokerφ1 s’injecte dans cokerφ2. �

Pour tout entier m ≥ 2, notons

H1,m
N (F,Zp(i)) := ker(H1(F,Zp(i))/m −→ ⊕v∈S

H1(Fv,Zp(i))/m
NGvH

1(Mw,Zp/m(i))).

Grâce à la proposition 2.5, le théorème 2.4 ci-dessus s’énonce

Théorème 2.6. Soit M/F une extension galoisienne S-ramifiée de corps
de nombres, de groupe de Galois G d’ordre m.

(1) On suppose que i ≡ 1 mod |∆|. Alors

|(WKét
2i−2M)G|

|WKét
2i−2F |

=
|X(i)

M/F | ·
∏
v∈S |Hv(i− 1)Γv |

|H(i− 1)Γ|[H1(F,Zp(i))/m : H1,m
N (F,Zp(i))]

.

13
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(2) On suppose que i 6≡ 1 mod |∆|. Alors

|(WKét
2i−2M)G|

|WKét
2i−2F |

=
∏
v∈S(i) |Hv(i− 1)Γv |

[H1(F,Zp(i))/m : H1,m
N (F,Zp(i))]

,

où S(i) = {v ∈ S ; [Fv(µp) : Fv] divise (i− 1)}.

Si i ≡ 1 mod |∆|, la formule des genres ci-dessus fait intervenir
l’ordre de X

(i)
M/F qui semble difficile à contrôler. Faisons l’hypothèse

simplificatrice :

(H) L’homomorphisme

κ : H2(G,⊕w|v,v∈SH2(Mw,Zp(i)))
−→ H2(G,H0(M,Qp/Zp(1− i))∗)

est surjectif.

L’hypothèse (H) entraîne en particulier que X(i)
M/F = 0 et que Ni est

surjectif.

Remarque 2.7. L’hypothèse (H) est vérifiée par exemple s’il existe une
place v0 de F telle que

(1) H0(F,Qp/Zp(i− 1)) ∼= H0(Fv0 ,Qp/Zp(i− 1)) et
(2) v0 divise p et v0 ne se décompose pas, ou v0 est totalement et

modérément ramifiée dans l’extension M/F .
Si M/F est cyclique, la validité de l’hypothèse (H) est exactement équi-
valente à celle des conditions (1) et (2).

Avec les notations du théorème ci-dessus, nous avons

Corollaire 2.8. Soit M/F une extension galoisienne S-ramifiée de corps
de nombres, de groupe de Galois G d’ordre m. Supposons que i ≡ 1
mod |∆| et que l’hypothèse (H) est verifiée. Alors

|(WKét
2i−2M)G|

|WKét
2i−2F |

=
∏
v∈S |Hv(i− 1)Γv |

|H(i− 1)Γ| · [H1(F,Zp(i))/m : H1,m
N (F,Zp(i))]

.
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Supposons toujours que G est d’ordre m et soit r := ordp(m). Si µpr ⊆
E := F (µp), où µpr est le groupe des racines pr-ième de l’unité. La suite
exacte

0→ H1(F,Zp(i))/m→ H1(F,Zp/m(i))→ mH
2(F,Zp(i))→ 0

et la théorie de Kummer, montrent qu’il existe un sous-groupe D(i,m)
F de

E• tel que
H1(F,Zp(i))/m ∼= D

(i,m)
F /E•p

r (i− 1)
(voir e.g. [11, 6, 7, 25] où m est une puissance de p). Par analogie avec
le cas classique i = 2 [24], le groupe D(i,m)

F est appelé noyau de Tate
généralisé.

Puisque µpr ⊆ E, pr tue Hv et H,

Hv(i− 1)Γv
∼= (Hv)Γv (i− 1) si i ≡ 1 mod |∆v|

est donc isomorphe au groupe de Galois Gal(Mab
w,∞/Fv,∞)(i−1) où Mab

w,∞
est la pro-p-extension abélienne maximale de Fv,∞ contenue dans Mw,∞.
De même, si i ≡ 1 mod |∆|

H(i− 1)Γ ∼= Gal(Mab
∞/F∞)(i− 1)

où Mab
∞ est la pro-p-extension abélienne maximale de F∞ contenue dans

M∞. Supposons vérifiées les hypothèses (1) et (2) de la remarque 2.7.
Alors, d’une part l’hypothèse (H) est réalisée et d’autre part, d’après [8,
p. 198-199], on sait que s’il existe une place v0 qui ne se décompose pas
dansM/F , un élément de F • est une norme globale si et seulement s’il est
norme locale, c’est-à-dire que le principe de Hasse est verifié. La formule
des genres s’énonce :

Corollaire 2.9. Soit M/F une extension galoisienne S-ramifiée de corps
de nombres, de groupe de Galois G d’ordre m. On suppose que µpordp(m) ⊆
F (µp) et qu’il existe une place v0 de F vérifiant les hypothèses (1) et (2)
de la remarque 2.7.

(1) Si i ≡ 1 mod |∆|, alors

|(WKét
2i−2M)G|

|WKét
2i−2F |

=
∏
v∈S [Mab

w,∞ : Fv,∞]
[Mab
∞ : F∞] · [D(i,m)

F : D(i,m)
F ∩NM/FM•]

.
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(2) Si i 6≡ 1 mod |∆|, alors

|(WKét
2i−2M)G|

|WKét
2i−2F |

=
∏
v∈S(i) [Mab

w,∞ : Fv,∞]
[D(i,m)

F : D(i,m)
F ∩NM/FM•]

.

où S(i) = {v ∈ S ; [Fv(µp) : Fv] divise (i− 1)}.

Nous terminons par donner un critère de codescente pour le noyau sau-
vage étale qui dépend malheureusement de la validité de l’hypothèse (H)
si i ≡ 1 mod |∆|. Si i 6≡ 1 mod |∆|, rappelons la notation

S(i) = {v ∈ S ; [Fv(µp) : Fv] divise (i− 1)}.

Proposition 2.10. Soit M/F une extension galoisienne S-ramifiée de
corps de nombres, de groupe de Galois G. Si i ≡ 1 mod |∆|, on suppose
qu’il existe une place v0 de F vérifiant les hypothèses (1) et (2) de la
remarque 2.7.

Alors (WKét
2i−2M)G est isomorphe à WKét

2i−2F exactement dans les
cas suivants :

— l’entier i 6≡ 1 mod |∆| et l’homomorphisme

α : Ĥ0(G,H1(M,Zp(i))) −→ ⊕v∈S(i)Ĥ0(Gv, H1(Mw,Zp(i)))

est surjectif.
— l’entier i ≡ 1 mod |∆| et l’homomorphisme

α̃ : Ĥ0(G,H1(M,Zp(i))) −→ ⊕v∈S−{v0}Ĥ
0(Gv, H1(Mw,Zp(i)))

est surjectif.

Démonstration. Pour tout i ≥ 2 et sous l’hypothèse de la proposition dans
le cas i ≡ 1 mod |∆|, nous remarquons que l’homomorphisme

Ni : (WKét
2i−2M)G −→WKét

2i−2F

est surjectif. Rappelons que

α̃ : H1(G,H2(GS(M),Zp(i))) −→ H1(G, ⊕̃w|v,v∈SH2(Mw,Zp(i)))),
α : H1(G,H2(GS(M),Zp(i))) −→ H1(G,⊕w|v,v∈SH2(Mw,Zp(i))))

et kerNi
∼= cokerα̃.
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— Si i 6≡ 1 mod |∆|, les deux groupes ⊕̃w|v,v∈SH2(Mw,Zp(i)) et
⊕w|v,v∈SH2(Mw,Zp(i)) coïncident. Concernant les groupes

H1(Gw, H2(GS(M),Zp(i))) ∼= H1(Gw, H0(Mw,Qp/Zp(i))),

on voit que si [Fv(µp) : Fv] ne divise pas i − 1 le groupe
H0(Mw,Qp/Zp(i)) est trivial. Par suite,

kerNi
∼= coker(H1(G,H2(GS(M),Zp(i)))

α−→ ⊕v∈S(i)H1(Gv, H2(Mw,Zp(i))))
∼= coker(Ĥ0(G,H1(GS(M),Zp(i)))

−→ ⊕v∈S(i)Ĥ0(Gv, H1(Mw,Zp(i)))).

— Si i ≡ 1 mod |∆|, l’existence d’une place v0 de F vérifiant les hy-
pothèses (1) et (2) de la remarque 2.7 entraîne que Gv0

∼= G et

H0(Mw0 ,Qp/Zp(1− i)) ∼= H0(M,Qp/Zp(1− i)),

où w0 est la place de M au-dessus de v0. Le diagramme commu-
tatif (2.1), montre alors que pour j = 1 ou 2,

Hj(G, ⊕̃w|v,v∈SH2(Mw,Zp(i))) ∼= ⊕v∈S−{v0}Hj(Gw, H2(Mw,Zp(i))).

D’où

kerNi
∼= coker(H1(G,H2(GS(M),Zp(i)))

α̃−→ ⊕v∈S−{v0}H1(Gv, H2(Mw,Zp(i))))
∼= coker(Ĥ0(G,H1(GS(M),Zp(i)))

−→ ⊕v∈S−{v0}Ĥ
0(Gv, H1(Mw,Zp(i)))).

Le résultat en découle donc facilement. �

Exemple 2.11. On suppose que F est le corps Q des rationnels et que
i ≡ 1 mod |∆|. Soit M une extension galoisienne de Q telle que p ne se
décompose pas dans M/Q (v0 = p). Alors l’homomorhisme

α̃ : Ĥ0(G,H1(M,Zp(i))) −→ ⊕v∈S−{v0}Ĥ
0(Gv, H1(Mw,Zp(i)))

est surjectif si et seulement si M/Q est non-ramifiée en dehors d’un en-
semble de places {p, `} où ` est un nombre premier tel que ` ≡ 1 mod p
et p 6∈ (Z/`)p [5, §5]. Un tel ensemble de places {p, `} est dit i-primitif
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(voir e.g. [3, 6, 7, 5]). La notion d’ensembles i-primitifs généralise celle
d’ensembles primitifs introduite dans [19].

Ils ont également été utilisés pour minorer l’ordre du noyau et conoyau
de l’homomorphisme naturel

fi : H2(F,Zp(i)) −→ H2(M,Zp(i))G, (voir [6, 2]).
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