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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PASCAL 22, 267-344 (2015)

Espaces de séries de Dirichlet et leurs opérateurs
de composition

HERVE QUEFFELEC

Résumé

Ce survol est divisé en trois chapitres : le premier porte sur les propriétés
générales des séries de Dirichlet Zzo:l ann”° et de leur somme, et présente le point
de vue de Bohr (relévement). Le second étudie les espaces de Hardy-Dirichlet de
telles séries sur un demi-plan vertical, avec une application aux systemes de Riesz.
Le troisiéme enfin porte sur les opérateurs de composition agissant sur ces espaces
et leurs nombres d’approximation. Le comportement de ces nombres se révele assez
différent de ceux rencontrés dans le cas des espaces de Hardy classiques.

Chapitre 1 : Séries de Dirichlet

1.1. Introduction

Nous présentons ici un analogue multiplicatif des séries entieres, les
séries de Dirichlet, séries qui vont jouer un réle central tout au long de ce
travail.

1.1.1. Séries génératrices

Chacun connait 'importance de la série génératrice g(x) = >_,~0 unz",
associée & une suite (u,) de nombre complexes. Par exemple, dans le pro-
bléme combinatoire des parenthésages, la suite (u,) est donnée par son
premier terme ug = 1 et la relation de récurrence d’apparence compliquée
Untl = D peq UkUn—k. Mais la régle du produit de Cauchy transforme cette
relation en 1’équation algébrique zg%(z) = g(z) — 1, d’ou

R e ek Vl—‘lx:i

2z

g(x) 133”, 0<z<1/4

3
+

Mots-clés : Dirichlet series, Composition operators, Approximation numbers.
Classification math. : 47B33, 30B50, 30H10.
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2n
ce qui donne u, = Sliz De fagon générale, ces séries génératrices sont

bien adaptées a la théorie additive des nombres par le biais de I’équation
fonctionnelle

o =gt x o
pour %, j entiers > 0. Pour la théorie multiplicative des nombres, des séries
génératrices d’un autre type, les séries de Dirichlet, seront plus adaptées
par le biais de la nouvelle équation fonctionnelle

(i) =i x5~

pour i, j entiers > 1. Développons un peu ce point de vue.

S

1.1.2. Origine des séries de Dirichlet

Soit (an)n>1 une suite de nombres complexes. La fonction n +— a,
s'appelle une fonction arithmétique et la fonction A(z) = >, <, a, la
fonction sommatoire associée. Par exemple (notant a|b pour a divise b)

ap = QD(TL), M<n>7 d(n)7 1P(n)
ol ¢, i, d, 1p désignent respectivement : ¢ la “totient function” d’Euler,

soit le nombre d’entiers m < n et premiers avec n, u la fonction de Mobius
définie par
p(1) =1, p(n) =0sipln, p(n)=(=1)Fsin=p-px

ou p désigne un nombre premier et les p; des nombres premiers distincts, d
la fonction nombre de diviseurs de n et enfin 1p la fonction indicatrice de
I’ensemble P des nombres premiers. Comme on le voit, ces fonctions sont
treés irrégulieres, mais ont en moyenne des propriétés plus sympathiques,
qui se refleteront bien sur leur série de Dirichlet génératrice, définie plus
loin. Par exemple

> pld)=n, Y pu(d)=0sin>1 (1.1)
dln dn
Ou bien, lorsque x — oo :

Z d(n) = D(x) ~ zlogz, Z 1p(n) = m(x)

n<lx n<lx

X

~ . 1.2
log (12)

Ces relations demandent des preuves. (1.1) est élémentaire, mais les deux
relations de (1.2) constituent respectivement le probleme de 'hyperbole
de Dirichlet et le théoréme des nombres premiers !
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ESPACES DE SERIES DE DIRICHLET

Un type de régularité arithmétique se rencontre aussi souvent ; une fonc-
tion arithmétique f # 0 est dite

(1) Multiplicative si (m,n) =1 = f(mn) = f(m)f(n) (alors, f(1) =1).

(2) Compleétement multiplicative (c.m.) si f(mn) = f(m)f(n) pour tous
m,n > 1.

(3) Completement sous-multiplicative si f > 0 et f(mn) < f(m)f(n)
pour tous m,n > 1.

(4) Completement sur-multiplicative si f > 0 et f(mn) > f(m)f(n)
pour tous m,n > 1.

Par exemple, un caractére de Dirichlet est une fonction complétement
multiplicative. Les fonctions ¢, ui, d sont multiplicatives. La fonction d est
completement sous-multiplicative et la fonction ¢ est completement sur-
multiplicative. Prouvons ce dernier point : soit

m= H p*P, n = H PP, mn = H p? B avec ap, Bp > 0.
pEP peEP pEP
Nous avons
o(m) =m [] 6p avec 6, =1siap, =0et 6, =1—1/psiaq,>1.
peEP

De méme, ¢(n) = n[,cpep et @(mn) =: mn[],ep (p- Et on a toujours
Cp = Opep. En effet, 0, = ¢, = ¢, = 1 si o, = B, = 0. Et sinon ¢, =
1—-1/p > 0pep. Ces deux types de régularité (en moyenne ou arithmétique)
se refletent bien dans la série de Dirichlet génératrice de n — a, donnée
par (en termes d’intégrale de Stieltjes)

o0

G(s) = glann_s :/1 x *dA(z) avec A(x) = Z . (1.3)

/2 n<x
Rappelons par exemple que (p désignant toujours un nombre premier)

Proposition 1.1 (L. Euler). Soit f une fonction multiplicative sommable
(i.e. Y| f(n)| < o0) et de module < 1. Alors

Yo =TT+ 6] (1.4)
k=1

n>1 p

En particulier, si g est c.m. et |g(n)] <1, on a pour Res > 1

Co(s) =D gln)n™ =TI = g(@)p™)".

n>1 P
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Outre la brique qu’est la fonction ¢ := (; associée & g = 1, d’autres
séries de Dirichlet classiques sont
_ 1 s C(s)
S uln)n ™t = s, Sl = S
= ¢(s)" =1 ¢(2s)
—s C(S - 1) —S
Yopn)n™ = 2= Y dn)n~* = [((s)].
n>1 C(S) n>1

Ces identités sont immédiates en termes de produit de convolution de
Dirichlet, comme nous le verrons un peu plus loin. Par exemple I’identité
> dn P(d) = n, soit encore p x e = I avec e(n) =1 et I(n) = n pour tout
n > 1 donne
(D) n™) (D e(m)n™) = I(n)n~*,
n>1 n>1 n>1

c’est-a-dire la troisieme relation.

Le succes de la théorie des séries de Dirichlet est dii historiquement a
deux théoréemes majeurs :

(1) Le theoreme de la progression arithmétique de Dirichlet

(2) Le théoreme des nombres premiers de Hadamard et de la Vallée-

Poussin.

Plus généralement, soixante ans plus tard, les théoremes “taubériens” (Ike-
hara, Delange, cf. [7] p. 154) disaient en gros :

f fait ceci et ay, est “sage” (par exemple a,, > 0) implique A(x) fait cela.

C’est ainsi, comme on vient de le dire, que ’on peut prouver le théoreme
des nombres premiers (TNP), ou celui de Dirichlet sur les progressions
arithmétiques. Mais bien d’autres résultats encore.

Un autre point de vue, dii & H. Bohr, est d’étudier ces séries de Diri-
chlet pour elles-mémes, un peu comme on a étudié les espaces de Banach,
dont I'introduction était motivée par des problémes d’analyse classique, de
Fourier par exemple. C’est le chemin qui sera suivi ici, avec trois volets :

(1) Séries de Dirichlet individuelles (ce chapitre)
(2) Espaces de Banach de séries de Dirichlet
(3) Opérateurs de composition sur les espaces de séries de Dirichlet.

Aujourd’hui encore, une excellente référence pour la théorie des séries de
Dirichlet générales >.°° | a,e~*»* est le livre de Hardy et Riesz ([25]).
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1.2. Domaine de convergence
Nous utiliserons constamment la notation, pour tout nombre réel 6 :

Cop={se€C; Res > 0}.

1.2.1. Lemme de Jensen

Le point de départ de I’étude des séries de Dirichlet est I’analogue du
lemme d’Abel pour les séries entieres.

Lemme 1.2 (Jensen). Si une série de Dirichlet f(s) = 3,5 ann™°
converge en un point sg, elle converge uniformément dans tout secteur
de sommet sg

Re(s—s
Sa:{seC; IS_SO‘SW}

avec 0 < a < /2.

Pour la preuve, on renvoie & [48], chapitre 4.

1.2.2. Abscisse de convergence simple

D’apres le Lemme 1.2, on peut associer a chaque série de Dirichlet

f(s)=> apn™* (1.5)

n>1

un nombre o, > —o0, appelé I'abscisse de convergence, qui est I’analogue
du rayon de convergence pour une série entiére, et qui vérifie :

Res > 0. = (1.5) converge; Res < o, = (1.5) diverge.
De plus, f est holomorphe dans C,..

En effet, la série de fonctions holomorphes }°, ~; a,n™* converge unifor-

mément sur tout compact de C,, d’apres le lemme de Jensen.
Mais contrairement au cas des séries entieres, plusieurs autres abscisses
seront associées a (1.5). Observons déja que la plus simple des séries de
.. N - o 0o n _ 1 s
Dirichlet, analogue a la série entiere » 22" = 1=, n’est autre que la

série ((s) = > p2; n~*%, la fameuse fonction zeta de Riemann!
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1.3. Abscisses de convergence
1.3.1. Les formules de Bohr-Cahen

Pour une série de Dirichlet > 0% | a,n™%, toujours supposée diverger au
point 0, nous définissons de fagon évidente trois abscisses o, 0y, 0¢, T€S-
pectivement les abscisses de convergence absolue, uniforme, simple dans
un demi-plan vertical. Cahen puis Bohr ont montré les formules suivantes
([48], chapitre 4), analogues a la formule de Hadamard pour le rayon de
convergence d’une série entiere, a savoir, en posant

N .
S
n=1

N
*
y AN = Z‘an’
0 n=1

(1.6)

N N
Ay = Z an, Uy = sup‘ Z anpn~
n=1 teR 'y

Théoréeme 1.3. Les abscisses de convergence d’une série de Dirichlet qui
diverge en 0, 0. < 0, < 04, sont données par les formules
*
0o = limsup log Ay , Oy = limsup log UN, o. = limsup ———
N—oo logN N—o0 logN N—o00 log N( )
1.7

log [An|

On a de plus o0, — 0. < 1 et la constante 1 est optimale.
Une application de ces formules est le
Théoréme 1.4 (Bohr). On a toujours oq — oy, < 1/2, et c’est optimal.

Démonstration. On a clairement pour T > 0 :
2 1T & it |2
Uy > E apn't|“dt.

Dot U% > Zfzv:l lan|? en développant le carré du module, en intégrant
et en faisant tendre 7" vers I'infini. Ensuite, Cauchy-Schwarz donne A}, <

\/N(Zlgngl\f |an|*)'/? < VN Uy, puis
log A%y < 1 logUy

logN = 2  logN

et le début du résultat s’ensuit. L’optimalité de la constante 1/2 est un
résultat hautement non-trivial pour lequel on renvoie a ([48], p. 134). O

Une autre application est le
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Théoréme 1.5. Soit0 < a<1eta,=e"". Onaocg=1eto.=1—a.
En particulier, la différence o0, — 0. peut prendre toute valeur entre O et 1.

Démonstration. D’apres les formules de Bohr-Cahen, il suffit de montrer
que

Nous ferons la preuve seulement pour a < 1/2, utilisant une formule de
Euler-McLaurin & 'ordre 1 et notant {t} la partie fractionnaire de ¢ :

N N N
3 7 = | roar+ [ @

pour f de classe C! sur (0,00), intégrable en 0 ainsi que sa dérivée. Cela
donne ici

N aed N ey
AN = / €Zt dt + / {t} Z.Oétailelt dt =: [N + JN.
0 0

Une double intégration par parties montre que
lea

{xe"
On a clairement Jy = O(N®), d’ou le résultat puisque o < 1 — . Le cas
général est analogue, avec une formule d’Euler-McLaurin d’ordre de plus

en plus élevé quand « s’approche de 1. [l

ez‘N" 4 O(Nl_Qa).

In =

1.3.2. Produit de séries de Dirichlet

Dans cette section de survol, nous nous contenterons d’énoncés, pour
la preuve desquels nous renvoyons a ([48], chapitre 4). Voici I’analogue du
produit de Cauchy dans notre cadre.

Soit A(s) = > 00 apn* et B(s) = Y o, byn~® deux séries de Dirichlet,
et sg € C. Une sommation par paquets donne I'important résultat suivant
(méme si la preuve est évidente dans le premier cas) :

Théoréme 1.6. Supposons que les séries de Dirichlet A(s) = > 02 1 apn™*

et B(s) = > .02, bpyn™* sont absolument convergentes en sg, et soit C(s) =
A(s)B(s). Alors, C(so) = o021 can™ 0, ot ¢ = (¢p) est le produit de
Dirichlet de a = (a,) et b= (by,), c’est-a-dire (d|n signifiant d divise n) :

Cn = Zad brja = Z a;b;. (1.8)

dn ij=n
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Le résultat reste vrai st I'une des séries converge absolument, et l’autre
simplement, en sg.

A cause de limportance de cette formule, on écrit ¢ =axb=bx*a.
L’ensemble des fonctions arithmétiques, c’est-a-dire 'ensemble R de
toutes les fonctions f : N* — C, muni de l'addition naturelle et de la
convolution de Dirichlet (aussi appelée convolution arithmétique) * comme
produit, devient un anneau local dont 1’idéal maximal des éléments non-
inversibles est 1’ensemble des f telles que f(1) = 0, et dont 'unité § est
définie par

0(1)=1; d(n)=0sin>2.
Observons que R n’est pas noethérien car la suite (I,,) d’idéaux engendrés
par (p;%,p3°% ...,py°), ou (pn) désigne la suite des nombres premiers,
est croissante et non-stationnaire. Malgré tout, il a la jolie propriété de
finitude suivante ([17]) :

Théoreme 1.7. L’anneau R est factoriel.

Ce résultat a été étendu (de fagon non-triviale) au sous-anneau R. des
séries de Dirichlet convergentes ([8]), c’est-a-dire ayant une abscisse de
convergence o, < 00.

Théoréme 1.8. L’anneau R. est factoriel.

Deux éléments importants de R sont e défini par e(n) = 1 pour tout n €
N* et son inverse pour *, la fonction de Mdbius p déja évoquée définie par

n(l) =1
(=1)F si n=p1...pk (1.9)
p(n) = { :
0 sinon.
Avec cette définition, dans laquelle pq, ..., pg sont des nombres premiers

distincts, on vérifie facilement que p = e~!, & savoir :
Z,u(d) =1lsin=1et Zu(d) = 0 sinon.
dln dln

Cette définition tres artificielle de p est bien siir motivée par la fonction
zeta et son produit d’Euler :

((s)=> e(mn= =][a-p*)",

n=1 p
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d’out via (1.8)
1 —s —s
) ngﬂ p(n)n™*% = | I(l p~ %),

P
et en développant formellement le membre de droite, on arrive a la défi-
nition (1.9) de la fonction de M&bius.

On a dit que le théoreme 1.6 restait valable quand par exemple A est
absolument convergente et B convergente en sg, mais que la série C(sp)
peut diverger si A et B sont seulement convergentes en sg. Un exemple
est fourni par

a=>b, a, =epx(n), ou &, | 0 lentement
et ou x est le caractére non-principal modulo 3 :
x(3n) =0, xB3n+1)=1, x(3n+2) = —1.

Si ¢ = axb, on voit que ¢, = x(n)>
divisible par 3 :

len| = Z €igj > e2d(n), puis |con| > (n 4 1)(g9n)?.

ij=n

. . ] ?
ij=n €i€; et donc, si n n’est pas

On ajuste &, pour que ce dernier terme soit > 1. Alors, A et B = A
convergent en zéro, mais ¢, ne tend pas vers zéro.

Mais on pourrait espérer que C(sg + &) converge pour tout € > 0. Il
n’en est rien, et le théoréme suivant ([48], p. 113) est a priori surprenant,
et non-trivial :

Théoréme 1.9. Si A(s) => 72 apn™® et B(s) = > 721 byn™* convergent
en s =0, la série produit C' converges en % + 17 = s, pour tout T réel. Et
le résultat est optimal en ce qui concerne Res.

1.4. Comportement au bord

La aussi, on renvoie a ([48], chapitre 4) pour plus de détails. On sait
bien que toute série entieére a au moins un point singulier sur son cercle
de convergence. On pourrait penser que de méme une série de Dirichlet,
d’abscisse de convergence simple o, € R, a au moins un point singulier
sur sa droite de convergence Re s = .. Il n’en est rien. ..

Théoréme 1.10. [l eziste une série de Dirichlet A(s) = Y02 a,n™*
d’abscisse de convergence simple 0. = 0 et qui se prolonge en une fonction
entieére.
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Démonstration. On pourrait prendre pour A la fonction zeta alternée

o0

Als) = D (=)™ = (1= 2179)¢(s).

n=1
Voici un exemple plus élémentaire si on connait les rudiments sur la fonc-
tion I' : A(s) = Yoo gwp(n+1)7% ot (wy,) est la suite de Morse définie
inductivement par
wo =1, W = Wy, Want1 = —Wn.
Soit encore, si f(q) = > nepwnq"”,

flo) = (1= a)f(d*) (1.10)
Si Wy, = wg+ - - - +wp, une récurrence montre que |Wa,| =1, Wa,41 = 0.
On a donc 0. = 0. Et la série entiére génératrice de (w,,) est d’apres (1.10) :

F@) =3 wag” = [[(1—¢®) = Pla). Il <1 (L11)
n=0 7=0

En utilisant (1.11) et la représentation

1 o0
n+1)7°= —/ ts_le_("+1)tdt, Res >0
on obtient par permutation somme-intégrale
1 o0
A(s) = —/ t5~le7tP(eH)dt, Res > 1.
(s) () Jo (e™)

Mais le second membre est le produit de deux fonctions entieres, car ¢ —
P(e™!) a un zéro d’ordre infini & l'origine, qui compense la singularité de
t — t~1 pour toute valeur de s. [l

Il y a quand méme deux cas ol I’analogie avec les séries entiéres a lieu.

Théoréme 1.11 (Landau). Soit A(s) = > 02 apn™° une série de Diri-
chlet da coefficients a, positifs, d’abscisse de convergence o. = o, € R.
Alors, le point s = o, est un point singulier pour la somme A.

L’exemple de la fonction zeta, pour laquelle o. = 1 et seul le point 1
est singulier, montre que le résultat de Landau est optimal.

Tous les points de la droite SRe s = o, peuvent aussi étre singuliers (on
parle alors de coupure), comme dans le cas des séries entieres. On peut
utiliser I’analogue du théoreme de Borel pour les séries entieres (“le cercle
de convergence est en général une coupure”), sous forme d’un argument
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probabiliste ([33], p. 44). En pensant & I'espace H? des séries de Diri-
chlet a coefficients de carré sommable, qui jouera un réle important aux
chapitres 2 et 3 de ce travail, nous nous placerons plutét dans un cadre
topologique (théoréme de Baire) : soit © = {—1,1}" I’ensemble de Can-
tor abstrait dont on note les points w = (g,(w)). On dira que E C 2 est
quasi-sir si E contient un G5 dense. Soit aussi f(s) = >.°°; b,e *»* une
série de Dirichlet générale (i.e. A\, > 0 et A, croit strictement vers +o0)
d’abscisse de convergence absolue o, = a. On pose, pour tout w € 2,

fu(s) = i 5n(w)bn€_)\ns, avec 04(fu) = a.
n=1

Avec cette terminologie, on a le résultat suivant ([47], avec une coquille
p. 270) :

Théoréme 1.12. Soit f(s) = 350, bpe™*" une série de Dirichlet gé-
nérale d’abscisse de convergence absolue o, = o € R ;alors, la droite
Re s = « est quasi-sirement une coupure pour f,,.

Démonstration. Soit Q ’ensemble des rationnels, et E ’ensemble des w €
Q) tels que Re s = a n’est pas une coupure pour f,. On a

E:UEa,r,Na ola=a+it, teQ, reQ, NeN*

et ot B, N est I'ensemble des w tels que Y07 bnen(w)e "% a un prolon-
gement analytique (toujours noté f,,) a D(a,r) = {s; |s —a|] < r} avec
|ful < N pour s € D(a,r). Un argument de famille normale montre que
E, N est fermé dans Q. Si jamais wg = (6,) est intérieur a E,, v, soit
M un entier tel que e, (w’) = §,, pour n < M implique ' € E,, n. Pour
tout w € (1, on peut écrire

M 0 M
fu(s) = [Z Spbpe S 4 Z sn(w)bne_’\"s} + {Z(an(w) —6n)bne_’\"5}
n=1 n=M+1 n=1

= fw’(s) + P(S)
avec w’ € Eq, n et P un polynéme de Dirichlet. On peut donc étendre f,
a D(a,r) avec |fu(s)] < N + 25 M |bple (@) = €. Fixons 0 < p <
r/3 si bien que D(a + p,2p) C D(a,r). Les inégalités de Cauchy et une
dérivation terme a terme permise (noter que a + p € C,) impliquent
a4 p)| 1252 bugn(@)Mpe @)
i i = 2oy

i=0,1,...
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Cela ayant lieu pour tout choix de signes w, et puisque d’autre part
sup,, | o0 en(w)zn| > 302 |2,| pour toute série absolument conver-
gente > z, de complexes, on en déduit
Sy [bu|Mye et ac
J! ~ (20)
Fixons p < R < 2p, multiplions chaque terme de (1.12) par R’, ajoutons
et permutons, il vient

(1.12)

R
n(a+p—R)
7? 1: |by e An(atr=R) < 2C’J§O % < 00.

Mais ceci est impossible car a+p— R < «a. Cette contradiction montre que
chaque fermé F, , n est d’intérieur vide, ainsi que leur union dénombrable
E, par le théoreme de Baire. Le résultat est ainsi prouvé. ([l

Corollaire 1.13. Il existe une série de Dirichlet A(s) = Y o0 a,n™ % d
coefficients a, de carré sommable, soit 3" |a,|? < 0o, qui vérifie :

(1) 0e=1/2

(2) La droite de convergence Re s = 1/2 est une coupure pour A.

Démonstration. On applique le théoreme précédent avec A\, = logn et
by, = m, pour lequel on a o, (f) =1/2.Si f,(s) =X pry en(w)byn ™2,
on peut trouver wy tel que o¢(f,,) = 1/2 et la droite SRes = 1/2 est une
coupure pour f,,. Il n’y a plus qu’a prendre A = f,,,, soit a, = &, (wo)bn,
qui vérifie les deux conditions requises puisque

> 1

00
> lanl” =2
n=1

<00, et ol (A)=1/2 0
nzlnlogQ(n—i-l) >0 et oe(4) /

1.5. Point de vue de Bohr

Une série de Dirichlet > 22 | a,n™* est par définition une fonction d’une
variable complexe s. Mais H. Bohr a développé un point de vue original
qui en fait des fonctions de plusieurs variables complexes indépendantes,
voire d’une infinité de telles variables. Il se basait pour cela sur le théoréme
d’approximation diophantienne de Kronecker que nous allons d’abord dé-
crire.
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1.5.1. Théoréme de Kronecker

Définition 1.14. Une suite (z1,...,x,) de réels sera dite indépendante
si elle est linéairement indépendante dans le Z-module R, soit encore si

T
an:cj:()etnjGZ:>n1:-~:nr:0.
j=1
Un exemple fondamental dans ce travail est celui de z; = logp; ou

P1, - - -, pr sont des nombres premiers distincts. Cela est une reformulation
de l'unicité de la décomposition d’un entier en produit de facteurs pre-
miers. D’autre exemples sont x; = 67, ou encore z; = log(j + 6), ot1 0 est
un nombre transcendant. L’importance de cette notion tient au théoreme
d’approximation simultanée suivant, qui joue un réle essentiel en théorie
analytique des séries de Dirichlet

Théoréme 1.15 (Kronecker). Soit z1,...,x, des réels indépendants, soit
aussi wi,...,w, € T et € > 0. Alors, il existe t € R tel que

sup et —w;| <e.

1<j<r

De fagon équivalente, si f(t) = 3754 cje@it, on a toujours

1l = igﬂglf(t)\ =j§:1 )]

Ou encore si Kyu = (u1€™, ... ue?), avec u = (u;) € T", est le flot
de Kronecker associé¢ sur T", e = (1,...,1) et h(t) = Kie :
h:R — T" est d’image dense.
Pour la preuve (qui découle aussi du théoréme de Birkhoff-Khintchine &
venir), cf. ([48], p. 49-51). Voici une application du théoréme de Kronecker,
qui servira au chapitre 2.

Proposition 1.16. Soit f une fonction c.m. sommable. Alors
sup| > p(n) f(n)n™] = |u(n) f(n)].
tER p>1 n>1

En particulier, si T = a+1ip € Cq,

sup [1/¢(s +7)| = Y |u(n)[n™* =

s€Cop n=1 C(20&) .

279



Hervé QUEFFELEC

Démonstration. Soit M le sup en question. On a clairement
o0
M <Y |u(n) f(n)].
n=1

On observe ensuite que, pour tout entier N > 1 :

N ) N
Su]g\ > u(n)f(n)n'| =" u(n) f(n)]. (1.13)
te n=1 n=1

En effet, on peut par Kronecker trouver ¢ € R tel que —p® f(p) approche
|f(p)| pour p premier < N. Soit 1 < n < N. Sin a des facteurs carrés,
f(n)u(n)n® =|f(n)u(n)| =0.Sin=p;---p, est sans facteurs carrés, on a

p) fn'™ = T (~feppf) ~ 1T 1f i)l = 1)l = lu(n) f(n)].

1<y<r 1<j<r

I Sensuit que M > Yo |u(n) f(n)] — Sy () 7(n)]. Puis enfin
M > 520 |u(n) f(n)| en faisant tendre N vers l'infini. Le cas particulier
correspond & f(n) =n"". O

1.5.2. Théoréme de Birkhoff-Khintchine

Théoréme 1.17 (Birkhoff-Khintchine). Soit K; le flot de Kronecker asso-
cié a un r-uplet (z1,...,x,) de réels indépendants. Et soit m la mesure de
Haar sur le tore T". Alors on a pour toute fonction f : T — C continue :

T

im — [ f(Ke)dt = /T F(2)dm(z). (1.14)

T—oo T Jo

Plus généralement, si V C T" est un ouvert de frontiére Haar-négligeable,
m(0V) =0, et si f:T" — C est continue, on a

T
lim — / 1y (Kie) f(Kie)dt — / L(2) f(z)dm(z).  (L.15)
T—oo T 0 T
Démonstration. Vu la densité des polynomes trigonométriques dans les
fonctions continues sur T", il suffit de montrer (1.14) pour f un caractere
de T", i.e. f(2) =I[;—, zj%' avec z = (zj) € T" et a; € Z. L’indépendance
des x; joue un role clé pour montrer que les deux membres de (1.14) valent
0 quand les o ne sont pas tous nuls. Et ils valent trivialement 1 quand

tous les a; sont nuls. On en déduit (1.15) par approximation continue de
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1y. Plus précisément, étant donné € > 0, utilisant I’hypothese m(9V') = 0,
on peut trouver u,v continues positives telles que

u<ly <wv et /(v—u)dmﬁe

et ensuite on conclut aisément.
On pourrait aussi bien utiliser les limites de moyennes symétriques

1 T

1.5.3. Les transferts de Bohr

Bohr s’intéressait a ’abscisse de convergence uniforme o, pour la raison
suivante : si une série de Dirichlet > a,n™° de somme f est uniformément
convergente dans un demi-plan Cy, alors la restriction de f a toute droite
verticale fRe s = o avec o > 0 est presque-périodique (de plus, un théoréme
de convergence uniforme ([48]) a lieu quand f est bornée, comme on le
verra au chapitre 2 sous une forme quantitative). A cet effet, il a développé
une méthode originale pour étudier finement la norme-sup Uy apparais-
sant dans (1.7), que nous allons décrire : soit (p;) la suite croissante des
nombres premiers et soit f(s) = zﬁzl apn~® un polyndéme de Dirichlet.
Notons r I'indice tel que p, < N < pp41, soit encore r = 7(N), et écrivons
la décomposition d’un entier n < N en produit de facteurs premiers :

S

n= Hpaj(n p¢ avec a=a(n)=(a1(n),...,a.(n)) € N".

Notons comme précédemment (avec x; = logp;)

h(t) = Kee = (pf,...,p")-

Si o = a(n) et z = (21,...,2) € T", on définit le polynéme algébrique
Af par:

,
Ca = Qn, za:Hz et Af(z an
j=1

Observons maintenant que

T T

N it N ,
—Zt Z ann Z ( aJ(n ) _ Z an H(p;t)aj(n)’

j=1 n=1 j=1
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en d’autres termes on a la relation

F(=it) = Af[h(E). (1.16)

Cette équation fondamentale de Bohr est plus qu’une identité formelle.
En effet, on sait que h(R) est dense dans T" par le théoréme de Kronecker.
On pose

[Afllo =" sup  [Af(z)|=  sup  [Af(2)],

|21|==]zr|=1 |21]<1, .0, |2r|<1

la derniere égalité étant due au principe du maximum distingué pour les
fonctions analytiques dans le polydisque unité de C%. On pose aussi

1fllp = (Tll_r&:lp/; |f(—it)ypdt>i
et
a1l = ([ 1a7G)PEdm(:)"

On peut alors écrire :

[fllo = 1Aflloc et [Ifll, = Afllp, 1 <p<oo. (1.17)

La derniere égalité de (1.17) provient du théoreme de Birkhoff-
Khintchine appliqué a la fonction continue |Af|P. Voici une application
de la premiére égalité de (1.17) (cf. [48], p. 116).

Théoréme 1.18 (Bohr). Soit f(s) =Y 02 ayn™* avec o, < 0 et bornée
sur Co, i.e. ||flloo = supsec, [f(5)] < 00. Alors, on a

> lapl < [Iflloo-

p

En particulier, labscisse de convergence uniforme de > o> 1 pu(n)n=* est 1.

1.6. L’espace H”
1.6.1. Définition via Bohr

L’égalité (1.17) est fondamentale pour étudier l'espace de Hardy H”
(avec 1 < p < 00) des séries de Dirichlet, défini a priori comme le com-
plété des polynomes de Dirichlet P(s) = > _; ayn~® pour la norme de
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Besicovitch déja citée
1 (T 1/p
o g L D _
1Pl = (Jim o [ [P(=it)lPdt) = AP,
Mais le plongement isométrique P — AP, qui s’étend & ‘HP, nous permet
d’identifier HP et le sous-espace HP(T>) de LP(T*°) formé des fonctions
f € LP(T™) telles que, pour tout a = (a;) ¢ N le “narrow cone” de
H. Helson, on ait f(a) = 0. Et 'on a clairement 'inclusion contractante
1<p<qg=HTCHP

Le plus “gros” espace est donc H'. Le cas p = 2 est facile :

HP={f(s) = ann ™ |13 =D lanf* < oo}
n=1 n=1

Mais le cas général nécessite le théoreme de Birkhoff-Khintchine. Cette
définition de I'espace HP peut paraitre tres abstraite, mais un résultat
d’hypercontractivité de Helson ([29], voir aussi [30]), améliorant lui-méme
un résultat de méme nature di & Bayart ([9]), permet d’avoir une définition
plus manipulable, et en particulier de voir les éléments de HP comme des
fonctions analytiques sur C; /2 fait que nous exploiterons au chapitre 3 :

Théoréme 1.19 (Helson). Soit f € H'. Alors, f se représente par une
série de Dirichlet Y o2 1 apn™° telle que

= Jan )
(Z d(’;)> < £l (1.18)

n=1

En particulier, oq(f) < 1/2.

Dans cet énoncé, d(n) représente le nombre de diviseurs de n. Comme
il est notoire ([7], [31] p. 74) que d(n) < C.n® pour tout £ > 0, la seconde
partie de 1’énoncé découle de la premiere et de l'inégalité de Cauchy-
Schwarz. Quant a “se représente”, cela signifie qu’on peut associer de
facon unique a chaque f € HP une série de Dirichlet formelle >, a,n™*
avec, pour chaque n :

o0
a, = lim a), ou Pj(s) = E aln”?,

la suite de polynémes de Dirichlet (P;) étant de Cauchy dans HP. Le
théoréme nous dit que la série formelle est une série convergente, et un

283



Hervé QUEFFELEC

peu mieux (elle converge dans C, ;). Mais comme on va le voir, quand
p # 2, espace HP(T®°) n’est pas si sympathique que cela.

1.6.2. Non-complémentation de HP(T>)

Quand on veut étudier I'espace HP et ses opérateurs de composition
(chapitre 3), a l'aide du transfert de Bohr vers HP(T°), on rencontre une
difficulté intrinseque liée au nombre infini de variables qui sous-tend le
point de vue de Bohr, et se reflete dans le résultat suivant d’Ebenstein
([20]), qui mérite d’étre mieux connu.

Théoréme 1.20. Pour 1 < p < oo et p # 2, le sous-espace HP(T) n’est
pas complémenté dans LP(T).

Démonstration. Soit (e,)nez la base des caractéres de T (e, (t) = ™) et
soit R: LP(T) — HP(T) la projection de Riesz définie formellement par

R( Z anen) = Z G-
—00 0

On sait que R est bornée (théoreme de Riesz) et plus précisément que,

pour p # 2 ((32)) : 1

IR|| = e =:A, > 1. (1.19)
La preuve compléete de (1.19) est fort difficile, mais la minoration ||R| >
A, est élémentaire, et nous suffira. On identifie une fonction de H?(DD)
et sa valeur au bord dans HP(T), et on considére, pour 0 < v < 1/p, la
fonction g = g, définie par g(z) = (ifi)fy avec la détermination principale
du log dans le demi-plan droit. Il est clair que g € HP(D) et que, désignant
par o(6) le signe de 6 et posant 6 = (7/2)v, nous avons

9(e"”) = (icot(6/2))" = e Plg(e?)], |o] <.

Soit encore g = u + iv avec

u = cosd|g| et v=osind|g|.

Ecrivant g(z) = > 0 anz™, nous voyons que R(g) = g et R(g) = ag = 1.

Soit alors, pour «, 8 réels, f = au + ifv. Puisque |a + ib| = |a — ib| pour
a,b réels, on a |f| = |acosd + ifsin d| |g| ainsi que les deux relations
|| fllp = |ecosd +iBsindl| g, (1.20)

2f =(a+B)g+(a—B)g et 2R(f)=(a+B)g+ (a—p). (1.21)
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D’ou

12BNy < |+ Blllglly = lo = B
[fllp — lacosd +ifsin gl

Mais [|g||p, = ||g|lp = 0o quand v — 1/p, d’ot posant §y = o7

2||R[| =

atsl
do + i sin dy|

2||R]| =
| cos

Ajustant maintenant o = sin? 8y, 8 = cos® §y, on obtient

1 1
IRl = o= == :
2sindpcosdy  sinw/p

Maintenant, pour montrer que HP(T®) n’est pas complémenté dans
LP(T*°) pour 1 < p < oo et p # 2, on utilise un fait classique d’ana-
lyse harmonique : soit G un groupe abélien compact de mesure de Haar
m et de dual I', A C T et soit

L{ = {f € I"(G) s J(2)i= [ F()y(~t)dm(®) = 0 pour 7 ¢ A}.
Fait. S’il existe une projection continue @ : LP(G) — L%, il existe une
autre projection continue P : LP(G) — L% telle que

P(y)=vysiveAet P(y)=0sivy¢A. (1.22)

On définit pour cela P par I'intégrale vectorielle

P(f) = /G T QTi(f)dm(t)

ou Ty est I'opérateur de translation défini par T, f(x) = f(z + a). Cela
est permis puisque la translation ¢ — T3 f : G — LP(QG) est continue pour
p < o0o. Cette nouvelle projection vérifie || P|| < ||Q]| et commute avec les
translations T}, d’ou la relation (1.22) par un calcul facile.

Utilisons le fait précédent dans le cas

G=T>® I =27 A=NC

(Ce A s’appelle le “narrow cone” de Helson comme on I’a déja dit). Suppo-
sons que LA est complémenté dans LP(T). Soit donc P : LP(T*) — L{
une projection continue vérifiant (1.22). Soit € > 0 et f € LP(T) telle que
| fll, =1et ||R(f)]lp > Ap —e. Puis soit N un entier > 1 et fn € LP(T*)
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définie par fy = f®@ f---®@ f N fois, c’est-a-dire fn(z) =[], f(z;) si
x = (xj) € T. Il est clair que ||fn|lp, =1 et que

P(fn)=Rf®---@Rf etdonc |P(fn)]p= RO

Par suite, ||[P|| > (A, — 5)N puis ||P|| > AZ. Mais cela est impossible
car Aév — oo avec N puisque A, > 1! Cette contradiction montre le
théoréeme 1.20. O

Remarque 1.21. Cette preuve illustre aussi 'importance des phénomenes
(d’hyper)contractivité, comme c¢’était déja le cas pour le théoreme 1.19.
Le simple fait qu'un opérateur R en dimension un ait une norme > 1
empéche sa “tensorisation infinie”(méme si, par itération du théoreme de
Riesz, HP(TV) est complémenté dans LP(TY) pour tout entier N fixé).
Si au contraire un opérateur 7' en dimension un a une norme < 1, sa
tensorisation est souvent possible et se révele tres utile (voir [9] et [29] par
exemple).
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Chapitre 2 : Espaces de séries de Dirichlet

2.1. Définitions hilbertiennes

2.1.1.

Suites de Riesz

Les définitions suivantes (cf. [57]) nous serviront dans la suite de ce
chapitre, et au chapitre suivant sur les opérateurs de composition. Soit H
un espace de Hilbert et (x;);>1 une suite de H. Nous dirons que

(1)

(4)

(x;) est une suite de Riesz supérieure s'il existe une constante B < 0o
(appelée constante de Riesz supérieure) telle que

1D Njasll* < By Iy 2l
pour toute suite finie ();) de scalaires (“le carré de la somme est

dominé par la somme des carrés”).

(x;) est une suite de Riesz inférieure s’il existe une constante A > 0
(appelée constante de Riesz inférieure) telle que

1Y Nasll* > A% D I Pl
pour toute suite finie (\;) de scalaires (“le carré de la somme domine

la somme des carrés”).

(x) est une suite de Riesz s’il existe deux constantes A et B telles
que

AT NP P < 1Y Aasl? < B2 Pl
pour toute suite finie ();) de scalaires (“le carré de la somme est

comme la somme des carrés”). Autrement dit, les suites de Riesz sont
celles qui sont & la fois de Riesz supérieures et de Riesz inférieures.

(x) est une base de Riesz si (x;) est une suite de Riesz qui est de
plus totale dans H : I’espace engendré par les x; est dense dans H.

Remarque 2.1. 11 est clair qu'une suite de Riesz supérieure n’est pas tou-
jours une suite de Riesz inférieure, car on peut répéter des vecteurs :
par exemple x9j_1 = x2; = e; ol (e;);>1 est une base hilbertienne de
H. C’est essentiellement la seule chose qu’on peut faire. La conjecture
de Kadison-Singer ou plutét de Feichtinger, résolue affirmativement par
Marcus, Spielman, Srivastava (cf. article d’E. Matheron dans ces Annales)
devient le théoréme suivant ([39])
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Théoréme 2.2. Toute suite de Riesz supérieure (x;) normalisée, au sens
010 < a < ||z;]| <b< oo, est union finie de suites de Riesz.

On peut maintenant se demander si une suite de Riesz inférieure nor-
malisée n’est pas automatiquement une suite de Riesz supérieure, d’autant

. K, . .
que cela arrive quand Tj = 7“]( z I est une suite normalisée de noyaux re-
2.
J

produisants de I'espace H? du disque ([22] p. 278, [54]). Dans le jargon
des spécialistes (cf. sous-sections suivantes), une suite d’interpolation (ici
la suite (z;)) est une suite de Carleson (pour H?). Et K. Seip ([53]) m’a
informé du fait que cela reste vrai pour d’autres espaces de Hilbert de fonc-
tions, par exemple les espaces de Bergman, Paley-Wiener et Fock. Mais
cela n’est pas impliqué par la propriété de Nevanlinna-Pick complete, qui
irait plutot en sens opposé.

Voici un contre-exemple dans le cas général ([15]) que m’a indiqué J.F.
Burnol ; cet exemple est en dimension 7, mais s’étend immédiatement par
somme hilbertienne & la dimension infinie. Soit (e;)1<j<n la base canonique
de C" et u le vecteur unitaire (1//n) 37, e;, ainsi que T' I'opérateur qui
agit comme I sur u* et comme /n I sur la droite engendrée par u (I étant
l'identité de C™). On pose z; = T'(e;) et on voit que

ej = (1/v/n)u+vj avec (vj,u) =0, z; =u+vj, 1 < |lzj]| < V2.

La suite (x;) est de Riesz supérieure avec une constante explosive, car

n n 1/2
1> il = nllull =n alors que (3 [lay)?) T < v2n.
j=1

i=1
Par contre, elle est de Riesz inférieure avec une constante uniformément
minorée quand n — oo. On a en effet, en utilisant le symbole de Kronecker

1
<£L'],.1'k> =1+ <Uj,’l)k> = (1 - E) +5J7k

si bien que, pour toute suite (\;) de scalaires :

n

n o 1 n n
I NzlP = > Nelag,ar) =) ])\j\2+(1—ﬁ)] Z)‘j’2 >IN
i=1 =1 i=1

1<jk<n j=1

2.1.2. Suites de Carleson

Définition 2.3 ([57]). Soit H un espace de Hilbert et (z;);>1 une suite
de vecteurs non nuls de H. On pose y; = x;/||z;|| (souvent, z; est normée,
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i.e. ||z;]| = 1). Nous dirons que (x;) est une suite de Bessel sil existe une
constante C telle que

S ) < Cllzl?, Vo e H.

J=1

(nous mettons ici C' au lieu de C? pour nous conformer aux usages sur les
mesures de Carleson). La meilleure constante C' s’appelle la constante de
Bessel de (7;) (sil existait aussi une minoration >332, [z, y;)]? > cl|lz|?,
on dirait que (z;) est un frame).

Les suites de Bessel normées ne sont autres que les suites de Riesz
supérieures ([12]), comme le montre la

Proposition 2.4 (Boas). Soit (x;) une suite normée de H. Alors, (x;)
est de Riesz supérieure si et seulement si elle est de Bessel. De plus, si C
est sa constante de Bessel, CY/? est sa constante de Riesz supérieure.

Démonstration. Par définition, (x;) est de Riesz supérieure avec constante
B si et seulement si || 35, A; zi]]? < B2||Zj Ajejl|? ot (ej)j>1 désigne
la base canonique de ¢2, donc s’il existe un opérateur T : (> — H tel
que T(ej) = z; et |T| < B. L'opérateur adjoint T* : H — (2 vérifie

IT*|| = |IT|| et il est donné via un calcul facile par
T (x) = ((z, 7)) 21
ce qui implique immédiatement le résultat. [l

Nous particularisons maintenant au cas d’un espace de Hilbert H de
fonctions définies sur un espace topologique €2, de noyau reproduisant K,
c’est-a-dire

f(a) = (f,K,) pourtoute fe H ettout ac.

(1) Une mesure borélienne positive u sur  est une mesure de Carleson
pour H s’il existe une constante C' telle que

[ 1Pdu() < CUpP, s e .

La meilleure constante C' s’appelle la norme de Carleson de p, et se
note C' = |[ulle, -
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(2) Soit Z = (z;) une suite de points de 2. On dit que Z est une suite
de Carleson si la suite de vecteurs x; = || K, || 'K, est de Bessel,
autrement dit si la mesure discrete

-2
Kz,H = Z HKZJH 523‘
J

est de Carleson pour H. La constante de Carleson de (z;) est par
définition ||pz # e, ou encore la constante de Bessel de (x;).

2.1.3. Suites d’interpolation

Définition 2.5. On dit qu'une suite X = (x;) d’'un espace de Hilbert
H est une suite d’interpolation (ou de Riesz-Fischer) si, pour tout w =
(w;) € €2, on peut trouver = € H tel que

(T, zj) =wy, j=1,2,.... (2.1)

Alors, il existe une constante C' telle que 'on puisse trouver un tel z
avec ||z|| < C|lw||. Soit en effet M ’espace fermé engendré par les x; et
T : ¢? — M définie par T(w) = z ot & € M vérifie (2.1), ce vecteur exis-
tant (remplacer x par sa projection orthogonale sur M) et étant unique.
L’application T' est linéaire, a son graphe fermé, et donc est continue.
Et la constante C' = ||T'|| convient. Le lemme de Zabrejko ([56], p. 190),
appliqué & la semi-norme sigma-sous-additive sur ¢2 définie par

N(w) = inf{l|lz| ; (z,z;) =w; Vj}

donnerait aussi l'existence de C. Le meilleur C' possible s’appelle la
constante d’interpolation de X, et se note My (X).

Les suites d’interpolation normées ne sont autres que les suites de Riesz
inférieures ([12]), comme le montre la

Proposition 2.6 (Boas). Soit X = (x;) une suite normée de H. Alors,
(xj) est de Riesz inférieure si et seulement si elle est d’interpolation.
De plus, si My(X) est sa constante d’interpolation, [Mpy(X)]™! est sa
constante de Riesz inférieure.

Démonstration. Soit M 'espace fermé engendré par les x;, qu’on a sup-
posés normés. De nouveau, si X est de Riesz inférieure de constante A,
il existe par définition S : M — £2 telle que S(z;) = e; pour tout j et
|S|| < A~L. L’adjoint S* vérifie

(S*(w),z;) = (w,e;) =w; Yw = (wg) € L2, Vj>1
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avec [|S*(w)]| < ||S]|lw] < A7Y||wl|, ce qui montre que X est d’interpola-
tion avec My (X) < A~1. La réciproque s’établit de méme, en considérant
'adjoint de I'opérateur T : £2 — M défini apres (2.1) qui vérifiera

T* ( Z )\jl’j) = Z )\jej
J J
et donnera pour (z;) une constante de Riesz inférieure A > [My(X)]71. O

Passons au cas d’'un espace de Hilbert H de fonctions définies sur un
espace topologique (2, de noyau reproduisant K,. La suite de points Z =
(zj) C Q est une suite d’interpolation pour H si la suite de vecteurs
zj = K., ||t K., est d’interpolation, ou encore si, pour toute suite (w;)
telle que T'on ait 3°; |w;|?|| K[| 7% < oo, il existe f € H telle que

1/2

(FK) = Fz) =w; et [IF] < C(D lwyPIK,1172)
J

2.2. Critéres de “Rieszitude”

Le sous-espace E engendré par des K, s’appelle un espace modele. La
proposition suivante reformule les Propositions 2.4 et 2.6, appliquées a
la suite z; = ||K,,||! K., dans le langage des espaces de fonctions, et
donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite (K;) de
noyaux reproduisants soit une suite de Riesz supérieure (resp. inférieure)
pour l'espace modele E qu’elle engendre, avec controle des constantes.

Proposition 2.7. Soit Z = (z;) une suite finie dans Q. Alors

1/2
(1) | S5 MK, 12 < Nznlle.n S5 0PI 12, et de plus |lnzull¢ 5 est
la constante de Riesz supérieure de (sz)
(2) |12 NE, 17 = [Mu(Z))72 525 INPIES |1, et de plus [Mu(Z)]7
est la constante de Riesz inférieure de (K;).

Remarque 2.8. On pourrait se contenter de parler de suites de Bessel et
de suites de Riesz-Fischer, mais ce “langage a la Carleson” munit d’une
intuition géométrique utile (via un théoreme de plongement de Carleson)
dans I'étude des opérateurs de composition C,, associés a une application
holomorphe ¢ : © — Q lorsque € est un ouvert du plan complexe (le
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disque unité, ou un demi-plan pour les séries de Dirichlet). Ces opérateurs
(cf. chapitre 3) sont formellement définis par

Co(f)=fop, avec C,:H — H(Q).

2.3. L’espace de Hilbert >
Rappelons la notation, pour tout nombre réel 6 :

Cop={se€C; Res > 0}.

2.3.1. Bases de dilatées de ’espace de Hilbert L?(0,1)

Soit H l'espace de Hilbert L2(0,1). On convient qu'une fonction ¢ € H
s’étend d’abord en une fonction impaire sur (—1,1) puis en une fonc-
tion 2-périodique sur R, toujours notée ¢. On remarque (exercice) que
si (x) = V2 sinma, les dilatées 1, (z) = ¥(nz), n = 1,2,... forment
une base orthonormale de H ou encore que toute fonction ¢ € H a un
développement de Fourier

o o
o(z) = Z anV2 sinnmx  avec Z |an|? < oo.
n=1 n=1

Et il est naturel de se demander quelles sont les fonctions ¢ € H qui
possedent la méme propriété. La question posée est tout & fait naturelle
et dans l'esprit du théoréme de Wiener sur la totalité des translatées
d’une fonction (remplacées ici par leurs dilatées). Mais elle est trop ri-
gide : seules les fonction a1y/2sin7z avec |a;| = 1 conviennent, ce qui
demande une preuve ([14], théoréme 2.4, voir aussi la remarque 2 qui suit
le théoreme 2.30). Assouplissons-la en demandant

(1) Quelles sont les ¢ € H telles que les (¢y,),>1 forment une base de
Riesz de H?

(2) Quelles sont les ¢ € H telles que les (¢p)n>1 forment un systeme
total de H 7

Comme on le verra, il existe une réponse satisfaisante a la premiere ques-
tion, en termes de séries de Dirichlet. Considérons la correspondance

o(z) = Z anV2sinnmz € H — Sp(s) = Z apn”®.
n=1

n=1
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Puisque Y2, |a,|? < 0o, cela ameéne naturellement & considérer I'espace
H? défini ainsi :
oo oo
H? = {f(s) = Z anpn”® ; Z lan)? =: || fII* < oo} (2.2)
n=1 n=1
Puisque
[0.9]
feH? eta>1/2:>2|an|n_"<oo
n=1
par Cauchy-Schwarz, on voit que H? est un espace de Hilbert de fonctions
analytiques sur C; /5 et que les fonctions u,, définies par u,(s) =n=°, n =
1,2,..., forment une base orthonormale de 2. Le noyau reproduisant K,
de H?, c’est-a-dire
fla)=(f, Ka) Vfe?

est donc donné pour s,a € Cy /5 par

K,(s) = Z Un(a) un(s) = ((s +a) avec ||K,||? = Kq(a) = ((2%Rea).
n=1

On a aussi clairement K((zj ) e H? pour tout entier j > 0 et de plus

D) = (f, K vfeH

Une réponse complete a la Question 1 sera donnée en termes de I'espace
des multiplicateurs de H? et de la “fonction génératrice” S¢. Considérons
I’exemple fondateur suivant.

2.3.2. L’exemple de Wintner
Soit 7 € Cy/p et ¢ = ¢7 € H de développement de Fourier

o(z) = V2 Z sinrimc‘ (2.3)
n=1

n
Wintner a démontré

Théoreme 2.9 (Wintner). Siyp = ¢ avec T € Cy /5 est comme dans (2.3),
les dilatées (ppn)n>1 sont totales dans H.

Démonstration. Voici une preuve simple, basée sur le lemme classique sui-
vant :
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Lemme 2.10. Soit (a,,) une série absolument convergente de complexes
telle que Sq = Y 7o;aka = 0 pour tout entier d > 1. Alors, amy = 0
identiquement.

Démonstration du lemme. On utilise un argument de crible basé sur la
fonction de Mobius ¢ en notant que, pour tout entier n > 1 :

S oud)Si= D am=0
dln (m,n)=1

ou (m,n) désigne le p.g.c.d des entiers m et n. En effet, le membre de
droite vaut (séparation des variables)

Z (Z u( ) ZQW(ZN ):Zﬂ(d)(zakd)-

m=1 d|(m,n) dm, d|n k>1
dln

Il en résulte que

ap = — Z Am,

(m.n)=1,

la1| < Z |-

(m,n)=1,
m>1

En prenant n = p;---py ou (p;) est la suite des nombres premiers, on

obtient
a1l < 7 lam|
m>pN
puis a1 = 0 en faisant tendre IV vers l'infini. Soit ensuite [ un entier > 1
et by = aix. On a Y 1~ |bi| < 00 et Y i bka = Sig = 0 pour tout d > 1.
Par ce qui précede, a; = by = 0. - U

Finissons maintenant la preuve du théoreme 2.9. Pour cela, posons une
fois pour toutes e;j(x) = V2sin 2mjx et considérons g = Z;’;l gjej € H,
orthogonale aux ¢, = Y 70| k™7 ey,. Alors

o0

0= (pn.g) = ng: Z T

Les hypotheses du lemme sont vérifiées pour la suite a,,, = g, m~7, som-
mable puisque ReT > 1/2 et (gm) € £2. On en déduit que tous les g, et
g sont nuls, ce qui acheve la preuve. O
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Le lemme devient faux en 'absence de convergence absolue, comme le

montre ’exemple a,, = @ ou A est la fonction compléetement multiplica-

tive de Liouville ([45], p. 29), qui vaut —1 sur les nombres premiers. Un

autre exemple, signalé par O. Ramaré ([50]), est a,, = %”) ou u est la

fonction de Mobius. Voici la preuve.

Proposition 2.11. Soit g un entier > 1. Alors

i wan) _
n=1 n

(c’est-a-dire que la série converge avec somme nulle).

Démonstration. Soit xo le caracteére principal modulo ¢ et L(s,xo) =

o1 XO( )| d’inverse (par produit d’Euler et puisque u(p) = —1 et u(p*) =
0 pour k > 2)
p(n XO _ o
1/L(s, xo) = Z ) ) HIa-»)7"

plg

Nous avons alors pour Res > 1 :

> ulgn)n™ = > plq)u(n)n™ = p(q) > p(n)xo(n)n=*
n=1

n>1, n>1
(g,n)=1 -

= u(q 1H 1- =: G(s).
plq

Le produit fini jouant un role inerte, cela implique par le lemme taubérien
complexe d’Ingham-Newman ([34], p. 133) : >_o° “(qn) =G(1)=0. O

n=1

Remarque 2.12. De tres intéressants compléments au théoreme de Wint-
ner, avec des exemples de suites orthonormales “exotiques” de dilatées, se
trouvent dans l'article [14]. En particulier (théoréme 3.1 de cet article) si
o(x) = 32 apyV/2sinnmz avee 3.0° | |an| < oo, alors () est une suite
orthonormale si et seulement si, posant Sp(s) =Y o>, ap,n™ %, on a

o
|Sp(—iy)| = | Z apn®| =1 pour tout y € R. (2.4)

n=1
Soit en effet T(y) = |Se(—iy)]* = X,us1 amn(2)? et p la mesure
de Haar du compactifié de Bohr R de R ([48], ch.1), pour laquelle les
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exponentielles ey(z) = ¢** A € R forment une base orthonormale de
L?(p). On voit que T est & spectre de Fourier-Bohr dans F := log E ou
E est 'ensemble des rationnels > 0 et on a l'identité (qui en un sens
annonce [27])

r=p/qc E= /T(y)r"'ydu(y) = (0g: ¥p)- (2.5)

En effet, le second membre de (2.5) vaut

Z Om, Gn = Z Qm, Op .
qgm=pn m/n=r
Et le premier aussi puisque m/n # r = [(m/n)¥ r~%du(y) = 0. Et (2.4)
en découle. Par exemple, si (¢,,) est une suite orthonormale, (2.5) montre
que le spectre de Fourier-Bohr de T est réduit a logl = 0, la fonction
T vaut donc une constante ¢ et ¢ = [T(y)du(y) = Yooy lax)®* = 1.
Et (2.5) donne immédiatement la réciproque. Des monoémes comme ¢(x) =
V/2sin k7 conviennent, mais aussi des fonctions plus inattendues, comme
celle (avec —1 < a < 1) correspondant a

a1 = —a, agn = a”_l(l - a2) pour n>1, a, =0 sinon
pour laquelle Sp(s) = 12:;2_,‘1.. Plus généralement, étant donné des entiers
ni,...,ny > 2 et des points z1,...,2, € D, on peut prendre ¢ définie par
"on; %=z
Se(s) = [ 2—=
-+ 1 —Zn.
J=1 2%

Par contre, si S¢(s) = >-2_; a,n~° est un polynéme de Dirichlet uni-

modulaire, ¢’est un monoéme, comme conséquence du lemme simple suivant

Lemme 2.13. Soit \; < --- < Ay € R et P(t) = N ape™t. Si
|P(t)| = 1 sur R, alors P est un mondme.

Démonstration. On peut supposer a; # 0 et A\; = 0, quitte a multiplier
par e "Mt ce qui ne change pas le module, et & remplacer A, par A, — Ai.
Si N> 2 ona |Pt)]? =Y amane’?m )t = 1 et le coefficient de e~
est ayay car Ay, — Ay, = Ay = m = N et n = 1. D’ou ay = 0 et finalement
P(t) =ai. O

Cela ne passe pas aux polynémes trigonométriques P(z) = >_7_; a;7v;(x)
sur les groupes abéliens compacts G dont le dual I' = {~y,--- ,v,} ade la
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torsion, comme le montre I’exemple du groupe fini (avec n = oN )
Go={*1}, To={1,7}, Q=1+iy, G=GY, T =T}, P=Q®---2Q

pour lequel on a |Q(y)| = v/2 pour tout y € G et |P(z)| = /n pour tout
r = (j)i1<j<n € G alors que P n’est pas un monoéme. Les sommes de
Gauss ([2], p. 168) donnent aussi des exemples intéressants.

2.4. L’espace de Banach H>™
2.4.1. Définition et premiéres propriétés

Soit D 'espace des séries de Dirichlet f(s) = Y o, ap,n™*® convergentes :
o.(f) < oo ou encore |a,| < Cn? pour des constantes C, A convenables. Et
soit H>(Cp) 'espace des fonctions analytiques bornées dans le demi-plan
droit Cy. On a par définition :

H® = H®(Co) N D

et on appelle H* I'espace des séries de Dirichlet bornées. On le munit de
la norme

[flloo = sup |f(s)]

seCo
qui en fait un espace de Banach (non-séparable) et méme une algebre de
Banach ([48], p. 142). Une fonction f € H* est donc une fonction qui
vérifie deux conditions, 'une de croissance, 'autre de développement en
série de Dirichlet. Voici quelques exemples :

(1) Soit g € H*(D). Alors, la fonction f(s) = g(27°) est dans H*>.
En effet, f est analytique bornée dans Cy et de plus, si g(z) =
Z?Lo:(] gnzna on a f(S) - Z?LOZO gn(Qn)_sv donc f eD.

(2) Sia > 1 n’est pas entier, f(s) = a™* ¢ H>®. En effet, f € H*(Cy)
mais f ¢ D comme on le vérifie facilement, par exemple en compa-
rant le comportement de f(s) et d’une série de Dirichlet > > , a,n™*
avec ar # 0 quand Re s — oco. Plus généralement, une série de Hur-
witz de la forme 3272 a;(j + 6)7° avec 0 < 0 < 1 n’est jamais dans
H™.

(3) Soit f(s) =300 (—=1)" In=57L = (1—-27%)((s+1). Alors, f ¢ H™.
En effet, f € D et méme o.(f) = 0. Mais f ¢ H*(Cp) d’apres les
propriétés de la fonction zeta, par exemple (voir aussi l'inégalité de
Bohr du chapitre 1).
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2.4.2. Bases de Riesz de dilatées

Le théoreme de Wintner nous dit que les dilatées de la fonction ¢ = ¢”
de (2.3) engendrent H = L%*(0,1) dés que Mer > 1/2. Mais il ne dit
pas quand elles forment une base de Riesz. Le théoréeme suivant ([27]) va
fournir la réponse.

Théoréme 2.14 (Hedenmalm-Lindqvist-Seip). Soit ¢ € H de développe-
ment o(x) = V2 .52, ag sinkrz. On a équivalence entre :

(1) Les dilatées (¢n)n>1 de @ forment une base de Riesz de H.

S

2) La fonction génératrice Sp(s) = > 5% 1 a,n"° est dans H™® ainsi que
( g @ ne1 q

son inverse. Dans ce cas, on a

IS¢lloc = Bllgllz et 11/S¢llsc = (Allpll2) ™" ou encore
s € Co = Allgll2 < [Se(s)| < Bllell2

ou A et B sont respectivement les constantes de Riesz inférieure et
supérieure de (@p).

En particulier, les dilatées de ™ forment une base de Riesz de H si et
seulement si ReT > 1.

Ce théoreme sera montré plus loin, mais 'application a 7 est claire;
on a

1
ST

SpT(s) =((s+7), et (5) = pln)yn=>"
n=1

ou pu désigne la fonction de Mobius. Ces fonctions sont bornées dans Cg
si et seulement si ReT =: ¢ > 1. On a alors

le7ll2 = 1/C(20), [[S¢loo = C(0), [11/5¢7[lec = ¢(0)/C(20)

(voir aussi [38]), comme on I’a vu au chapitre 1. Soit encore

B = A" = ((0)/\/<(20).

Voici maintenant une formule due & E. Saksman ([51]), qui se révele
aussi fondamentale dans I’étude de H* que la formule de convolution de
Fejér dans I’étude des séries de Fourier. Ce n’est d’ailleurs pas pour rien
que son auteur baptise ce résultat “formule de convolution verticale” !
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2.5. La formule de convolution verticale de Saksman

Désignons par E I'ensemble des fonctions ) de L!(R) dont la transfor-

mée de Fourier 1,
= / Y(t)e "t

est a support compact. Nous avons le

Théoréme 2.15 (Saksman). Soit f(s) = Yoo ia,n"° € D, 0 un réel
> o.(f) et v € E. On suppose f bornée dans tout demi-plan Cypy. avec
g > 0. Alors

Z ann P (logn) = / f(s+it)y(t)dt, Vs e Cy. (2.6)

Démonstration. Observons d’abord que les deux membres de (2.6) ont un
sens dans Cy et y définissent des fonctions analytiques. C’est évident pour
le membre de gauche, qui est un polynéme de Dirichlet puisque ¢ € F.
C’est clair pour le membre de droite puisque f est bornée sur chaque Cy..
Soit maintenant, en notant que o4 (f) < 0o, o un réel > max(6, o,(f)). Si
s € Cq,ona

> T n=1
= i apn” /OO 7”’(/} Z anpn ¢ IOg n)
n=1 -0

I'interversion étant justifiée par la convergence de la série de terme général

un=/|ann—s—%(t)|dt avec un < |an|n®|W]1.

On a donc ’égalité voulue dans C, et, par prolongement analytique des
identités, dans Cy. O

Malgré la simplicité de sa preuve (les arguments usuels de changement
de contour, un peu lourds techniquement, sont remplacés par le prolonge-
ment analytique des identités), I'identité de convolution verticale (2.6) va
se révéler d’une utilité capitale.
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2.6. Applications de la formule de Saksman
2.6.1. Une inégalité basique
Voici d’abord une reformulation utile de (2.6) quand f € H*> et 6 = 0.

Théoréme 2.16. Soit f(s) = > 72 a,n"® € H>® ety € E. Alors, on a
pour tout entier N > 2 et tout s € Cy :

| iann‘%(lfgg;)i < 1 flloo 1911 2.7)
n=1

Démonstration. On applique (2.6) a la fonction ¥y (t) = Ap(At) ou A =

log N, qui vérifie ||[¢x][1 = [|¢]]1 et %(5) = m) Le premier membre
de (2.7) vaut donc

| [ s+ ityan®dt] < Il lall = 1F e 191 O

L’inégalité simple suivante est fondamentale dans I'étude de H*°. Elle
intervient d’ailleurs dans la preuve de la complétude de H> ([48], p. 142).

Théoréme 2.17. Soit f(s) =Y 02, apn™* € H*®. Alors, on a
lan| < || flloo pour tout N > 1. (2.8)
En particulier, o.(f) < 1.

Démonstration. Notons d’abord que a; = limges—oo f(s), donc |ai] <
Il fllco- Fixons ensuite un entier N > 2 et s = o + it € Cqy. Soit h > 0 tel
que h < inf, -y [logn/log N — 1|, puis ¢ € E telle que ¢ > 0 et @ soit la
fonction triangle @(&) = (1 — [£]/h)T, et soit enfin ) (t) = e p(t) si bien
que

$(&) = (1= €= 11/h)" et [[¥]1 = llplh = §(0) = 1, P(1) = 1.

On a par construction :

~r1
@Z)(k?:;)zlsin:]\f, et =0sin#N.

L’inégalité (2.7) se lit donc |an| N77 < || f[loo- II reste a faire tendre o
vers zéro. t

300



ESPACES DE SERIES DE DIRICHLET

2.6.2. Sommes partielles des séries de Dirichlet et théoréme de
Bohr

Sif(s) =>pliann™® € H™ et si N est un entier > 1, on note Sy(f)
la N-ieme somme partielle de f. C’est le polyndéme de Dirichlet défini par

N
SN(f)(s) = Z anpn”°. (2.9)
n=1

Un résultat fondamental de Bohr ([13]) est le suivant :

Théoréme 2.18 (Bohr). Soit f € H*>. Alors, la série de Dirichlet asso-
ciée a f converge uniformément dans tout demi-plan C. avec € > 0, en
d’autres termes

au(f) < 0. (2.10)

Dans [6] on a prouvé un résultat plus fort, sous forme quantitative, en
montrant que

IS8 (F)llee < Clog(N + 1)][flloo- (2.11)

Le résultat est plus fort car, si I’on en dispose, on obtient le théoreme 2.18
en écrivant pour s € Cy :

ann” """ = 0" (S (f)(s) = Sn-1(f)(s)]
et en faisant une transformation d’Abel.

La preuve de (2.11) utilisait une méthode complexe. On partait de la
formule de sommation de Perron pour exprimer Sy comme une intégrale
le long d’un segment vertical, a un terme d’erreur pres; puis a l'aide du
théoreme de Cauchy on décalait le segment vers la gauche, et enfin on
optimisait ce décalage par rapport a un certain parametre. La formule
de convolution de Saksman permet de donner une preuve essentiellement

réelle et “self-contained”, que nous reproduisons ici avec la permission de
lauteur ([51]).

Théoréme 2.19 (Balasubramanian-Calado-Queffélec). Soit f € H™ et
N un entier > 1. Alors

SN (flloe < Clog(N + 1) f]lo (2.12)

ou C est une constante numérique.

Démonstration. On utilise I'inégalité (2.7) et un bon choix de la fonction
1 figurant dans cette inégalité, donné par le lemme suivant

301



Hervé QUEFFELEC

Lemme 2.20 (Fonction Test). Soit T' la fonction paire sur R définie par
T(t)=1pourl<t<1-—1/N, T(t) =0 pourt>1+1/N,
T linéaire sur [l —1/N,1+ 1/N].
Alors, T = 1Z avec Y € E et

¥l <

Démonstration du lemme. Si h > 0, soit xp la fonction indicatrice de

(—h, h). Alors, xn(§) = 2% et

44 2log N (2.13)

1
T:%Xa*Xb

avec a = 1/N et b= 1. D’ou

S0y Nsinﬁ/N sin &
T(€) =2 ¢ :

Nous voyons alors que
T, <8+ 4log N. (2.14)
En effet, la parité de T et le changement de variable £ = Ny donnent

~ 0 | «f in N 1/N L g4 0
||TH1:4/ lSHlyllzmwdy§4< Ndw/ £+/ 2)
0 Y 0 YNy J1y

=8+ 4logN.
Maintenant, la formule d’inversion de Fourier et la parité impliquent
~ 44 2log N
T =1 avec |[¢];1< by - (2.15)
O

On applique pour finir (2.7) avec ¢ comme dans le lemme. Ce qui nous
donne pour s € Cop, puisque ¢ =T :
> logn
—sp(logn )
|2 a5 [ < Il (2.16)
On peut supposer que || f|lcc =1 et on note que
1 logn

- < n=1t % =< Ne 108 N/N < NelogN/N
og
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si bien que le membre de gauche de (2.16) ne differe de Sy (f)(s) que par
au plus

N[GIOgN/N - e—logN/N] < log N

termes, tous de taille < ||f|loc = 1 d’apres (2.8). Comme on a de plus
lv]]1 < log N, prenant le sup sur s € Cg, on obtient le théoreme 2.19. O

2.6.3. L’identité de Carlson

Voici maintenant une formule utile de type Parseval pour les séries de
Dirichlet, dont la validité en général pose des problemes délicats ([48],
chap. 7), mais pas pour les séries de Dirichlet bornées.

Théoréme 2.21. Soit f(s) => o2 a,n° € H>® et e > 0. Alors, on a

.1 T 2, -2 2
lim ?/o £ (e + it)[2dt = Z‘an’ c <112 (2.17)

T—o00

En particulier, on a Uinclusion contractante H>® C H?, au sens ou

fet® = fe et |flz<lflle
Démonstration. 11 suffit de remarquer que la série 20 a,n " n~%
converge uniformément sur R d’apres le théoreme 2.18, et que pour une
série du type f(t) = 322, b,e” ! uniformément convergente sur R, on
a toujours (avec ici A, = logn)

li 1/T (t)]2dt = Z\b|2
Tl—rgoT()

Ceci se vérifie a ’arme blanche grace a la convergence uniforme. En termes
plus savants, c’est 'identité de Parseval pour f continue sur le compactifié
de Bohr R de R muni de sa mesure de Haar p qui vérifie

=1 -
/gd,u 1mT/

pour toute g continue sur R. Quoi qu’il en soit, on a (2.17) et la seconde
assertion s’obtient en faisant tendre e vers 0. (Il

Remarque 2.22. Si f(s) = Y peqapn™® € H™, la limite radiale f(it) =
lim._,o f(e + it) existe presque partout par le théoreme de Fatou, et on
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peut logiquement se demander si ’on a encore

I 1/T F(it)2dt = Z| 2
1mT0 i an,

T—o0

Il n’en est rien ([52]), et le membre de gauche peut méme ne pas avoir de
limite !

2.6.4. Les multiplicateurs de #?

Nous noterons dans ce paragraphe || ||z la norme dans H?. Nous al-
lons montrer ici le résultat fondamental suivant ([27]) par la méthode de
Saksman (voir aussi [1]), et en donnerons une application.

Théoréme 2.23 (Hedenmalm-Lindqvist-Seip). Les multiplicateurs de H?
s’identifient isométriquement a H. De facon plus précise, soit f une
fonction complexe définie sur Cy /5. Alors

fgeH? VgeH’ & feH®, etdeplus |fle= Sup 1£gll2-
gll2>

Démonstration. Elle va nécessiter les deux lemmes qui suivent
Lemme 2.24. Soit f € H™® et g € H?. Alors, fg € H? et
1fgll2 < [[fllcllgll2- (2.18)

Démonstration du lemme. Soit

) =3 aan™, g(s) = 3 ban", (f9)(s) = 3 can™
n=1 n=1 n=1

puis soit gn(s) = SN byn~0 et (fgn)(s) = 2%, V=5 ott N est un

entier > 1. On applique le théoréme 2.21 (identité de Carlson) a fgny €
H>. Pour € > 0 donné :

[o@)
3 e Pn% = Jim T/ Fle +it)2lgn (e + it)[2dt

T—o0

IN

1912 Jim 7 [ law(e+ in)Pat = 712 Z|b e

< 1£1%llgll3-
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D’ou Y 02 |c,(1N) 12 < 1f1% llgl|3 en faisant tendre e vers 0 et en utilisant
le lemme de Fatou. Il reste a remarquer que, pour chaque n fixé, on a

C%N) = Z aibj Nj)oo Z (Il'bj = Cp

ij=n, j=n
J<N

et a réappliquer le lemme de Fatou. O

Dans le lemme & venir, nous noterons, pour r entier > 1, N, ’ensemble
des entiers qui n’ont que des diviseurs premiers < p,, le r-iéme nombre
premier. Et P, 'ensemble des polynémes de Dirichlet a spectre dans N,
ie. tels que f(s) =Y peican et ¢, #0=n € N,.

Lemme 2.25. Pour chaque s € Cy et chaque r entier > 1, il existe une
constante Cs, > 0 telle que

fePr=1f(s)l < Csrllfl2: (2.19)

Démonstration du lemme. Soit s = o +it € Cg et f(s) = > ,cn, cal™° €
P-. Une identité d’Euler tronquée montre que

T

Csp = Z n"% = H(l —]9;2(’)_1 < 0.

neEN, j=1

Cauchy-Schwarz donne maintenant

)< (X 1?03 022 = O flle. O

TLGNT nGNr

Revenons a la preuve du théoréeme 2.23. Soit f un multiplicateur de
H2. On note My : H? — H? l'opérateur de multiplication par f. On a
f e H?car f = M¢(1), et My est un opérateur borné par le théoreme
du graphe fermé. On note A sa norme. Le Lemme 2.24 nous dit qu’une
fonction f € H™ est un multiplicateur, avec A < || f||. La réciproque va
s’établir en trois étapes.

Etape 1 (“Power trick”). On a X = ||f||co si f est un polynéme de Di-
richlet. En effet, fixons r tel que f € P, et s € Cy. On voit de proche
en proche que | f¥[|2 < A*¥ pour k entier > 1, puisque f* = Mf(fk_l) et
f% =1. Le Lemme 2.25, applicable & f*¥ € P,, nous donne maintenant :

. 1/k
F(8)F < Corll Ml < CopdF puis |£(s)] < A(Cs) ™.
En faisant tendre k vers I'infini, on obtient |f(s)] < A puis || f]lco < A
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Etape 2. Ecrivons f(s) = Y.°°,a,n"° Soit ¢y € E et P(s) =
Yoo aptb(logn)n=*. Alors

[Mpl| < [[Mg]l x [[9]lr = Al (2:20)
Soit en effet, pour ¢ réel, T; Popérateur de translation verticale par it défini

par T} g(s) = g(s +it). Cet opérateur est une isométrie sur H2 et de plus
T;f est encore un multiplicateur, avec || My, f|| = ||My||. En effet, puisque

(T:f)g=T:(f(T-¢g)), on a
I(Tef)gllz = 1F (Tt @iz < IMs T gll2 = [ Ml [lg]l2-

Maintenant, la formule de convolution verticale de Saksman s’écrit sous
forme d’intégrale vectorielle (avec [ = [p)

P= [
d’o, si g € H?, Pg = [(Tif g) ¢ (t)dt puis
1Pgll2 §/||th9‘|2|¢(t)’dt§/HMfH lgllz2 [ (@)ldt = [|M [} [[gll2ll[[]x

ce qui prouve (2.20).

FEtape 3. Soit (1;) une approximation de l'identité dans L', par exemple
telle que 9;(§) = (1 — |§—‘)+ Et soit P; le polyndome de Dirichlet corres-
pondant :

Pi(s) = 3 antllogmin™ = [(Tuf)(s) 0,01t

n=1

D’apres les deux premieres étapes, on a ||Pjllc = [[Mp;]| < A. Modulo
extraction, le théoreme de Montel permet de supposer que P; tend uni-
formément sur tout compact de Cy vers une fonction F' € H*>(Cy) avec
[ F']loc < A. Soit maintenant s = o + it € Cy /. Alors, 3302 |an|n™7 < o0

et L/ZJ;(log n) — 1 quand j — oo, avec 0 < @(logn) < 1, donc
o
P](s) - Z ann”* = f(s),
n=1
ce qui donne f(s) = F(s). Ainsi, f se prolonge en une fonction analy-

tique bornée par A sur Co. Et f € D puisque f € H?, ce qui acheve la
démonstration. O
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Un corollaire immédiat et utile de ce théoreme des multiplicateurs, que
nous utiliserons au prochain paragraphe, est le suivant :

Corollaire 2.26. Soit ¢ € H™. Alors, l'opérateur M, de multiplication
par ¢ est un isomorphisme de H? si et seulement si 1/ € H*. Dans ce
cas, on a

1M H] = 111/ @lloo-

Remarque 2.27. D’intéressantes généralisations de ce théoreme des multi-
plicateurs a d’autres espaces de Hilbert pondérés de séries de Dirichlet ont
été obtenues par J. McCarthy ([40]) et plus récemment par M. Bailleul ([3]).

2.7. Le Théoréme des dilatées

Le but de ce paragraphe est de prouver le théoreme 2.14. On note H =
L%*(0,1) et (ex)r>1 sa base orthonormale définie par ex(r) = v/2sinkrx
ainsi que > .72, ay e le développement de ¢ € H fixée. On dispose d’un
opérateur de transfert unitaire S : H — H? défini par (notant u,(s) =
n=*)

S(f) = icnun si f= icnen.
n=1 n=1

Supposons d’abord que (p,) est une base de Riesz de H, nous disposons
aussi d'un opérateur de Toeplitz T, : H — H défini par

T,f = i Cnon Si f = i Cn€y avec Z \cn|2 < 00.
n=1 n=1 n>1
Le lemme suivant exprime une relation utile d’entrelacement entre S et T,
Lemme 2.28. Si (¢p)n>1 est une base de Riesz de H, on a
S(Ty, f)=SeSf pourtoute f e H. (2.21)
Autrement dit, ST, = M,S ou M, est l’opérateur de multiplication par Sep.
Démonstration. Si f = 3,51 cneén, on a

Tof = cnen=Y_ cn( D arenk) =Y en( Y cnar) =Y en(arc)y
n=1

n=1 k=1 N=1 nk=N N=1
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(ou * désigne la convolution de Dirichlet) si bien que

o0 oo o0
S(Tpf) =Y (axe)nN">= (D ark™™)(D_enn™) = S Sf
N=1 k=1 n=1
ce qui prouve (2.21). O
Comme conséquence du Lemme 2.28 (écrivant || ||2 pour la norme dans

H = L*(0,1) et notant que ||¢n|l2 = ||¢]l2), on voit que pour tout f € H :
150 Sfllaz = 15T f)llz = 1T fll2 < Bllelall flla = Bllell2llSf e

ou B est la constante de Riesz supérieure de (i, ). Comme S est surjective,
cela exprime que S est un multiplicateur de H? de norme < B||¢||2, et
donc ||S¢llee < Bll¢|l2- On a par un calcul analogue (écrivant g = Sf)

1(59) gllzz > Allellz llgllae Vg € H (2.22)

ou A est la constante de Riesz inférieure de (¢,). Notons M = M, :
H? — H? cet opérateur de multiplication par S¢. On a M = STS(,S*l
d’apres le Lemme 2.28 donc M est bijectif puisque T, est surjectif, les
¢, formant une base de Riesz. En particulier, il existe g € H? telle que
M(g) = (S¢) g = 1. Par suite, Sp ne s’annule pas sur Cy /5 (I'hypothese de
totalité des ¢,, est essentielle a cet égard : dans 'exemple de la remarque
qui suit le théoréeme de Wintner, la fonction Sy vérifie

15¢ gllnz = llgllxz

pour toute g € H? et pourtant a des zéros dans Cy /2 dés que |a| < 1/V2).
La relation (2.22) s’écrit aussi bien, puisque M est surjectif et puisque S¢
ne s’annule pas sur C; 5

lg/S¢llue < (Allell2) " lgllz Vg € H2. (2.23)

Il en résulte que 1/S¢ est un multiplicateur de %2 de norme < (A|¢|) 4,
ce qui montre au passage que S ne s’annule pas sur Cy et achéve, modulo
le théoréme 2.23 et son corollaire 2.26, la preuve de I'implication (2) = (1)
du théoreme 2.14.

Supposons maintenant que Sy et 1/Sp sont dans H™. Nous avons
encore, désignant par V' C H 1’espace vectoriel (non fermé) engendré par
les ey, la relation (2.21) pour f € V, qui montre que

(11/S¢llee) N fllz < T fll2 < 1S@llooll fll2 VF € V- (2.24)
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D’autre part, (2.21) de nouveau montre que T, : V. — H est d’image
dense, puisque l'opérateur M : SV — H? de multiplication par S¢ est
d’image dense sachant que Sp et 1/S¢ sont dans H*. Mais (2.24) et
la densité de T,,(V') montrent que (y,) est une base de Riesz de H de
constantes B et A vérifiant Bll¢ll2 < [|S¢|lso et (All@ll2) ™t < 111/5¢]|oo-
Cela prouve l'implication (1) = (2) du théoréme 2.14.

Remarques 2.29.
(1) Une version affaiblie du théoréme 2.14 a été obtenue dans ([24]) sous
la forme suivante (cf. [48], p. 25 pour la définition de presque-périodique)

Théoréme 2.30. Supposons que Sp(s) = >0 ayn~*% se prolonge dans Cq
avec S(it) presque-périodique sur R au sens de Bohr. Alors, (¢n) est une
base de Riesz si et seulement si 1/S¢ € H? et

inf [Sp(it)| > 0.
inf |Sp(it)]
Mais il est remarqué dans [28] que cette forme est strictement plus faible

que le théoreme 2.14, avec ’exemple (déduit de la fonction intérieure sin-
guliere z s e~ (1+2)/(1=2))

1 _ —s _o9—s
S@(s):Z[B_FQ (1+279)/(1-2 )]

qui vérifie clairement 1/2 < |S¢(s)| < 1 dans Cp, mais pour lequel Sip(it)
n’est méme pas continue sur R.

(2) Voici comment prouver une assertion gratuite de I'introduction. Sup-
posons que ¢ = » o2 apen € H et que (¢pp)n>1 soit une base orthonor-
male de H. Nous pouvons écrire €1 = Y 51 Ckok avec Y. |cx|? < co. D'ott
en = Y p>1 CkPkn DUIsque e, = (e1),. En particulier, si n > 1 :

an = (p, en) = (¥1, Z CkPhn) = Z@(@la%@w& =0
k>1 k>1

puisque kn > n > 1 et donc ¢1 L pp,. Il vient ¢ = aje; avec |ai| = 1.

2.8. Propriétés supplémentaires de >

Les deux résultats suivants aident a 1’étude des opérateurs de composi-
tion sur H? du chapitre 3.
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2.8.1. Représentation intégrale

Il est utile de disposer d’une formule de représentation intégrale pour la
norme dans H?2, analogue & la formule de Parseval pour I’espace de Hardy
H? du disque. Plusieurs formules semblables existent, en particulier une
formule de type Littlewood-Paley, valable aussi pour les espaces HP de
séries de Dirichlet ([9], [10], [11]). La suivante, trés élémentaire, suffira a
nos besoins.

Théoréme 2.31. Soit f(s) = Y ,51ann™* € H?, dont la série de Di-
richlet converge uniformément sur Co. Soit u € L'(R) avec u > 0 et
lullh =1, de dilatées uq(t) = tu(L), a>0. Alors

171 = Jim [ 17(G8) Pua(t)a.

Démonstration. La preuve formelle qui suit est valide si f est un polynéme
de Dirichlet, i.e. a,, = 0 pour m grand. On a puisque u, (&) = u(a&) et
u(0)=1:

J 1 GOPa(0)dt = 3 an | (/) wal0)dt = 3 s Taflog(m /)

m,n

= Zaman a(logm —logn)] =3 Z lan|? = ||f||H2

n=1

d’apres le lemme de Riemann-Lebesgue. Dans le cas général, soit € > 0 et
Ny un entier tel que sup,cp | f(it) — fn(it)| < e pour N > Ny, ot 'on pose
fn(s) = 27]:7:1 ap,n~®. L’inégalité triangulaire et le fait que [ uq(t)dt =1
donnent pour N > Ny, notant ici p, = ug(t)dt et f, fn pour f(it), fn(it):

([ 1P < ([ 1F = txPana) "+ ([ 1onPdna)
<et ([ IfnPdua)"”

d’ou par ce qui précede

N
. 1/2
lim sup (/]R [FPpa) ' < e+ (3 a2 < e+ [ fllne-

n=1

310



ESPACES DE SERIES DE DIRICHLET

On obtient de méme pour N > Ny

N
it ([ 1) 7 2 —2 (3 fau )12
n=1

et le résultat s’ensuit en faisant tendre N vers I'infini puis € vers zéro. [J

2.8.2. Plongement local

Soit H?(C, /2) espace de Hardy du demi-plan C; /5, défini comme I'en-
semble des fonctions h analytiques dans C;/ pour lesquelles

oo
1l32(c, 0 = sup / \h(o + it)|2dt < oo, (2.25)
o>1/2J—00

Chaque h dans H?(C, /2) a (théoréme de Fatou) une limite non-tangentielle
en presque chaque point de la droite verticale o = 1/2, et la fonction li-
mite correspondante h +— h(1/2+it) est dans L?(R) ; la norme L? de cette
fonction coincide avec la norme H? définie par (2.25). Le résultat suivant,
treés utile, fait le lien entre H?(Cy2) et I'espace H? ([43]). Il est basé sur
une inégalité de Hilbert généralisée due & Montgomery et Vaughan ([42])
qui s’énonce comme suit :

Théoréme 2.32 (Montgomery-Vaughan). Soit (\,) une suite discréte de
réels distincts, et 6, = inf oz |Am — An| > 0, n = 1,2,.... Alors, pour
toute suite finie (an)1<n<n de complezes, on a :

2
|y eyl (2:26)

1<m,n<N,
m#n

ou C est une constante numérique (C:% convient). En conséquence, si

S(t) = 30° ane™?t est une série de Dirichlet uniformément convergente
sur R, on a uniformément par rapport a a,b € R tels que a < b
b 2 - 2 -1
1S(t)|"dt < an)*(b—a+6,") (2.27)
a n=1

Démonstration. L'implication “(2.26) entraine (2.27)” découle de

b ) )  eiQm=Ab _ gim=An)a
/a SWPdE= (0= a) S lanl® + 3 anls

m#n
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changeant a,, en a,, el ou a,, e de méme module que ayy,. O

Nous pouvons maintenant énoncer le (cf. [43])

Théoréme 2.33 (Théoréme de plongement). Soit f € H? . Alors, la
Jonction F(s) = f(s)/s est dans Uespace de Hardy ordinaire H*(Cy /9) et
de plus

1172 (c, ) < ClEIRe (2.28)

ou C est une constante numérique. De facon équivalente : pour chaque
b > 0, il existe une constante Cy > 0 telle que, si f € H?

L1724 i) Re)ds < Gyl 1 (2.20)
ot Py est le noyau de Poisson de Cy en b, Py(x) = W-

Démonstration. Notons que (2.28) implique, modulo le théoréme de Fatou
pour H?(C, /2), I’existence presque partout de la limite radiale

f(1/2 +ix) :il_I}(l)f(l/QjL&Jrl.’E)
quand f € H2. Montrons maintenant la forme (2.29). On note d’abord

que (2.27) entraine, prenant A, = logn et donc §,, & 1/n et changeant a,
en a,n~/>7¢ lorsque 3.°°, |a,|> < co et € > 0 :

k+1 /9 e—iz2 & 9 9
/ |3 ann V2 Ry < O Janl? = O£
k n=1 n=1

ou C est une constante numérique. Ensuite

/\f 1/2 + & + i) 2Py(x dx_Z/ F()2 + & + i) 2Py(x)dz
keZ
k+1

2
<<’§/ k2+1 f(1/2 4+ e+ ix)|"dx

<> [ oI
i k +1
< I1fIe

ou les constantes sous-jacentes ne dépendent que de b. Il reste a faire
tendre ¢ vers zéro et a appliquer le théoréme et le lemme de Fatou. O
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2.9. Propriétés supplémentaires de H>

L’amélioration suivante du théoréme de Bohr a été obtenue dans [49]

2.9.1. Un théoréme de Bohr pour la partie réelle

Théoréme 2.34. Soit f € H(Cyp) N D avec Re f > 0. Alors, o,(f) <0
et en particulier o.(f) < 0.

Démonstration. On rappelle le théoreme de Herglotz ([22], p. 17), disant
que toute fonction h harmonique positive sur Cy s’écrit

ho +it) = co + / P, (t — 7)du(7) (2.30)
R
ou ¢ est une constante > 0, y une mesure positive telle que [ ‘f‘jr(;) < 00
et P, le noyau de Poisson en o > 0, déja rencontré :
1 o
Bl = o
Il est clair que
0
0<o<0= P,(v) <—Py(v) pourtoutvelR.
o
Par (2.30), on en déduit une inégalité de Harnack précisée
0
h(o +it) < —h(0 + it). (2.31)
o

Maintenant, puisque f € D, f est bornée par une constante M dans un
demi-plan Cy avec § > 0. Fixons 0 < a < 1 et appliquons (2.31) a la
fonction harmonique positive h = fRe f<, qui vérifie de plus (sur Cp)

1

17 = cos(am/2)

h=:Cyh.

Nous obtenons, pour 0 < o < 0, les inégalités

|flo+it)|* < Co h(o+it) < Cag h(0+it) < Ca§|f(9+z‘t)\a < CagMa.
Ainsi, f est bornée dans C. pour tout € > 0. D’apres le théoréeme 2.18 de

Bohr, translaté, on en déduit o, (f) < ¢, puis o, (f) < 0 puisque € > 0 est
arbitraire. t

313



Hervé QUEFFELEC

2.9.2. Un théoréme de Montel pour H>®

Le résultat ([9]) que nous allons montrer constitue un remarquable ren-
forcement du théoreme classique de Montel sur les familles normales de
fonctions holomorphes. Il permet de donner une caractérisation tres simple
des opérateurs de composition compacts sur H> ([10]).

Théoréme 2.35 (Bayart). Soit (f;) une suite de H™ bornée en norme.
Alors, cette suite contient une suite extraite convergeant uniformément
vers une fonction f € H™® sur tout demi-plan C., € > 0.

Démonstration. Soit fi(s) = > 02, a) n=°. On sait que ]a | < filloo <
C pour une certaine constante C. Par le procede diagonal, modulo une
extraction, on peut supposer que ag ) 2% ap pour tout n avec |a,| < C
et un argument de double limite montre que

seCi = fi(s %Zannszz f(s).
Par le théoreme usuel de Montel et modulo une autre extraction, f; — g

uniformément sur tout compact de Co ot g € H*(Cy), et on a f = g sur
Cq, ce qui montre que f € H*. Reste a montrer que, pour € > 0 fixé,

gj(s) == fi(s+¢e)— f(s+¢e)= Z(a,(f) —ap)n ¥ =0 dans H™.
n=1
On pose
Z —ak “fsin>1, Agj)(s):()

k=1
et on voit que

l95(s |<Z|a D an+ Y0 |(AD - AP (s~

n>N

Mais [|f; — flloo < 2C; la version ‘sommes partielles” du théoreme de

Bohr nous donne donc ||A Hoo < Klogn ou K est une constante. Une
transformation d’Abel donne alors

N () Kelogn
lg7llo0 < D~ 10 — an] + 3 =BT
n=1 n>N
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D’ou, a N fixé :

. Kelogn
thUP gjlloc < Z —ire
J—00 n>N n
Il reste & faire tendre N vers l'infini. O

2.9.3. Compléments

Le lecteur trouvera d’autres compléments sur les espaces H? et H™,
par exemple la caractérisation par Seip des suites d’interpolation bornées
de H™ ou la convergence presque partout au bord de Cy/, de la série de
Dirichlet d'une fonction de H?2, dans [48], chapitre 6.
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Chapitre 3 : Opérateurs de composition sur #?

3.1. Généralités

Les notations sont celles des chapitres précédents, si ce n’est qu’on dé-
signe par 3.0, b,n~* 'élément générique de H2, le symbole a, étant
réservé aux nombres d’approximation & venir. On note f, — f pour
désigner la convergence uniforme de f, vers f sur tout compact de Cy/y
(ou de D selon le contexte). Dans un espace de Hilbert H de produit sca-
laire { , ) et de norme associée || ||, on note x, —+ x pour désigner la
convergence faible de x,, vers z, soit

(xn, z) — (x, z) pour tout z € H.
Si T C H est totale, il est classique et facile de prouver 1’équivalence
Ty — xS ||z, = O) et (z,, 2) = (z, 2z) pour tout z € T.
Un corollaire utile (on prend pour T les noyaux reproduisants) est

Lemme 3.1. Pour une suite f, de H? et f € H?, on a équivalence entre :
(1) fo = .
(2) fo == [ et|lfall = O(1).

Soit maintenant ¢ : Cy/5 — Cy /5 analytique et Cy, 'opérateur de com-
position associé, défini formellement par

Cof =fop

qui envoie H? dans I'espace H(C, /2) des fonctions analytiques sur C; o,
et dont on se demande s’il envoie plus précisément H? dans lui-méme. On
dira alors que ¢ est un symbole (pour H?).

3.1.1. Equation de ’image

Les équations générales suivantes, dans laquelle K, désigne le noyau
reproduisant de H2 en a, se réveleront trés utiles ([10]).
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Théoréme 3.2 (Equation de I'image). Si ¢ est un symbole, j un entier
positif et a € Cy/o, on a

Co(Ka) = Kya)
et plus généralement
w1\ — T U !
CHRY) = TP Ky + Sk
J
ot les ¢; ne dépendent que de v, j et a.

Démonstration. Soit f € H?. Alors
(f,Co(Ka)) = (Co(f), Ka) = (f 0 ¢, Ka)
= (fop)(a) = fle(a)] = (f, Kpa))-

Dans le cas général, une forme simple de la formule de Faa di Bruno ([46],
p. 260) donne

(f,CH(ED)) = (Co(f), K) = (f o 0, KI)) = (f 0 0))(a)
= [¢'(@) fDp(a)] + > difD[p(a)]

I<j

ce qui donne le résultat avec ¢; = d; puisque fO[p(a)] = (f, Kfpl()a)>, [>0.0

3.1.2. La classe G de Gordon-Hedenmalm

Soit ¢ : Cy/5 — Cy/3 analytique. On se demande quand ¢ est un sym-
bole. La réponse fait apparaitre la classe G des fonctions ¢ : Cy /5 — Cy/p
telles que

(1) o(s)=cos+1(s) avec coeN et (s) =3 0" cyn™ 5 avec 0.(¢) < co.
(2) ¥ et donc ¢ se prolonge analytiquement a Cy, et de plus o, (¢)) < 0.
(3) ¥(Co) C Cyypsico=0eth(Co) CCosico>1.

3.2. Théoréme fondamental

Le point de départ de I’étude des opérateurs de composition sur H? est
le résultat suivant ([23]).
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Théoreme 3.3 (Gordon-Hedenmalm). Soit ¢ : Cy/9 — Cy/o. Les asser-
tions suitvantes sont équivalentes :

(1) Cy : H? — H2.
(2) p€g.
De plus, Cy, : H?2 — H? est une contraction si et seulement si co > 1.

Démonstration. Pour I'implication (1) = (2), nous renvoyons a [23]. En
fait, dans [23], la précision o,(¢) < 0 ne figure pas. Ce renforcement de
I'énoncé a été obtenu dans [49], et peut étre vu comme une conséquence
immédiate de la version “partie réelle” du Théoréme de Bohr du chapitre 2.
Ajoutons une remarque souvent utile dans ce contexte ([9], Lemme 11) :

¢(s) #s+it = ¢(Cy/2) C Cyjoy. pour au moins un ¢ > 0.  (3.1)
En particulier, si ¢ € G avec ¢g =0, on a
Recy >1/24+¢e>1/2

puisque ¢(s) — ¢1 quand Re s — 0.
Prouvons maintenant que (2) = (1) en supposant d’abord co > 1. Soit
f un polynoéme de Dirichlet

N
f(s) = Z bpn”®.

n=1

Partons des égalités

s - X (=il k
n I = ¢ Clogn _ Z (Cfljgmj—’“, j>2. (3.2)
k=0 ’

Nous procédons ensuite en trois étapes.

Etape 1. On a C,f € D, I'anneau des séries de Dirichlet convergentes. En
effet, pour n > 1 fixé et Re s > g,(v), (3.2) implique

nfap(s) — pC0s—c1 lo_O[ (Z (_Cj log n)k -7ks) — pCos—c i d-m=*
j=2 k>0 m=1

(3.3)
ce qui définit les d,,, = dg,? ). Par une méthode simple de série majorante, on
a |dp| < Dy, ot les Dy, sont définis par leur série de Dirichlet génératrice

- -5 Ll (‘Cj“Ogn)k ks
D,m™* = = :
2 I )
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(cela a un sens, car m > 2 g’écrit d’'un nombre fini de fagons m =
ok
erZQ, jrr)'
kp>1

Si on fixe s > 0,(1), on obtient donc

o oo o
3" Dy = [[ exp(G~" les logn) = exp [(34~"les]) log n] < o0,
- . j=2
a fortiori Y ,°_ |dym|m ™ < 0o, montrant que o4 (d) < 04(1)) < oo ou 'on
note d(s) = Y. d,ym™*, et par suite que C,, f € D.

Etape 2. De plus, C,f € H®(Cp). En effet, |f[p(s)]] < SN |bn| pour
s € Co. Par conséquent, C, f € H™, a fortiori C,,f € H? (ces deux étapes
restent valables quand ¢y = 0).

FEtape 3. Reste a contrdler plus finement ||Cy, f||32. Soit pour cela, quand
a>0,1T,: Cy— D définie par

— 1
T.(s) = T avec T 2) =a R

P 1_z:ID)%C0 et T, 1 (™) = iacott/2.

Le changement de variable acot(t/2) = z, t = m — 2arctan(z/a) montre
que, pour toute fonction test h :

1 2 .
- / BT ()] dt = / h(iz)Pa(2)dz (3.4)
21 Jo R
ou P, est le noyau de Poisson en a du demi-plan Cg,
a 1 =z 1
Pa = 771 = — — .
(z) m(a?+22) a u(a> ol ulz) = (1 +22)

Pour a,b,e > 0, soit p-(s) = p(s+¢) et w = TboapgoT*1 D — D,
ainsi que F = foT, '. Ona F € H*®(D) car |F(2)| < X0, |by], a fortiori
F € H*(D) et (3.4) donne

1 2 i
g/ |F(eit)2dt = 2/ ))[2By() . (3.5)

Mais le principe de subordination de Littlewood ([55], p. 16) dit que

;ﬁ/ |F o w(e™)|%dt < m;ﬂ/jﬂw(e“wdt. (3.6)

Soit encore par (3.4) et (3.5), puisque Fow = fog.oT, !
) 1 Jr w
11 0 i) PPaw)da < | Ol / (i) [2Py(x (3.7)
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Passons maintenant a la limite dans (3.7) quand a — oo et b = cpa, en
nous souvenant que f et C,_f ont des séries de Dirichlet uniformément
convergentes dans Cy. C’est évident pour f; on a d’autre part

(Fope)(s) =D Bun ™ si (fop)(s) =D Bun™*
n=1 n=1

et le théoreme de Bohr (applicable puisque f o est dans H>°) garantit la
convergence uniforme de la série Y 2, 3,n"° dans C.. Remarquons que
de plus

O = P 50 ar o) ~cn =t

Nous obtenons, utilisant le théoréeme 2.30 du chapitre 2 : || f o @EHE{Q <
1£132 puis

Ifoelie <Ifl3e
en faisant tendre € vers zéro et cette inégalité s’étend par approximation
A toutes les fonctions de H2. En effet, si f(s) = >.0°, b,n=° € H? et si
fn(s) =N b2, on a daprés ce qui précede [|Cpfnllze < [|fnllxe <
| fllaz dout Cyp fn — g € H? avec nécessairement g = Cyf puisqu’on a
fn o =5 f o, impliquant Cof € H? et

ICof e < g inf [Cpfv e < 11l

Supposons maintenant co = 0. Soit S : Cy /5 — Cp le “décalage” défini par
S(s) = s —1/2. Le diagramme

-1
DI o £ Cypy 5 Co 5D

justifié par 'hypothese ¢(Co) C Cy/o montre que w = Ty 0 S oo Tt
envoie D dans lui-méme et que

w(0) = Ty[p(a) — 1/2].

Si f est un polynéme de Dirichlet et F = fo S~ 1o Tb_l, onaFow=
fopoT; ! et désignant par m la mesure de Haar normalisée de T, le

L) _ g
()] = Kap

principe de Littlewood donne en posant
/T]f oo T 2dm < Ka,b/T [0S~ o T, 2dm
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soit encore d’apres (3.4) et le théoréme 8.3 de plongement du chapitre 2 :

LI 0 @@ Pala)da < Ko [ 17172+ i) Po(a)de < Colaol £

Passons a la limite dans cette inégalité quand a — oo, en laissant b fixé.
Puisque foy a une série de Dirichlet uniformément convergente dans C, /;

et puisque K, p =3 Kj := (14 |Tp(c1 — 1/2)])(1 — |Tp(c1 — 1/2)) " (rap-
pelons que ¢p = 0 et que Rec; > 1/2), nous obtenons via le théoreme 2.30
du chapitre 2

1f o ¢llFe < G|l fli7e

et cette inégalité s’étend par approximation & f € H? quelconque (14 aussi,
il faudrait d’abord considérer . puis faire tendre € vers 0, on omet cet
intermédiaire).

Montrons enfin que que C, n’est pas une contraction, et que plus pré-
cisément

IColl = [C29eer)] > 1. (3.8)
En effet, le théoréeme 3.2 de ce chapitre donne pour a > 1/2 :
(2Rep(a)) = [[KpwllFe = [CH(Ea) 3
<GP 1 Kallze = 1C[1P¢ (2a).

En faisant tendre a vers 400, on obtient le résultat car Re(a) — Recy,
¢(2a) — 1 et ¢ envoie |1, 0o[ dans lui-méme. Tout ceci achéve la preuve. O

Remarque 3.4. D’autres espaces de Hilbert de séries de Dirichlet, les es-
paces de Bohr-Bergman, ainsi que leurs opérateurs de composition, ont
été récemment étudiés par M. Bailleul et O. F. Brevig ([4]). Voir aussi
([5]). Nous recommandons vivement la lecture de ces articles.

Voici maintenant quelques exemples simples :

Exemple 1. ¢(s) = s+7 avec ReT > 0. Ona ¢ € G et C,, est une isométrie
(surjective) si et seulement ReT = 0.

Exemple 2. ¢(s) = cos avec ¢g > 1. Cy, est une isométrie (non-surjective
si cp > 2).
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Ezemple 3. ¢(s) = c1 + 227° avec donc Recy > |ea| + 1/2. Lorsque
Recy = |ca| +1/2, Oy n’est pas compact ([10] et [21] indépendamment).
Lorsque Rec; > |ca| + 1/2, anticipant sur la définition des nombres d’ap-
proximation a,(7) qui suit, on a
N 2|y
an(Cp) SCT" ot =gl ST < L. (3.9)

En effet, supposant ¢, ca > 0 pour simplifier les notations et écrivant

f(5) =352, b,n~% € H? avec b, = b,(f), nous avons d’abord

Cof(s) = Z bpn~ ! exp(—ca logn27%)

n=1

_ —c1 (_ )k —ks
_ann Z X (logn)* 27F%)

kO

oo

(1
. Z 2—ks Z b Ogn Z d]]
et I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
o) o) CQk o)
Z ‘dj‘z < 2| ) (
j=1 k=0 (k =

Supposant || f|lg2 = 1, nous avons donc par comparaison a une intégrale
et C étant une constante numérique :

> S (logt)?*
ledj!QSCZ ;12/ $2¢1 CZ
= _

o " (2k)! Cgk k
=C Z 201 _ 1)2k+1 — <C Z 261 _ 1)2k+1 4

o0
(logn)?
Z n201

/ L2k o (2e1-1)z g

car Eil,c)) = (2kk ) < J%O (Zk) = 4%, Et la série géométrique précédente

converge car 2cz < 2¢; — 1 par définition de G (on a ¢(Co) C Cy3). Ceci
redémontre a la main la continuité de Cy, et en approchant C, f par une
somme partielle d’ordre < N — 1, a savoir par

1
donne aussi la relation (3.9) tan(Cp) < Orl

322



ESPACES DE SERIES DE DIRICHLET

3.3. Opérateurs compacts et nombres d’approximation
3.3.1. Définitions

Soit H un Hilbert (séparable) de boule unité fermée By, L(H) l'algebre
des opérateurs continus sur H et T' € L(H). L’'image T(By) de la boule
unité est toujours fermée : soit en effet (x,) une suite de By telle que
T(x,) — y. Modulo extraction, on peut supposer que z, — z avec
x € By. On a alors T'(z,) — T(z) car si z € H,

<T(a:n),z> = <.%'n,T*(Z)> - <x7T*(Z)> = <T(.73),2>

Comme on a aussi T(z,) — y, il vient y = T(x) d’apres I'unicité de la
limite faible (de fagon plus conceptuelle : By est faiblement compacte et
T faiblement continue, donc T'(Bp) est faiblement compacte, et par suite
fermée).

On dira que T est compact si T(Bg), fermée, est de plus compacte
en norme. Si on remplace H par un espace de Banach X, on définit la
compacité de T' en demandant que T'(Bx) soit relativement compacte. On
peut noter le résultat suivant, dans lequel T" parcourt £(X) ([35])

T(Bx) toujours fermée <= X réflexif.

En effet, si X est réflexif, le méme raisonnement que ci-dessus montre que
T(Bx) est fermée. Réciproquement, si on teste I’hypothese sur I'opérateur
de rang un défini par T'(x) = f(x)e ou f € X* et e € X — {0}, on voit
que toute forme linéaire continue f sur X atteint sa norme. Il résulte alors
d’un théoreme de James ([36], p. 280-281) que X est réflexif.

D’autre part, on notera o(7) le spectre de T, le compact non-vide du
plan complexe défini par

o(T)={X e C; T — M n’est pas inversible dans L(H)}

ou I désigne l'identité de H. On a clairement o(7*) = o(T'), ou la barre
désigne la conjugaison, et I'on notera o, (7") I’ensemble des valeurs propres
de T, aussi appelé spectre ponctuel

op(T) ={A € C; T — X n’est pas injectif}.

Un criteére utile de compacité dans ce contexte est le suivant ([55], p. 29
pour H?, mais la preuve vaut pour les espaces de Hilbert de fonctions
analytiques sur un ouvert € de C%)
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Théoréeme 3.5. 5i ¢ : Cyjp = Cy/p est un symbole, on a équivalence
entre

(1) Cp: H* — H? est compact.
(2) Si fn =% f avec || fallzz = O(1), alors fn o — f o dans H2.

F. Riesz ([16], chapitre 4) a montré que la théorie spectrale des opéra-
teurs compacts est trés proche de celle des opérateurs en dimension finie,
et notamment que

Théoréme 3.6. Soit T € L(X) compact, et X € o(T) —{0}. Alors, X est
une valeur propre de T, et elle est de multiplicité finie.

Une application remarquable de ce théoréme aux opérateurs de compo-
sition est la suivante ([55], p. 91)

Théoréme 3.7 (Equation de Konigs). Soit Q un ouvert connexe de C
conformément équivalent au disque, H un espace de Hilbert de fonctions
analytiques sur et ¢ : Q — Q analytique, ayant un point fixe a € )
avec ¢'(a) # 0, et telle que Uopérateur de composition Cy, envoie H dans
lui-méme de facon compacte. Alors, I’équation fonctionnelle de Konigs
fop =¢'(a)f posséde dans H(Q) une unique solution o telle que o(a) =0
et o’'(a) = 1. On a donc aussi 7" o p = (¢'(a))"o™ pour tout entier n > 0.
De plus, fop=M\f avec f € H(Q) et f # 0 implique X = [¢'(a)]™ avec n
entier positif, f proportionnelle a o™ et f € H. Ainsi, "™ € H pour tout
entier n > 0.

Démonstration. Soit 1 = ¢'(a) et ¢; la j-iéme itérée de ¢. On a |u| < 1 et

Jj—=oo . . .
©; — ¢(a) uniformément sur tout compact de €2 puisque ¢ n’est pas un
automorphisme (théoreme de H. Cartan, [46] p. 155), C,, étant compact.
Le théoreme de Konigs ([55], p. 90-93) dit alors qu’il existe une fonction
o€ H(Q), avec g(a) =0 et o'(a) = 1, telle que 0 0 ¢ = po (en fait, o est
la limite des itérées renormalisées 17 ;). On a donc aussi 6™ o p = p"o
pour n =0,1,2,... et le théoreme dit de plus que les solutions dans H(2)
de fow = u"f sont toutes proportionnelles a o".

Fixons maintenant 'entier n > 1 et soit £ = E,, le sous-space de H

engendré par le noyau reproduisant K, et ses dérivées K((zl), 0<1I<n.
L’équation de I'image (théoreme 3.2) montre que E est stable par C’j; et

que la matrice de C; sur la base Kc(ll), 0 <1 < n est triangulaire supérieure

avec éléments diagonaux (¢’(a))*, 0 < k < n. Les (¢’(a))* sont des valeurs
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propres, donc spectrales, de C7; et par suite les (o' (a))* sont des valeurs
spectrales, donc des valeurs propres, de C, : H — H d’apres le théoreme
de Riesz. Il existe donc f, € H non-nulle telle que f, o p = u” f,. Et
d’apres le théoreme de Konigs f,, est proportionnelle & ¢, ce qui montre
que ¢ € H, fait hautement non-évident a priori. L’exemple “lenticulaire”
o =T toyoT avec T(z) = L‘rz :D — Co et y(w) = w'/? : Cy — Cy,
pour lequel on a C, : H* — H? compact et o(z) = %log %J_rj ([55], p. 94),
est trés instructif. On voit que o™ € H? pour tout n et méme 0 € BMOA
(lespace des fonctions analytiques & oscillation moyenne bornée), mais

quand méme pas o € H™. [l

Soit maintenant n entier > 1. Le n-iéme nombre d’approximation a,(T")
de T est défini comme la distance de T' aux opérateurs de rang < n ([16],
chapitre 2), soit

an(T) = inf T —-R| = inf sup [|[Tf — Rf]]|]. (3.10

(D)= | nt TR = e[ TSR (310)
On notera que a,(7T) est défini comme un minimax. Il sera commode

d’introduire aussi les nombres de Bernstein b, (T) définis comme des maxi-
min (Sg ci-dessous désignant la sphére-unité de F) :
bo(T) = swp [ inf [Tf]] = suwp  [p@.  (311)
dim E=n feSe dim E=n

Nous prouverons que a,(T) = b, (T). Il est également facile de voir que
(H étant un Hilbert)

T compact <= a,(T) — 0. (3.12)

(et, dans le cas banachique, les opérateurs T tels que b,(T") — 0 sont
appelés finiment strictement singuliers). On entre ici dans le domaine
de I'approximation non-commutative, & comparer au théoréme classique
d’approximation de Weierstrass disant que, si f € L*(0,1), et

En(f)= _ inf  |f=Pl,
degré(p)<n
alors
f continue <= E,(f) — 0. (3.13)

Des théoremes de Bernstein ([19]) relient la régularité de f & la vitesse de
convergence vers zéro de E,(f). Par analogie, il est naturel de s’intéresser
a la vitesse de convergence vers zéro de a,(7T') et de considérer T' comme
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“tres compact” si an(T) — 0 tres vite. Pour cela, il est commode de
disposer du théoreme suivant ([16], p. 46)

Théoréme 3.8 (Décomposition de Schmidt). Soit T : H — H compact.
Alors, il existe deuz suites orthonormales (u;), (v;) et une suite de réels
positifs (s;) décroissant vers 0 telles que

Z z,vj)u; Vre H.
7j=1
Les s; = s;(T) s’appellent les nombres singuliers de T. On a le

Théoréeme 3.9. Soit T : H — H compact. On a pour tout n > 1:

s$n(T) = an(T) = bp(T).

Démonstration. Soit R,—1 défini par R,—1(z) = > 7= “1 sj(x,vj) uj, si bien
que (T'— Ry—1)(z) = Z] n 8j{(T,v5) uj, et
oo o
(T = Ru-1) (@) = D 85z, ) * < 53 ) Wa,v) P < syl
j=n j=n
puis
an(T) < |IT = Roes | < 5a(T). (3.14)
D’autre part, on a toujours (que 7' soit compact ou non)
bn(T) < an(T). (3.15)

Soit en effet F de dimension n et R de rang < n. R ne peut étre injectif
sur E, donc il existe xg € Sg tel que Rxy = 0. Par suite :

IT' = R|| > | Txo — Raol| = [[Tol = inf |[Tz|| = vp(T).
T€ESE

D’otu successivement |1 — R|| > b, (T) et an(T) > b,(T). Enfin,

bn(T) > s, (7). (3.16)
Prenons en effet pour E 'espace de dimension n engendré par vy, ..., v,.
Six € Sg,T(x) =371 sj{z,v;) u; et donc
n
IT(2))* = ZS ,vj)| Z z, ;)] = sy ||z = 57,
Il en résulte que bn( ) > vE(T) > sp(T ) Les trois inégalités (3.14), (3.15),
(3.16) achevent la preuve. O
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3.3.2. Propriétés des nombres d’approximation
3.3.3. Un mini-catalogue

Les nombres d’approximation d’un opérateur sur un Hilbert ont les
propriétés simples suivantes ([16]) :

(1) 7]l = ax(T) > ax(T) = - > ap(T) > --- > 0.

an(T) = an(T*) = Van(T*T).
an(ATB) < ||A]l an(T) || B|| (propriété d’idéal bilatere).

Sp=A{T; (an(T)) € £y, 0 < p < oo} s’appelle la classe de Schatten
d’indice p, et croit avec p. Lorsque p > 1, c’est un espace de Banach
(un espace ¢, non-commutatif) pour la norme

1Tl = (S lan(T)P)".
n=1

(6) So coincide isométriquement avec la classe des opérateurs Hilbert-
Schmidt, les opérateurs T pour lesquels

() 1/2
T2 = (Z HT(en)Il2> < 00
n=1

ou (e, ) désigne une base orthonormale arbitraire de H.

Ces propriétés utiles se vérifient immédiatement. Par exemple, pour (2), il
suffit de prendre pour 7" un opérateur diagonal sur une base orthonormale
de H, d’éléments diagonaux e,. Mais dés qu’on restreint 7" a une classe
C d’opérateurs sur H, la question devient beaucoup plus difficile. Par
exemple, si C est la classe des opérateurs de Hankel, on peut montrer ([41],
avec une preuve tres élaborée) que la suite (a,(7")) est encore décroissante
arbitraire. Mais si C est la classe des opérateurs de composition sur I'espace
de Hardy usuel H? du disque, cette suite n’est plus arbitraire et son étude
est également non-triviale ([37]) : en particulier, on a toujours a, (71") > or"
avec 9,7 > 0. On va présenter ici une étude analogue pour les opérateurs
de composition sur les espaces de Hardy-Dirichlet HP, issue de [49] et [11].
Un changement d’échelle (r™ remplacé par n*A) va se produire. Nous
commengons par le cas p = 2.
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3.3.4. Inégalités multiplicatives de H.Weyl

Soit T : H — H compact, (ay) la suite de ses nombres d’approxima-
tion et (A,) la suite de ses valeurs propres rangées par ordre décroissant
de module. Le lemme suivant nous sera tres utile, car nous connaitrons
déja les A, dans notre contexte, grace au théoréeme de Konigs revisité par
F.Riesz.

Lemme 3.10 (Inégalités multiplicatives de H.Weyl). Pour tout entier
n>1,ona

A1 Anl < ar-an.
En particulier,

An| < (a1 ...an)l/n

et . .
Dl < ) af
n=1 n=1

pour tout p > 0.

Démonstration. Voici la preuve initiale de Weyl (voir aussi [16], p. 157).
On considere 'opérateur S puissance extérieure n-ieme de T agissant sur
la n-idéme puissance extérieure de H, soit S = AT : AWH — AWH Le
rayon spectral de S est |A;---\y,|, sa norme est aj - - - a,,. Enfin, le rayon
spectral d’un opérateur est inférieur a sa norme. Quant au passage de la
forme multiplicative des inégalités de Weyl a leur forme additive (plus
faible), il est dii & des propriétés générales des fonctions convexes ([16],
p. 157). O

Remarque 3.11. L’inégalité tentante |\,| < a,, est fausse, comme le montre
un exemple important de H. Konig ([16], p. 154) en dimension n : soit
(€j)1<j<n la base canonique de C"*, 0 < 0 < 1 et T': C* — C" le backward
shift (shift arriere) perturbé défini par

T(e1) =ce, et T(ej) =ej—1 si 2<j<n.
On a
T*(en) =cer et T(ej) =ejy1 si 1<j<n-—1
Donc T™ = oI et les valeurs propres de 1" sont les nombres

)\j — O_l/neQijﬂ/n’ 1 S] <n.
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Tandis que T*T est I'opérateur diagonal d’éléments diagonaux (02,1, ...,1)
si bien que

ag=:-"=an_1=1 et a,=o0.
On a bien |A;---Ay| < aj---ay puisque les deux membres valent o, mais
|An| = o/" peut étre beaucoup plus grand que a, = 0.

Cela dit, le substitut suivant rend presque autant de services.

Lemme 3.12. Avec les notations précédentes, on a pour tout entier ¢ > 2
Agn|? < ajal™t.
En particulier
Aon|? < aray.

Démonstration. Dans le Lemme 3.10, on change n en gn et on éleve a la
puissance g pour obtenir :

Ao < o) € (Rl D

Nous pourrons exploiter ces inégalités multiplicatives de Weyl dans le
cas qui nous intéresse grace au résultat suivant di a F. Bayart ([10]),
intéressant en lui-méme.

Théoréme 3.13. Soit p(s) = cos+ > pey cnn™* définissant un opérateur
de composition compact sur H?. Alors, les valeurs propres de Cy, sont de
multiplicité un et valent

(a) Ao = [¢' ()" Y, n=1,2,..., quand cy =0, ot « est le point fize
de ¢ dans Cy 5.

(b)) Ay =", n=12 ..., quand ¢y = 1.
(c) 1 sicy>2, etalors o(Cy,) ={0,1}.

Démonstration. Le point (a) du théoréme 3.13 demande une premieére jus-
tification. La voici, méme si nous n’en aurons pas vraiment besoin ici!

Lemme 3.14. Soit Cy, : H? — H? avec ¢g = 0. Alors, ¢ a un point fize
dans Cy 5.

Démonstration du lemme. On s’appuie sur (3.1) que 1’on rappelle

¢(s) #s+it = ©(Cy/2) C Cy /4. pour un € > 0.
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Observons maintenant que ( ne peut étre une translation verticale s + it
lorsque ¢p = 0. Soit T': D — Cy /5 la transformation conforme donnée par
1 1-=z

T(z) = = .

Soit w=T"topoT : D — D. Supposons que w n’a pas de point fixe dans
D. Alors, le théoreme de Denjoy-Wolff ([55], p. 78) implique 'existence
d’un point v € 9D tel que w, — u, ol w, désigne la n-itme iterée de w.
Siu#—1,p,=Tow,oT 2% T(u) € 0Cy /5. Mais ceci est impossible
d’apres (3.1) puisque ¢, (Cy/9) C Cy/y.. Siu= —1,0na ¢, 2% 50. Ceci
est de nouveau impossible car, d’apres le théoreme 3.3, la série de Dirichlet
de ¢ = 9 converge uniformément sur C, /5. si bien qu’il existe une partie
bornée B de Cy /5, par exemple B = ¢(C,/a4.), telle que ,(Cy/9) C B
pour n > 2, puisque

n>2= @n(Cl/g) C (,02(@1/2) C B.

Tout ceci montre que w possede un point fixe u € D et que ¢ possede le
point fixe a = T'(u) € Cy 5. O

Pour le reste de la preuve, on a besoin du lemme élémentaire suivant,
intéressant en lui-méme ([18], p. 270)

Lemme 3.15. Soit X =Y & Z un espace de Banach, somme directe de
deux sous-espaces fermés Y et Z avec Y de dimension finie. Soit T : X —
X un opérateur qui, sur'Y @& Z, a l'une des deux représentations

A B A 0
T_(OD> ou T—<c D)
Alors, o(T) = o(A) Ua(D). En d’autres termes, T est inversible si et

seulement st A et D le sont.

Dans le cas ¢g = 0, ¢ ne peut étre un automorphisme de Cy /5 car ces
derniers sont les translations verticales s — ¢(s) = s + i7 lorsque de plus
p € G. Le théoréme 3.7 s’applique et nous donne bien

0(Cy) = {(¢'(@))*, £=0,1,....00}.
Dans le cas ¢y > 1, montrons d’abord que

op(Cp) C{n ™, n>1} si =1 et 0,(Cy)={1}sicy>1.
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Soit en effet f € H?, avec f(s) = dks1akk™%, ap # 0, telle que fop = Af
et A # 0. Nous savons que

_ Z apk Sk~ 10_0[ {1 + Z —Cp, logk —js] .
k>1 n=2

Sicog > 1,il n’y a pas de terme en [~° sauf pour [ = 1 et f = constante.
D’olt A =1, qui convient, car Cy,(1) = 1.

Si cg = 1, le terme devant [7° est a; 17 ; on en déduit a; [~ = Aag; et
A = 17, Pour l'inclusion réciproque {n=“'} C 0,(C,), on fixe un entier
m > 1 et on applique le Lemme 3.15 avec Y = Vect (1,275, ..., m™%)
et Z = Vect (m+1)7%,(m+2)7%,...) = Y1 ainsi que T = Cj,. 1l est
clair que Z est stable par T, qui a donc sur la somme directe Y & Z une
représentation matricielle de la forme

A 0
r-(¢ »)
avec plus précisément
Co(k™) =Kk~ + > ayj~*.
j>k

La matrice (m x m) associée & A est donc triangulaire inférieure avec les
éléments diagonaux k=, 1 < k < m, ce qui montre que m~ € g(A) C
o(C,) d’apres le lemme. Ceci acheve la preuve du théoreme 3.13. i

3.4. Un premier théoreme de minoration
Le but de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant

Théoréme 3.16. Soit p(s) = cos+1(s) = cos+ Y pey cnn™° € G, indui-
sant un opérateur de composition compact sur H2. Alors, on a toujours
Recy > 0. De plus, § étant une constante > 0 :

(1) Sico=0, on a a,(Cp) > 0™ pour un 0 <r < 1.

(2) Sico>1, on aan(C,) > 6(nlogn)=e. En particulier, Cp, ¢ S,
pour p < 1/Recy.

Le résultat de (1) est optimal, et celui de (2) aussi, au facteur logarith-
mique pres.
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Démonstration. L’'inégalité Rec; > 0 sera montrée dans la preuve du
théoréeme 3.24 & venir. Distinguons maintenant deux cas :

Cas 1 : ¢g = 0. Nous nous appuierons sur un lemme simple ([49],
Lemme 6.1) pour nous ramener au cas ol ¢ a un point fixe attractif,
mais pas super-attractif.

Lemme 3.17. Soit o et B deux points de Cy 9. Il existe un polynome de
Dirichlet x tel que

X(Co) CCypg, x(B)=a et X'(B)#0.

Soit alors a € Cy /9 tel que ' (a) # 0 et = ¢(a) € Cy /5. Posons ¢ = xogp,
qui est dans la classe G et vérifie :

P(a) = x(B) = a et ¢'(a) = X'(B)¢(a) # 0.
On a de plus Cy, = C, C, et donc, par la propriété d’idéal des nombres
d’approximation, a,(Cy) < ||Cy|lan(Cy). Quitte & remplacer ¢ par x, on
peut donc supposer sans perte de généralité que p(a) = a et ¢'(a) # 0.
Soit 7o := |¢’'(a)| > 0. On utilise ensuite le théoréme 3.13 et le Lemme 3.12
pour obtenir
rén72 = |)\2n|2 < a1 anp,

impliquant le résultat.

Cas 2 : ¢cg = 1. Nous donnerons deuz preuves, la seconde ayant le mérite
de s’étendre au cas ¢y > 2.

Preuve a. Utilisons le théoréme 3.13 et I'inégalité de Weyl modifiée du
Lemme 3.12 avec gn, ou ¢ > 2 est un entier a choisir. Soit 73 = Rec;.
Puisque \;(Cy) = 7!, nous obtenons

1

(qn)i’hqgi1 = ‘)‘qn|qfi1 < afjan < Q.

Ceci implique
71

an > (qn)~" (qn) o 1.
Ajustant ¢ = ¢, comme la partie entiere de logn + 2 et observant que
n!/? — e, nous obtenons finalement

an > (nlogn)™ ", O

Preuve b. Elle se base sur la définition de a,, comme nombres de Bernstein
et sur un bon choix de l’espace test E de dimension n. On désigne par
(pk) la suite des nombres premiers.
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Lemme 3.18. Fizons un entier n > 1. Soit p(s) = cos+>252, ¢ ° €G
avec cg > 1. Soit aussi E le sous-espace de dimension n de H? engen-
dré par les vecteurs unitaires py®, p5°,...,p,°. Alors pour toute f(s) =
> ki—1 bxpy,”° dans E, on a

Cof(5) = g(s) + h(s) oil g(s zbkpk et (hg)=0.
(3.17)

Démonstration du lemme. La preuve du théoréeme 3.3 (cf. aussi [23]) nous
a montré que le calcul formel suivant est permis pour trouver les coeffi-
cients de Dirichlet de Cy,(p,*),1 <k <n:

Co(py®) = Py °p *CIH( Z — logpk e
j=2 =1

=:p. p. (14 Z agmm”*) =: gi(s) + hi(s)

m>2

avec gi(s) = p, “ (py’) %, et il reste a noter que les vecteurs g = > 1 brgs
et h = > j_; bphi sont orthogonaux comme ayant des spectres de Dirichlet
disjoints : en effet, les p; étant premiers et cy étant > 1, une égalité de
le forme p;° = pj m avec m > 2 est impossible, que j soit égal a k ou

non. |

Nous pouvons maintenant achever la seconde preuve de (2), et elle vaut
aussi pour ¢y > 2, alors que la méthode spectrale de la premiere preuve
échoue ici. Choisissons E' comme dans le Lemme 3.18 et soit f un vecteur
de la sphere unité de E. D’apres ce lemme, nous obtenons

L —_ 1/2
1Co ()l = llg + Bl = [lgllppe = (O 1ol >) Y
k=1

n
_ 1/2 _
> (3 P22 = p

Il en résulte que b,(Cy,) > v(Cyp) > p,"*. Mais d’aprés une moitié¢ du
théoréme des nombres premiers sous la forme donnée par Chebyshev ([26]
p. 340-345), on a (p parcourant les nombres premiers)

m(x) = Z 1> IL

< ogx
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Faisant = = p,, pour lequel 7(x) = n, on en déduit p, < nlogn. Cela
donne les minorations souhaitées. ([l

Reste 'optimalité.

Cas 1 : co = 0. Ce cas est couvert par 'exemple p(s) = ¢ + 2275 avec
MRecy > 1/2 4+ |co| pour lequel on a vu (cf.(3.9)) que

2
an(Cy) < Cr™ ol 1= [c2]

=— <L
29{601*1 <

Plus généralement ([49]), si ¢ € G et si p(C/2) est un compact de Cy /o,
an(Cyp) < Cr™ pour un 7 < 1. Mais la preuve est plus compliquée et utilise
la notion de mesure de Carleson.

Cas 2 : co = 1. Soit p(s) = cos + c1. Alors, an(Cyp) = n~ . Ecrivons en
effet

p=Toyx avec x(s)=cos et T(s)=s+c.

Alors C, = C, Cr, Cy est une isométrie de H? et la multiplication &
gauche par une isométrie préserve les nombres d’approximation. Donc
an(Cy) = an(Cr) = n~7 car Cr est diagonal d’éléments diagonaux n=“!
sur la base hilbertienne canonique (u,) de H2, u,(s) = n~=%. O

Remarques 3.19.

(1) Les premiers résultats sur les nombres d’approximation des opéra-
teurs de composition (sur les espaces de Hardy et Bergman du disque)
sont apparus dans [37]. Voir aussi [49] pour l'espace de Hardy des séries
de Dirichlet.

(2) Le lecteur trouvera dans [49] des résultats plus précis (en particulier
des majorations) sur les nombres d’approximation des C,, : H? — H2, ol
des techniques plus élaborées (mesures de Carleson, suites d’interpolation,
résolution du 0-bar avec estimées) sont utilisées, ainsi que la définition des
a, comme nombres de Gelfand. Cf. le paragraphe suivant.

(3) L’extension des résultats de ce chapitre aux espaces de Hardy-
Dirichlet HP avec p # 2,00, espaces introduits dans [9], a été obtenue
dans [11]. On travaille alors dans un cadre non-hilbertien, avec des es-
paces dont le dual est mal connu, et les preuves sont plus difficiles. Mais
les résultats sont a peu prés les mémes. On y revient plus loin.
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3.5. Un second théoréme de minoration

Un résultat donnant des informations plus précises, dans lequel les no-
tions de suite de Riesz, de Carleson, d’interpolation du chapitre 2 sont
exploitées a fond, est le suivant ([49])

Théoréme 3.20. Soit p : Cyj5 — Cy /5 un symbole tel que Cy, soit com-
pact sur H?. Soit S = (s;) et S’ = (sj) deur suites finies de n points
distincts de Cyy telles que ¢(s;) = sj, 1 < j <n. Alors

B B ' 1/2
o= o)) sl e, (S - o

Démonstration. On utilise la définition de a,(C7,) comme nombre de Bern-

stein et on choisit pour espace-test E 1’espace modeéle de dimension n

engendré par les g; ou l'on pose g; = Ky, 1 < j < n. Pour simpli-
J

fier les notations, on écrira | || pour la norme dans H? et on posera

pn = infi<j<y gg?iii; Nous avons C;;(gj) = K;; d’apres I'équation

de I'image, et aussi, puisque a,(Cy) = an(Cy) = by (C)

a(C) > it C3F)]. (3.19)

Soit maintenant f = 377 bjg; € E avec || f|| = 1. Je dis d’abord que

n

1< usllere 3 107¢2%e ). (3.20)
j=1

Cela découle des propositions 2.6 et 2.7 (Boas) du chapitre 2, puisque
[ Ky ||> = ((29Res}). Je dis ensuite que
J

n n
ICHfIP > 6723 [0;PC(2Resy) = 672 D [b;PC(2Res))  (3.21)

j=1 j=1
o § = My2(S). Cela découle a nouveau des propositions 2.6 et 2.7 du
chapitre 2 et de I'équation de I'image, puisque [|Ky,[* = ((2%Res;) et
C5(g;) = Ks,. Enfin, les trois estimées (3.19), (3.20), (3.21) donnent clai-
rement le résultat. O

Comme on le voit, la preuve de ce théoréme est simple, tout en utilisant
I’équation de I'image et les critéres quantitatifs du chapitre 2 sur les suites
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de Riesz. Mais la mise en oeuvre du résultat est difficile et ne sera pas
abordée ici : on a I’embarras du choix pour S et S’ (méme si p(S’) = 9),
et ensuite on doit estimer chacun des trois termes du membre de droite
de (3.18). Le troisieme pose peu de problémes. Pour le second, on utilise le
théoreme de plongement de Carleson et les fenétres de Carleson. Quant au
premier terme My2(S), il nécessite des techniques délicates de 0-bar pour
se ramener a l'espace de Hardy usuel de C, /5, mieux connu. On renvoie le
lecteur a [49] pour les détails.

Des magjorations des a,(Cy,) sont également obtenues dans [49], en
termes de mesures de Carleson et les résultats sont tres précis pour des
symboles “d-dimensionnels” (d > 2) de la forme

d

90(5) =c1+ Zcqjq]‘_s
j=1

ot les g; sont des nombres entiers indépendants (i.e. les log ¢; sont ration-
nellement indépendants, par exemple ¢; = 2, g2 = 6), et ou

d
1
Recy = 5t > leg, |-
i=1

I1 faut alors raffiner le choix des g; en utilisant des barycentres de noyaux
reproduisants et modifier un peu I’énoncé, mais le principe est le méme que
dans le théoreme 3.20. On obtient dans ce cas, a un facteur logarithmique
pres

an(Cy) =~ n~(@=0/2,

En particulier, on sait exactement & quelles classes de Schatten on a droit :
2
Co€8Sy<=p>—=-
ARG S
Pour d = 2, on a donc C,, ¢ S (résultat déja dans [21]) mais Cy, € S,
pour p > 2, alors que dans [21] le résultat est seulement prouvé pour p > 4.

3.6. Le cas des espaces H?

On renvoie au chapitre 1, section 6, pour la définition de ’espace HP.
On rencontre des le début une difficulté : la description compléte des
opérateurs de composition bornés sur H? n’est pas connue. Cela est tou-
jours lié au fait (chapitre 1, section 6) que HP(T°°) n’est pas complémenté
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dans LP(T*°). Nous pouvons énoncer une condition nécessaire et suffisante
quand cg > 1, mais devons nous contenter de ce qui suit quand ¢y =0 :

Théoreme 3.21 (Bayart). Soit ¢ : Cy /5 — Cy o analytique et 1 < p < oo.
(a) Si Cy,: HP — HP, on doit avoir ¢ € G.
(b) C, est une contraction sur HP si et seulement si ¢ € G et cg > 1.

(c) SipeG etco=0, C, est borné sur HP quand p est un entier pair.

Nous avons aussi le théoréme suivant ([11]), qui montre que la descrip-
tion du spectre donnée par le théoreme 3.13 s’étend au cas de HP :

Théoréme 3.22. Soit p(s) = cos+ > peyq cnn™° définissant un opérateur
de composition compact sur HP. Alors, les valeurs propres de C, sont de
multiplicité un et valent

(a) Ny = [ ()]"Y, n=1,2,..., quand co = 0, ot « est le point fize
de ¢ dans Cy 5.

(b)) dp=n"°, n=12 ..., quand ¢y = 1.
(c) 1 sicy>2, etalors o(Cy,) ={0,1}.

Cette description du spectre sera exploitée a I'aide de la généralisation
suivante par Pietsch ([44]) des inégalités multiplicatives de Weyl a un
espace de Banach. Ces inégalités doivent alors étre affaiblies, mais sous
une forme qui suffira a nos besoins :

Théoréme 3.23 (Pietsch). Soit T : X — X un opérateur compact d’un
espace de Banach X dans lui-méme. Alors pour tout entier n > 1

Pan(D)| < e (T] aj(T))l/”. (3.22)
j=1

ot N\j(T) et a;(T) désignent respectivement les valeurs propres et les
nombres d’approximation de T, rangés en ordre décroissant.

Nous nous baserons sur ces théoréemes pour esquisser la preuve du théo-
réme suivant ([11]) :
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Théoreme 3.24. Supposons que cy est un entier > 0, que p > 1, et enfin
que @(s) = cos + Dnlican™® = cos + Y(s) € G est une fonction non
constante engendrant un opérateur de composition compact C, sur HP.
Alors Recy =: y1 > 0. De plus

(a) Sico=0, alors a,(Cy) > 6" pour un 0 <6 < 1.

(b) Sico > 1, alors a,(Cy) > 6p(nlogn)™ 7, o §, > 0 dépend seule-
ment de p. En particulier

[e.9]

Z [an(C@)]l/Vl = 00. (3.23)

n=1

Ces bornes inférieures sont optimales en général.

Démonstration. Montrons d’abord que v; > 0 des que C, est compact.
Nous distinguons deux cas.
— Si(s) =ci,onap=Toloul(s)=cyset T(s)=s+cy, dou
Cy, = Cr Cp. Comme Cy : HP — HP est une isométrie, on voit que

C, compact <= C compact <= vy, > 0.

— Siy(s) = + Cqq ° + D psqCnn” avec ¢ > 2 et ¢g # 0, soit tg € R
tel que c,q~ "0 = —|¢4| et s = o + ity avec 0 — oco. On sait que
¥(Cp) C Cp, donc

0 < Reth(s) <y —legla™ + Y lealn™ =71 — legla™ +o0(g™)
n>q
et par suite, pour o assez grand : y1 > (1/2)|cqlg™7 > 0.
Nous nous limitons au cas p > 1 et commencons par 'optimalité. Soit
d’abord ¢ € G avec ¢ = 0 et p(Co)) C C;/5. On montre alors ([11], (a)
du théoréme 8.1) qu'il existe § < 1 tel que

an(Cy) < 0",

Soit ensuite p(s) = cps + A avec ¢g > 1 et A > 0. En utilisant le fait que
les uy, un(s) =n"* forment une base de Schauder de H? ([1]), on montre
que ([11], théoréme 8.1(b))

an(Cyp) < nA,

Cela s’étend, par la propriété d’idéal des nombres d’approximation, au cas
plus général de p(s) = cos + 1(s) vérifiant p(Cy) C Cy4. Reste a prouver
les minorations dans le cas général. Nous distinguons deux cas.
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Cas cg = 0. La preuve est analogue a la premiere preuve du cas p = 2, en
utilisant cette fois les théorémes 3.22 et 3.23, le raisonnement taubérien
étant le méme.

Cas ¢ > 1. 11 faut adapter le Lemme 3.18 comme suit ([11], Lemme 7.1) :

Lemme 3.25. Soit n un entier > 1. Supposons que p(s) =cos+3_721 ¢jj~°
est dans G avec ¢y > 1. Soit E le sous-espace n-dimensionnel de HP en-
gendré par les vecteurs p;°,py %, ..., p,°. Alors, pour toute fonction

f(s) = bip,° € E,
k=1
on a

Cof(s) = g(s) + h(s)
(3.24)

n
ou g(s) = bup ) et gl < 1Cofller.
k=1

On peut maintenant finir la preuve du théoreme 3.24. Choisissons E
comme dans le Lemme 3.25 et soit f un vecteur unitaire de E. Ce lemme
et un relevement de Bohr (remplacement de g par Ag avec les notations
du chapitre 1) nous donnent

n n
1Co(Nllrer = Nlglly =11 D expi™ 2l prpgroey = I 22 P ™ 2l o e
k=1 k=1
la derniére relation venant de l'invariance de la mesure de Haar my, de
T par la transformation (z;) — (27°). Appliquant deux fois les inégalités
de Khintchine aux variables de Steinhaus z;, nous obtenons

n n
1C(Pllar > 11D ewpi ™ 2l 2 poey = 2" D ezl ooy
k=1 k=1

n
> | 3wkl ragroey = P M ller-
k=1

Il en résulte que
an(Cy) > by (Cyp) > p;mecl-
Par une forme simple du théoréme des nombres premiers, déja utilisée

dans le cas de H?2, on a p,, < nlogn, ce qui achéve la preuve. On pourrait
aussi (cf. [11]) utiliser les théoreémes 3.22 et 3.23. O
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