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Résolution du 0 pour les formes différentielles
ayant une valeur au bord au sens des courants
dans un domaine strictement pseudoconvexe

SALOMON SAMBOU
MANSOUR SANE
Résumé

On résout le 9 pour les formes admettant une valeur au bord au sens des
courants sur un domaine strictement pseudoconvexe de C™.

The O-problem for a form with distribution boundary value on a
strictly pseudoconvexr domain

Abstract

We solve the O operator for forms with distribution boundary values on a
strictly pseudoconvex domain of C".

1. Introduction et Préliminaires

Dans ce travail, nous montrons que si f est une forme qui a une valeur

au bord au sens des courants et 0 fermée sur un domaine strictement

pseudoconvexe de C™, alors il existe une forme u a valeur au bord au
sens des courants telle que Ou = f. Il s’agit donc de prouver le théoréme
suivant :

Théoréme 1.1 (Théoréme Principal). Soit Q un domaine strictement
pseudoconveze a bord lisse de classe C* et soit f une (0,r) forme diffé-
rentielle de classe C>° 0 fermée admettant une valeur au bord au sens des
courants, 1 < r < n. Il existe une (0, —1) forme différentielle g de classe
C> ayant une valeur au bord au sens des courants, telle que Og = f.

Mots-clés: Opérateur de Cauchy-Riemann, Formes Différentielles, Valeur au Bord,

Croissance Polynomiale, Courant Prolongeable.
Classification math. : 32W05, 32W50.
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Selon Lojaciewicz et Tomassini [3], si une forme f admet une valeur
au bord au sens des courants sur {2 CC C”, alors il existe un courant F'
A support compact sur Q telle que Fiq = f. Ceci entraine que f est un
courant prolongeable et donc d’ordre fini .

Nous savons d’apres [5] que si f est un courant prolongeable d fermé,
alors il existe un courant prolongeable U sur § tel que OU = f. Cependant
[5] ne nous permet pas de dire qu’il existe une forme de classe C*° U avec
valeur au bord au sens des courants telle que OU = f.

Pour établir ce théoréme nous montrons que pour un courant prolon-
geable f sur Q, d’ordre [ et 0 fermé, il existe une solution U du 0 qui est
aussi un courant prolongeable d’ordre [. Soit S une extension, d’ordre [
& support compact sur Q, de U; et posons F = 9S. D’apres la formule
de 9-homotopie de [2], on a S = R.S + AF + 0A.S, oul R, est un opé-
rateur régularisant et A. un opérateur qui augmente la régularité de %
Ainsi S. = R.S + A.F est une autre solution du d de F. Nous montrons
qu’elle a une valeur au bord au sens des courants en partant d’un résul-
tat préliminaire ou nous montrons qu’une forme différentielle & croissance
polynomiale sur €2 admet une valeur au bord au sens des courants.

Définition 1.2. Soit 2 CC C" un domaine a bord lisse de classe C* de
fonction définissante p. Posons Q. = {z € Q | p(z) < —¢} et b2 désigne
le bord de ..

Soit f une fonction de classe C* sur 2. On dit que f admet une valeur
au bord au sens des distributions, s’il existe une distribution T" définie sur
le bord b2 de Q telle que pour toute fonction ¢ € C*°(bS2), on ait :

lim foedo = (T, )
e—=0 JpQ,

ol si @ est une extension de ¢ a Q et i, : b2, — C” 'injection canonique,
we =15 do désigne I’élément de surface.

Une forme différentielle de classe C*° sur ) admet une valeur au bord
au sens des courants si ses coefficients ont une valeur au bord au sens des
distributions.

Définition 1.3. On dit qu'une fonction f de classe C°° définie sur §2 est
a croissance polynomiale d’ordre N > 0, §’il existe une constante C telle
que pour tout z € 2, on a :

HOIEPr
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LE 5 POUR UNE FORME A VALEUR AU BORD

ou d(z) désigne la distance de z au bord de €.

Notation 1.4. Soit © un domaine de C", on note HJI(Q2) le (p,q)-iéme

groupe de 0 cohomologie des formes différentielles de classe C* et & sup-
port compact dans Q et Hy ! () le (p,q)-iéme groupe de d cohomologie
des courants d’ordre k & support compact dans 2. Les (p,q) formes diffé-

rentielles de classe C* et & support compact sur € sont notées Di’q(ﬂ).

Remerciements : Ce travail a été réalisé grace au projet FIRST du
ministere chargé de la recherche scientifique du Sénégal

2. Résolution du d pour les courants prolongeables d’ordre N

Nous allons nous intéresser & la résolution du 0 pour les courants de
bidegré (p,q) d’ordre N sur Q et prolongeables, ou  est un domaine
strictement pseudoconvexe de C™. D’apres [4] ces courants sont les duaux
topologiques des (n—p, n—q) formes différentielles de classe CN A support
compact sur Q. La technique de résolution est identique a celle de [5],
dans lequel S. Sambou a résolu le 8, pour les courants prolongeables. 11
montre qu’il existe une solution du @ pour un courant prolongeable. Ici
nous montrons que si le courant est prolongeable d’ordre [, alors il admet
une solution du d qui est aussi un courant prolongeable d’ordre .

Nous avons d’abord la proposition suivante ; il s’agit de la résolution du
9 avec condition de support :

Proposition 2.1. Soit 2 un domaine strictement pseudoconveze a bord
lisse de classe C*. Si f € D" (Q) Nkerd, alors il existe g € DQ’T_I(Q)
telle que g = f sur C", pour 1 <r <n—1.
Démonstration. Soit f € Di’r(Q) N ker 0, puisque

Hgy,(C") ~ H o (C") = 0,
il existe h € Di’r_l(C”) telle queﬁh = f. Puisque h est une (p,r—1) forme
sur C™ a support compact, on a ﬁh‘cn\g =0.Sir =1, alors h|<cn\§2 est une

(p,0) forme holomorphe & support compact. Le principe du prolongement
analytique entraine b = 0 sur C"\ (2. Sir > 1 alors hycn\ g est une (p,r—1)

forme différentielle a support compact et de classe C_’k D’apres le théoreme
(3-1) de [1], il existe § € CP"*(C™\ Q) telle que Jf = yeng- Soit 6 une
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extension de 6 & Q posons u = h — 90, alors Ou = Oh = f et u est &
support compact sur €. ([l

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théoréme 2.2. Soit Q CcC C™ un domaine strictement pseudoconvexe
a bord lisse de classe C*°. Si T est un courant de bidegré (0,r), d’ordre
N, prolongeable et O fermé sur ), alors il existe un courant S de bidegré
(0,7 — 1), d’ordre N, sur Q, prolongeable, et tel que S =T sur Q pour
1<r<n.

Démonstration. Considérons ’application

Ly : 0DY" " (Q) — C
qui & d¢ associe (T, ).
Lemme 2.3. Lt est bien définie.

Preuve du Lemme 2.3. Si Op = 0y’ alors ¢ — ¢ est une (n,n — r) forme
différentielle de classe CN, & support compact sur et 9 fermée.

Sin—r =0, alors p — ¢ est une (n,0) forme holomorphe & support
compact. Donc ¢ — ¢’ = 0 grace au principe du prolongement analytique.
On a (T, ¢) = (T, ¢").

Sin—r > 1, alors ¢ — ¢ est une (n,n —r) forme différentielle de classe
CN & support compact sur . D’aprés la proposition 2.1 ¢ — ¢/ = 96
ot § € DY ""H(Q) qui est un espace de Banach. Puisque D" "~ 1(Q)
est dense dans D" "~ L(Q), il existe (0j)jen une famille d’éléments de
D "HQ) telle que

lim 6; =6 dans D" "~ (). On a alors

Jj—4oo

(T,00) = lim (T,00;) =

j—4o00
Ce qui entraine (T, p) = (T, ¢'). Donc Ly est bien définie. O
Lemme 2.4. Ly est continue.
Preuve du Lemme 2.4. Pour 1 <r <n — 1, 'opérateur
d: DY (Q) — DY THQ) Nker d

est linéaire continu et surjectif entre espaces de Banach, donc ouvert. Pour
montrer que L7 est continue, il suffit de montrer que I'image réciproque
de tout ouvert U de C par Ly est un ouvert de Dy" " (Q). Soit U un
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ouvert de C, puisque Lt o d="T,ona L' (U)=0(T " U)). T"HU) est
ouvert et d est une application ouverte d’ou L}l(U ) est un ouvert. ]

Suite de la preuve du théoréme.
D’apres le lemme 2.3 et le lemme 2.4 I'application Ly est bien définie et
continue. Il est évident qu’elle est aussi linéaire. De plus
ADE"(Q) = DY Q) Nker & € DY"TTHQ).
Donc ~ -
Ly:0Dy""(Q) — C

est définie linéaire et continue. D’apres le théoreme de Hahn-Banach Ly
se prolonge en une forme L7 linéaire et continue sur D%n_TH(Q). L7 est
un courant prolongeable d’ordre N et 0Ly = (—1)"T. O

3. Application a la résolution du 0 pour les formes ayant une
valeur au bord au sens des courants

Proposition 3.1. Soit Q un domaine a bord lisse de classe C* et soit f
une fonction d croissance polynomiale sur 2 ; Alors f admet une valeur
au bord au sens des distributions.

Démonstration. Elle est en trois parties.
Considérons ¢, ¢, et ¢ comme dans la définition 1.2.

(1) On montre dans la premiére partie que si 1irr(1) fpedo existe,
E—r b <

alors elle ne dépend pas de I'extension ¢ de ¢ choisie.
(2) Dans la deuxiéme partie on montre que ( / f gpgda) . est une
b e>

famille de Cauchy.
3) Enfin dans la troisieme partie on montre que 'application qui a
p q PP q

p € C®(bN) — lim/ fedo définit une distribution sur b2.
e—0 b

(1) Démonstration de la premiere partie :
Soit ¢ et ¢’ deux extensions C* de ¢ ; Donc ¢ — @’ = 0 a l'ordre
infini sur b$). Posons ¢ = ¢ — @’. Soit z € bQ. et soit xg le point
le plus proche de = dans b2, d’apres la formule de Taylor
Y(x) = (xo) = oflle —wzo|*), VE>0
= o(e"), Vk>o.
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Ceci entraine que (x) = o(e¥), Vk > 0.
Soit N lordre de f; on a :

o(e")
’/ f¢da|g/ \f¢\dagc/ k>0,
b bQe bQe €
1l suffit de choisir £k > N pour que

lim foedo = 0;

e—0 b
d’ou le résultat

(2) Démonstration de la deuxiéme partie :

Puisque f est prolongeable en une distribution F' a support com-
pact, donc F' est d’ordre fini m, et on a :

(F,¢) = hm/ fedV

e—0

ou dV désigne I’élément de volume.
En plus, si F' prolonge f, alors % prolonge % au sens des dis-
J J

tributions, Vj =1,2,--- /n.

/bﬂs foudo = / d(f@do)
= /d%a (¢do) +/ fde; (5 a (SOd")))

. of . . OF _
;LI)% . dx]axj (¢d0)_<8$]7@>,

O . N0
lim | fd; (5, -(2d0)) = (F. 5 -p)
D’ou

lim / fpedo existe;

e—=0 Jp0
d’ou le résultat

(3) Démonstration de la troisieme partie.
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L’application
ceb) — C

lim / foedo
e—0

est une application linéaire.

Il suffit de montrer qu’elle est continue pour qu’elle définisse une
distribution.

Puisque beg fyedo a une limite qui ne dépend pas de 'extension
choisie, choisissons ¢ telle que :

[Pl 0 < Cllellm,ba , ott m est Vordre de F.

lim / fgogda’

e—=0 /p0

) 0
\Z( Gy 9% (P 50|

< C,H‘pHm-&-l,Q
C'l@llm+1,00;

IN A

d’ou le résultat.

O
Preuve du Théoréeme Principal.
D’apres [3], f est un courant prolongeable d’ordre [, il existe un courant
F d’ordre [ & support compact sur  qui prolonge f. D’aprés le théoréme
précédent f = QU ou U est un courant prolongeable sur  de méme
ordre que f. Soit S une extension, d’ordre [ & support compact sur €,
de U, avec F = 9S. D’apres la formule de 9-homotopie de [2], on a S =
R.S+AF+0A.S, ot R, est un opérateur régularisant et A un opérateur
qui augmente la régularité de % Ainsi R.S + AcF est une autre solution
du d de F. Or RS est une forme de classe C™ & support compact dans un
e voisinage du support de S, donc bornée sur . Donc A F est le mauvais
terme de la solution R.S+ A.F', au sens ol il n’admet pas immédiatement
de valeur au bord. Sa régularité est meilleure que celle de F' dans un €
voisinage du support de F. Puisque F' est C*° sur 2, A F est donc C*°
sur ). Montrons qu’il a une valeur au bord au sens des courants. Il nous
suffit pour avoir le théoréme de montrer que A F restreinte a 2 admet
une valeur au bord au sens des courants. Or A.F' est de méme nature que
(F,K(z,£)) ou K(z,£) est le noyau de Bochner Martinelli Koppelmann.
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Nous allons donc montrer que (F, K(z,£)) admet une valeur au bord au
sens des courants.
u(z) = (F,K(z,§)) pour tout z € Q. Soit z € 2, p une fonction
d(z)

a support compact sur B(z, T) comprise entre 0 et 1 qui vaut 1 sur

B(z,r(z) = d(f)), ou d(z) est la distance de z au bord de 2. On a :
u(z) = (F, pK(z,8)) + (F, (1 = p) K (2,)).

Posons u1(z) = (F, pK(z,£)) / pf NK(z,€).

u; est une forme de classe C* sur Q; donc admet une valeur au bord
au sens des courants.

Posons uy(2) = (F, (1 — p)K(z,£)). Puisque [ est 'ordre du courant F
qui prolonge f, on a :

ug(z) < Cll(1—-p)K(z )0
< CH (1 - ,O)K(Z, 5)”[,(1\3(2,7"(,2))
/
< sup ——————— + des termes moins
EEQ\B(2,r(2)) ’é - Z|2n 1+
mauvais
< C//
< SUp sy
EEQ\B(2,r(2)) ’5 - z|2n 1+
< C//
pS sup P
£e\B(ayr(x)) € — 2
C///
d(z)Qn—l—H '
Donc ugy est une forme a croissance polynomiale sur €2 ; elle admet alors
une valeur au bord au sens des courants d’apres la proposition 3.1. (]
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