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Développement asymptotique de la somme des
inverses d’une fonction arithmétique

HACENE BELBACHIR
FARID BENCHERIF

Résumé

La somme des puissances des inverses de 7 (n), 7 (z) désignant le nombre
de nombres premiers n’excédant pas x, a fait I’'objet de nombreux travaux. Nous
généralisons, dans cet article, les formules asymptotiques obtenues par ces auteurs
a toute une classe de fonctions arithmétiques.

1. Introduction

Pour tout entier » > 1, et pour tout réel x > 2, on note S, (z) :=
T
> o<n<a (ﬁ) ,ou T (x) =3 ,<, 1 est le nombre de nombres premiers p
n’excédant pas .

Le Théoréme des nombres premiers affirme que 7 (x) ~ i (x — o0).
ogx
Ce théoreme permet de constater aisément que d’une part,
1
Si(x) ~ ilogzx (x — o0) (1.1)

'
et que d’autre part pour r > 2, la série ), -9 (ﬁn)) est convergente de

somme C., et donc
Sy (z) ~Cp (v — 00). (1.2)
J.-M. De Koninck et A. Ivié¢ [4, 1980], L. Panaitopol [5, 2000] et A.
Ivié [3, 2002] ont donné des développements asymptotiques de S (x) plus
précis que I’évaluation (1.1), le dernier en date étant celui de A. Ivié.

Théoreme 1.1. Soit (k:n)n21 la suite d’entiers définie par récurrence par
la relation

ko +1Ukp1 +2%k, o4+ (n—1k=nn! (n>1). (1.3)

Mots-clés: Théoreme des nombres premiers, Formules asymptotiques.
Classification math. : 11NO5.
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Alors pour tout entier m > 2, on a pour x — o0

ko
log z

1
Z — = ilog2x—logx—logloga:+0+

k3 m ( 1 )
4+ 4 + 0 ,
2log? x (m —1)log™ log™ x
ou C est une constante absolue.

Dans le cas ou r > 2, H. Belbachir et F. Bencherif [1, 2006] ont établi
le résultat suivant :

Théoreme 1.2. Pour un entier r > 2, soient (ky,),~, la suite d’entiers
définie par (1.8), (arn),~o la suite de rationnels définie par I’égalité dans
R[X]]: )

n>1 n>0

(1 -X-> an"“) =Y X",

(Ark)geper €t (Hrk) s, les suites de rationnels définies par

T

F (k—1)!

s!
)\'r,k: = Z T s kr1 Qror—sy Hrk = Z T_sr1 Yrrts-
SR D=1 —r)tt

Alors pour tout entier m > 2, on a pour x — oo

1 \" 1
S (i) = Gt (urlog ot dalogs
ot 7T(7’L) " 1 ’ )

Hr,1
log

+Ar1logx + Ao +

Hr,2 Hrm—1 1
+ i 4+ — ¢ O ( )) ,
log? logm 1z log™ x

ot C, est la constante absolue définie par (1.2).

Le Théoreme 1.2 constitue une extension naturelle du Théoreme 1.1
d’Ivié. A part la constante C, qui peut étre évaluée avec ’approximation
que l'on veut, les constantes qui y figurent sont des rationnels, explicite-
ment donnés et facilement calculables. Ainsi pour r = 3 et m = 6, on
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obtient
1\ 1 1 3 3
_ = — (=2 1og3 Z log? -1

E < ) C3+1:2< 20gw+40gx+4ogx

+§ N 21 n 237 n 1583
8 2logx 4log?z 4log®x
24219 104091 ( 1 ))

8loghz  4log®x

log® z
Le théoreme qui suit généralise les deux précédents et constitue le prin-
cipal résultat de cet article.

2. Enoncé du Théoréme

Précisons tout d’abord quelques notations.

Pour toute série formelle 7' (X) := >, <ot X™ € R[[X]] de valuation
nulle, et pour tout entier r > 1, la série formelle (7 (X))" est inversible et
le coefficient de X™ dans (T'(X))™" ne dépend que de tg,t1,...,t, et r.
Désignons-le par A, (to,t1,...,ty;7). Autrement dit

(T(X)7" = An(to,tr, ... ty;r) X"

n>0

Un simple calcul donne

1 131
Ao (tosr) = w et Ay (to,t1;7) = D
0 0
et en particulier pour 7 = 1, on a (voir [2])
t1 to e e 1y
1) to t1 e e tnoa
Ap (to,t1, ... tps 1) = BT 0 to t1 - th (n>1).
o . .
0 . . -
0 --- 0 to t

Avec ces notations, on obtient le

Théoréeme 2.1. Soient ¢ > 1, r > 1, s > 1 des entiers, (ap),~, une
suite de réels telle que ag > 0 et f : N — R une fonction arithmétique
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admettant pour tout entier m > 1 un développement asymptotique, pour
n — 0o, s’écrivant

_n® al Am—1 1
fn) = log?n <a0 + logn Tt log™ 'n +0 <logmn>) '

T
Soit >/ (ﬁ) une sommation étendue aur seuls entiers n < x véri-

n<x
fiant f (n) # 0.
Dans le cas ou rs =1, on a pour tout entier m > 1
1 b b b
> = 0 logitlz+ —loglz+ -+ Lloga

= [(n) q+1 q 1
by+2
+bgt+1loglogx + C' — l(;]gx

by em ()
N 5 +0 ,
2log? = (m —1)log™ log™ x

C étant une constante absolue indépendante de m et, pour 0 < k < g+m,
bk:Ak(ao,al,...,ak;l). ,

Dans le cas ou rs > 2, anol (ﬁ) est convergente et on a pour tout
entier m > 1

1\ log?x c1 Crm—1 < 1 )>
/ m
E = ... 1) ’
(f (n)> arsl (CO - log z o log™ ' * log™ x

n>x

avec

Remarque 2.2. Comme pour tout entier m > 1, on a

()= " mz‘:l k! +O< 1 )
m(n) = — ,
logn \ = logh n log™n

on peut choisir f (n) = 7 (n) avec dans ce cas particulier ¢ = s = 1 et
ar = k! pour k > 0; on retrouve alors les résultats de J.-M. De Koninck
et A. Ivié, L. Panaitopol, A. Ivi¢, et de H. Belbachir et F. Bencherif.

96



DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

3. Démonstration du théoreme principal

La démonstration du théoreme principal repose sur les deux lemmes
suivants :

Lemme 3.1. Soient m > 1, ¢ > 1, des entiers, (by),~, une suite de réels.
Alors en posant

log? b b
T () = ngx<b+ : +~-++q)

0" logx log"t4
et
b b b
Un(z) @ = q_ﬁlloquaﬁ%—?llogqx—i--”—Fquogx
bg+2 bg+3 bg+m
+bgi1 logloga — = — 4 — = i )
41708708 logz  2log%x (m—1)log™ 12

on a U}, (z) =Ty, (2).

Lemme 3.2. Soient m > 0, u > 1, v > 2,des entiers, (ou)o<p<m €t
(Br)o<k<m des réels tels que

Fo(u— ) (v — 1)k
3 ol

J=0

aj.

Alors, en posant

log* m
Vin (z) := o8 x<a0+ .. >

v log x ' log™ x
et log® 5 5
Wm(x);:—og_f(ﬂo+ el SRR )
v log log™ x
e ( ) B
m—u
w! =V, n_
m (m) (x .CC’U logm—‘rl—um

Preuve des lemmes. La preuve du Lemme 3.1 est immédiate, alors que
celle du Lemme 3.2 nécessite le calcul suivant. On a

Wi() = 2B ((Ul)ﬁwi w=Df+ =1 w) b
j=1

v log’ x

m—u
+1Ogm+1xﬁm '
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On vérifie que By, B1, . . ., Bm satisfont les relations

{ (v—=1) B0 = a0
W=+ -1-u)fi1=q; (1<j<m).

O
Démonstration du Théoréme 3. a) Sirs =1, c’est a dire r = s = 1, alors
1 log?n ay Ametq 1 -1
pu— .. —_— O —
f(n) n (ao + logn Tt log™ T n * (logm‘*'qul n))
log?n by b ) ( 1 )
= b L B o ——M_
n ( 0t logn Tt log™ ™ n * nlog™ tn

1
= Tn O\ ———— -
(n) + (nlogm‘*'1 n)

On a donc, a la lumiere du Lemme 3.1

Z’f(ln) = 01+ZU;n(n)+0( ! )

n<x n<x IOngU

log? 1

_ C+Um(:c)+0<0g m>+o< _ >
T log™ x
1

_ C’+Um(x)+0( L )
log™ x

b) Sirs > 2, alors avec oy = Ay (ag,ai,...,ax;r) pour 0 < k <m —1,

u=gqretv=rs,ona

1 \" log“n o Opp—1 ( 1 >>
= I ot SRS ‘
(f (n)) nv <a0 * logn M log"™ 'n * log™n

Comme f(n)™" ~ ay'n "log"n avec v > 2, > 'f(n)”" converge,
n>0
et 'on a, a l'aide du Lemme 3.2 (on omet de justifier certains passages
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classiques)
() = 2 (i)
=) = Vin1(n) + O |
n>x <f (n) n>xr n log n
log"
= Z W1 (n)+0 (M)
= v~ 1log™ x
o0 log" log*
= / m“wﬁ+o(%”v+o(fgﬂl)
. v v~ 1log™ x
log?" x
= —Wm-1 <x)+0(x7“8—1 ].Ogm.'lf) )
ce qui complete la preuve du Théoreme 2.1. O
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