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Problème de Dirichlet pour les fonctions
α-harmoniques sur les domaines coniques

Krzysztof Bogdan
Tomasz Jakubowski

Résumé

On considère le noyau de Poisson du processus α-stable symétrique
pour un domaine conique. Puis on considère le problème d’intégrabilité
du noyau de Poisson à la puissance p. On donne des conditions sur q
pour qu’il existe une solution au problème de Dirichlet pour les fonc-
tions α-harmoniques sur les domaines coniques, avec une condition au
bord donnée par une fonction de Lq.

Mots clés:
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1 Introduction

Dahlberg [7] a montré que la solution du problème de Dirichlet pour les
fonctions harmoniques sur les domaines lipschitziens existe pour toutes les
conditions au bord de l’espace L2(σ), où σ est la mesure de surface sur le
bord. (cf. aussi [9]). Il est intéressant de chercher à étendre ce résultat aux
processus de Lévy α-stables. La propriété de L2-intégrabilité peut être cru-
ciale pour l’extension de la procédure de régularisation du noyau de Poisson
utilisée dans les démonstrations des estimations de Carleson et de l’inégalité
d’Harnack pour les processus α-stables, cf. [5], Lemme 8 et [15], Lemme 2.1.

Dans cette note nous étudions les fonctions α-harmoniques, qui sont liées
aux processus α-stables. Notre but est de trouver les valeurs de p pour
lesquelles on peut résoudre le problème de Dirichlet pour un domaine conique
D et la ”condition au bord” donnée par les fonctions de Lp(µ) avec une
mesure naturelle µ sur Dc. Pour cela, on doit connaître l’asymptotique du
noyau de Poisson près de la frontière de D. Auparavant le noyau de Poisson
pour les cônes dans le cas α-stable a été etudié dans [11] et plus généralement
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pour des domaines lipschitziens dans [8]. Nous améliorons les estimations
de [11] en utilisant les résultats de [8] et [1] qui donnent l’asymptotique
exacte de la fonction de Green de notre processus stable pour le domaine
D. Ceci permet de déterminer les conditions nécessaires et suffisantes pour
que le problème de Dirichlet considéré ait une solution et donne certaines
informations sur le cas des domaines lipschitziens généraux. Notons que des
problèmes analogues pour les cônes infinis sont étudiés dans [12] (cf. aussi
[13]).

2 Définitions et Notations
Soit (Xt,Px) un processus de Lévy α-stable, invariant par rotations sur Rd,
d ≥ 2. Px est la loi de probabilité du processus Xt commençant en x. La
fonction caractéristique de ce processus est donnée par

E0eiξ·Xt = e−t|ξ|α

où α ∈ (0, 2). (Xt,Px) est un processus de Markov. Pour un domaine ouvert
D ⊂ Rd, on définit un temps d’arrêt τD = inf{t ≥ 0: Xt ∈ Dc}, le premier
temps de sortie de D et la mesure harmonique

ωx
D(A) = Px(XτD

∈ A)

pour tout Borélien A.
On dit qu’une fonction u sur Rd est singulière α-harmonique sur D si

u(x) = Exu(XτA
), x ∈ Rd,

pour tout ensemble compact A ⊂ D et u(x) = 0 pour x ∈ Dc.
On dit qu’une fonction u sur Rd est régulière α-harmonique sur D si

u(x) = Exf(XτD
), x ∈ Rd,

pour une certaine fonction f surDc. Comme u = f surDc, on peut considérer
u comme la solution du problème de Dirichlet avec ”la condition au bord”
f (cf. aussi [2], [14]). Une autre caractéristique de α-harmonicité par le
Laplacien fractionel

∆α/2ψ(x) = Ad,α

∫
Rd

ψ(y)− ψ(x)− 1{|x−y|<1}|y − x|∇ψ(y − x)

|x− y|d+α
,
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avec une certaine constante de normalisation Ad,α, est donnée dans [4].
Nous utiliserons les notations de [3] et [8] sur les domaines de Lipschitz.

Soit D un domaine borné de Lipschitz avec le rayon de localisation r0 et la
constante de Lipschitz λ. Pour x ∈ Rd, on note δ(x) = inf

z∈∂D
|x− z|. On fixe

deux points x0, x1 ∈ D tels que δ(x0) ≥ r0/2 et |x1 − x0| = r0/4. Pour tout
Q ∈ ∂D et 0 < s ≤ r0/32, on note par As(Q) ∈ D un point tel que

B(As(Q), κs) ⊂ D ∩B(Q, s),

où κ = 1/(2
√

1 + λ2). Si s > r0/32 on pose As(Q) = x1. Pour tout x, y ∈ D
on note r(x, y) = max(δ(x), δ(y), |x− y|). Si x, y ∈ D et r = r(x, y) ≤ r0/32,
on pose par Ax,y un point dans D tel que

B(Ax,y, κr) ⊂ D ∩B(x, 3r) ∩B(y, 3r).

Si r(x, y) > r0/32 on met Ax,y = x1. On peut prouver facilement que les
points As(Q) et Ax,y existent (cf. [3]).

Si D est un domaine lipschitzien et x ∈ D, la mesure harmonique a
la densité PD(x, y), y ∈ Dc, appelée le noyau de Poisson [2]. On définit
l’operateur de Green GD par

GDf(x) = Ex

∫ τD

0

f(Xt) dt.

Le noyau de cet operateur est la fonction de Green GD(x, y) d’ensemble D,
c’est-à-dire

GDf(x) =

∫
D

f(y)GD(x, y) dy.

Il est bien connu que GD(x, y) > 0 sur D × D, GD(·, ·) est symetrique et
GD(x, y) = 0 si x ou y est dans Dc. De plus GD(x, x) = ∞ pour x ∈ D
([10]). On définit

φ(x) = GD(x0, x) ∧ 1.

Dans ce qui suit, toutes les constantes sont positives et ne dépendent que
de l’ensemble D et de l’indice α. f ≈ g signifie qu’il existe une constante C
telle que C−1f(x) ≤ g(x) ≤ Cf(x), pour tout x.
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3 Le noyau de Poisson pour les cônes
Pour tout y ∈ Dc, on note y′ = Aδ(y)(S), où S est un point de ∂D tel que
|y − S| = δ(y). On note que pour δ(y) < r0/32, par définition κδ(y) ≤
δ(y′) ≤ δ(y), et donc δ(y′) ≈ δ(y). Le Théorème 2 de [8] donne l’estimation
du noyau de Poisson pour un domaine de Lipschitz:

PD(x, y) ≈
φ(x)φ(y′)

φ2(Ax,y′)δ(y)α(1 + δ(y))α
|x− y|α−d, x ∈ D, y ∈ (D̄)c. (3.1)

Notons que
δ(Ax,y′) ≈ |x− y|, (3.2)

d’après (52) p. 440 dans [8]. Si D est un domaine lisse alors les estimations
ci-dessus donnent (cf. aussi [6])

PD(x, y) ≈
δ(x)α/2

δ(y)α/2(1 + δ(y))α/2
|x− y|−d, x ∈ D, y ∈ (D̄)c.

Soit Γ ⊂ Rd, d ≥ 2, un cône infini circulaire de sommet 0:

Γ =
{
y = (y1, · · · , yd) ∈ Rd : yd > η

√
y2

1 + · · ·+ y2
d−1

}
,

où η ∈ R.
On appelle cône lisse, un ensemble borné D tel que D ∩ B(0, r0) = Γ ∩

B(0, r0) et tel que ∂D soit lisse sauf au sommet du cône. Dorénavant, on
supposera que D est un cône lisse.

Si Γ est un cône infini ciculaire, soit MΓ(x) le noyau de Martin avec
pôle à l’infini, c’est-à-dire MΓ est la fonction singulière α-harmonique sur
Γ, regulière α-harmonique sur tous les ensembles bornés ouverts dans Γ et
normalisé tel que MΓ(x0) = 1 pour un certain x0 ∈ Γ, voir [1] pour plus de
détails.
Notons que MΓ(x) = |x|βMΓ(x/|x|), où 0 ≤ β < α pour le cône infini général,
voir le Théorème 3.2 dans [1]. Par le principe de Harnack à la frontière (voir
par exemple le Lemme 3.1 dans [1]), les estimées des fonctions α-harmoniques
pour les domaines lisses ([6], [10]) et par homogénéité de la fonction δ pour
les cônes lisses, on en déduit que

φ(x) ≈MΓ(x) = MΓ(x/|x|) |x|β ≈ δ(x/|x|)α/2|x|β ≈ δ(x)α/2|x|β−α/2
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pour tout x ∈ D ∩ B(0, r0/2). Encore fois par les estimées des fonctions
α-harmoniques pour les domaines lisses, on en déduit que

φ(x) ≈ δ(x)α/2|x|β−α/2 (3.3)

pour tout x ∈ D. β ne depend que de η, d, α. On sait que 0 < β < α et
β = α/2 si η = 0 pour les cônes infinis circulaires ([1]). De plus la fonction
β(η, α, d) est croissante dans la variable η. Soit β∗ = β∗(d, α) = inf

η∈R
β(η, d, α).

On sait ([12], [1]) que si d ≥ 3 ou α ≤ 1 et d = 2, on a β∗ = 0, et d’après
le Lemme 3.3 (à la fin de ce paragraphe), pour α > 1 et d = 2, on a β∗ =
(α− 1)/2.

On note que pour δ(y) ≤ r0/32, on a |y′| ≈ |y|. En effet, |y′| ≤ |y′ −
y| + |y| < 2δ(y) + |y| ≤ 3|y| puisque 0 ∈ ∂D. De plus, |y| < 2δ(y) + |y′| <
2
κ
δ(y′) + |y′| < ( 2

κ
+ 1)|y′|. Par des considérations similaires, on obtient le

lemme suivant.

Lemme 3.1: Soit D un cône lisse. Pour tout x, z ∈ D, on a

|Ax,z| ≈ max(|x|, |z|). (3.4)

Démonstration: Par symétrie il suffit de considérer le cas |x| ≥ |z|. Alors
on a r(x, z) = max(δ(x), δ(z), |x− z|) ≤ 2|x| puisque 0 ∈ ∂D.

Si r(x, z) > r0/32, alors Ax,z = x1 et |x| > r0/64. Par suite |Ax,z| ≈ |x|.
Si r(x, z) ≤ r0/32, alors |Ax,z| ≤ |x| + 3r(x, z) ≤ 7|x|. Maintenant on

considère deux cas |x| ≤ 4r(x, z) et |x| ≥ 4r(x, z).
Si |x| ≤ 4r(x, z), alors |Ax,z| ≥ δ(Ax,z) ≥ κr(x, z) ≥ κ|x|/4.
Si |x| ≥ 4r(x, z), on a |Ax,z| ≥ |x| − 3r(x, z) ≥ 1

4
|x|.

Ainsi, on obtient (3.4) dans tous les cas.

Ce lemme et les estimées précédentes vont nous permettre de donner une
simple preuve d’un résultat obtenu indépendemment dans [12]:

Théorème 3.2: Soit D un cône lisse. Si δ(y) ≤ r0/32, alors

PD(x, y) ≈
δ(x)α/2

δ(y)α/2|x− y|d

(
min(|x|, |y|)
max(|x|, |y|)

)β−α/2

. (3.5)
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Démonstration: En appliquant (3.3) et (3.2) à la formule (3.1) et en
utilisant (3.4) et le fait que |y| ≈ |y′| et δ(y) ≈ δ(y′), on obtient

PD(x, y) ≈
δ(x)α/2|x|β−α/2δ(y′)α/2|y′|β−α/2

δ(Ax,y′)α|Ax,y′|2β−αδ(y)α|x− y|d−α

≈
δ(x)α/2|x|β−α/2|y′|β−α/2

δ(y)α/2|Ax,y′|2β−α|x− y|d
≈

δ(x)α/2

δ(y)α/2|x− y|d

(
min(|x|, |y|)
max(|x|, |y|)

)β−α/2

.

À la fin de ce pragraphe on donne la formule pour le noyau de Martin
avec pôle à l’infini d’ensemble R2 \ {y = (y1, y2) ∈ R2 : y1 = 0, y2 ≥ 0} qui
nous a permit calculer β∗ pour tous d et α.
Lemme 3.3: On fixe α ∈ (1, 2). Alors le noyau de Martin MΛ associé au
cône circulaire Λ = R2 \ {y = (y1, y2) ∈ R2 : y1 = 0, y2 ≥ 0} et normalisé en
x0 ∈ Λ est donné par la formule

MΛ(x) =

∫∞
0
t(1−α)/2(tα−2 − |x− (0, t)|α−2) dt∫∞

0
t(1−α)/2(tα−2 − |x0 − (0, t)|α−2) dt

.

Démonstration: Notons m(x) la fonction du terme à droite. Il est facile
de voir qu’elle est continue en 0 et, comme elle a la forme d’un potentiel de
Riesz, qu’elle est régulière α-harmonique sur tous les sous-ensembles bornés
ouverts de Λ. Par unicité (voir par exemple le Théorème 3.2 de [1]), il suffit
donc de montrer que m((0, u)) = 0 pour tout u > 0. On voit facilement que
m((0, u)) = u(α−1)/2m((0, 1)) et on est donc ramené à montrer que

I =

∫ ∞

0

t(1−α)/2(tα−2 − |1− t|α−2) dt = 0.

Pour cela on remarque d’abord que

I =

∫ ∞

0

t(1+α)/2(1− |1− t−1|α−2)
dt

t2
=

∫ ∞

0

t(−1−α)/2(1− |1− t|α−2) dy

et on en déduit que∫ ∞

0

t(−1−α)/2
(
(tα−1 − 1)− (t− 1)|1− t|α−2

)
dt = 0.

En divisant l’intégrale suivant [0, 1] et [1,∞), en intégrant par parties et en
utilisant que α > 1 pour annuler les termes au bord, on montre que le terme
de gauche vaut 2I, ce qui termine la preuve.
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4 Le problème de Dirichlet pour le cône
Maintenant nous allons considèrer le problème de Dirichlet pour les cônes
lisses D. Soit µ(dy) = m(y)dy une mesure sur Dc avec densité m > 0. Soient
p ∈ [1,∞) et q ≥ 1 tels que 1/p + 1/q = 1. Une solution du problème de
Dirichlet

u(x) = Exf(XτD
) =

∫
Dc

f(y)PD(x, y)dy =

∫
Dc

f(y)
PD(x, y)

m(y)
µ(dy)

existe pour chaque f ∈ Lq(µ) si et seulement si PD(x, y)/m(y) ∈ Lp(m(y)dy)
pour un point x et par suite pour tout x ∈ D. Si D était un domaine lisse,
PD(x, y) ≈ δ(y)−α/2, δ(y) ≤ r0/32 (cf. [6], [8]), alors PD(x, y)/m(y) ∈ Lp

pour m(y) = δ(y)−α/2 et pour chaque p ≥ 1. Le choix naturel de la poids m
est donc m(y)dy = δ(y)−r, nommément r = α/2.

Dénotons D∗ = {y ∈ Dc : δ(y) ≤ r0/32}.

Lemme 4.1: Soit D un cône lisse. Alors∫
D∗
|y|tδ(y)sdy <∞

si et seulement si s > −1 et t+ s+ d > 0.

Démonstration: On considère l’ensemble E = {y ∈ D∗ : |y| ≤ r0/32}.
On a clairement ∫

D∗\E
|y|tδ(y)s dy <∞

si et seulement si s > −1.
Soit Bk = {y ∈ E : 2−k−1r0/32 < |y| ≤ 2−kr0/32} pour k ∈ {0, 1, 2, . . . }.

On a, par homogénéité de δ sur Bk∫
Bk

|y|tδ(y)sdy = (2−k)t+s+d

∫
B1

|y|tδ(y)sdy = c(2−k)t+s+d.

Alors ∫
E

|y|tδ(y)sdy = c
∞∑

k=0

(2−k)t+s+d

ce qui donne la condition t+ s+ d > 0.
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Comme justifié par la discussion au début de cette section, on suppose
que p ≥ 1 et m(y) = δ(y)−r. Soit

Ir,p =

∫
Dc

(PD(x, y)δ(y)r)p

δ(y)r
dy .

Alors PD(x, y)/m(y) ∈ Lp(m(y)dy) si Ir,p <∞.
Soit rβ = dα/2−α+β

d−1−α/2+β
. Notons que pour β < α/2 on a 0 ≤ rβ < α/2 <

α− β.

Lemme 4.2: Soient η < 0 (ou β < α/2) et p ≥ 1. On a Ir,p < ∞ si et
seulement si

p < 1−r
α/2−r

pour −∞ < r ≤ rβ,

p < d−r
α−β−r

pour rβ < r < α− β,

p < ∞ pour α− β ≤ r ≤ d+ α,

p < r−d
r−d−α

pour d+ α < r <∞ .

Démonstration: Au debut considérons l’intégrale sur Dc \ D∗. D’après
(3.1), on a PD(x, y) ≈ δ(y)−d−α pour y ∈ Dc \D∗. Alors

I1 :=

∫
Dc\D∗

(PD(x, y)δ(y)r)p

δ(y)r
dy ≈

∫
Dc\D∗

δ(y)(−d−α+r)p−rdy <∞

si et seulement si (−d−α+r)p−r < −d. Si r ≤ d+α on a (−d−α+r)p−r ≤
−d − α + r − r < −d et donc I1 est finie. Pour r > d + α, I1 est finie si et
seulement si p < r−d

r−d−α
.

Maintenant on considére l’intégrale sur D∗. Si x est fixé et y ∈ D∗ alors
d’après le Théorème 3.2, PD(x, y) ≈ |y|β−α/2δ(y)−α/2. D’après le Lemme 4.1

I2 :=

∫
D∗

(PD(x, y)δ(y)r)p

δ(y)r
dy ≈

∫
D∗
|y|(β−α/2)pδ(y)(r−α/2)p−rdy <∞

si et seulement si

(r − α/2)p− r > −1 (4.1)
(r + β − α)p− r + d > 0 . (4.2)
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Soit r < α− β. La condition (4.2) est equivalente à p < d−r
α−β−r

.
Si r ≥ α/2, (4.1) est satisfaite pour tout p ≥ 1.
Si r < α/2, (4.1) est equivalente à p < 1−r

α/2−r
, et puisque 1−r

α/2−r
≤ d−r

α−β−r
si et

seulement si r < rβ on obtient la première et la deuxième partie du lemme.
Maintenant considerons r ≥ α− β. Pour tout p ≥ 1 on a

(r + β − α)p− r + d ≥ r + β − α− r + d > d− α > 0,

(r − α/2)p− r + 1 ≥ 1− α/2 > 0,

donc on obtient la troisième et la quatrième partie du lemme.

Puisque le cas r = α/2 semble être le plus important, notons que
Iα/2,p <∞ si et seulement si p < 2d−α

α−2β
.

Pour η ≥ 0 (ou β ≥ α/2) la condition (4.1) est plus forte que (4.2)
et nous facilement obtenons que Ir,p < ∞ (pour p ≥ 1) si et seulement si
−∞ < r < α/2 et p < 1−r

α/2−r
ou α/2 ≤ r ≤ d+α et p <∞ ou d+α < r <∞

et p < r−d
r−d−α

.
Bien sur, le cas le plus restrictif est β < α/2. Dans ce cas, l’ensemble

{(r, p) : Ir,p < ∞} est l’intersection d’un demi-plan et les domaines sous les
graphes de trois hyperboles. Notons que {(r, p) : Ir,p < ∞} est décroissant
quand β ↓ β∗, donc on obtient le corollaire suivant

Corollaire 4.3: Soit p ≥ 1.∫
Dc

(PD(x, y)δ(y)r)p

δ(y)r
dy <∞, x ∈ D , (4.3)

pour chaque cône lisse D si et seulement si −∞ ≤ r ≤ rβ∗ et p < 1−r
α/2−r

ou
rβ∗ < r < α − β∗ et p ≤ d−r

α/2+β∗−r
ou α − β∗ ≤ r ≤ d + α ou d + α < r et

p < r−d
r−d−α

. En particulier, pour r = α/2, on a∫
Dc

(
PD(x, y)δ(y)α/2

)p
δ(y)−α/2dy <∞ , (4.4)

pour chaque cône lisse D si et seulement si p ≤ 2d−α
α−2β∗

.

En conséquence pour r = α/2, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 4.4: La solution du problème de Dirichlet existe pour tous les
cônes lisses D et pour toutes les fonctions f ∈ Lq

(
δ(y)−α/2dy

)
si et seulement

si q ≥ d−α/2
d−α+β∗

.
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Considerons la valeur critique p∗ = 2d−α
α−2β∗

, dans le cas r = α/2. D’après
la discusion dans la Section 3, on a β∗ = α−(d−1)

2
∨ 0. Alors p∗ > 2, pour tout

d ≥ 2, α ∈ (0, 2). Pour d = 2, on a

p∗ = 4−α
α∧1

. (4.5)

Considerons le cône infini Cη = {y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd : y2 > ηy1}. On a
MCη(y) = MΓη(y1, y2) où y = (y1, . . . , yd) et Γη = {y = (y1, y2) ∈ R2 : y2 >
ηy1}. On obtient facilement que la valeur critique p∗ pour integrabilité (lo-
cale) du noyau de Poisson pour le cône Cη est la même que pour le cône Γη,
alors (4.5) donne une estimation d’en haut pour le nombres p ≥ 1 satisfaisant
(4.4) pour tous les domaines lipschitziens dans Rd, d ≥ 2. Nous pensons que
(4.5) est une analogie proche des resultats de Dahlberg [7].

Les méthodes presentées dans cet article s’appliquent également pour
des domaines comme des polygones (si d = 2) ou des domaines obtenus
en réunissant un nombre fini de cônes de façon lisse et les résultats sont
les mêmes. Ces méthodes ne marchent pas pour les domaines lipschitziens
généraux, puisqu’on ne connaît pas exactement l’asymptotique de φ pour ces
domaines.
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