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Résumé

A partir des équations de Saint Venant décrivant la dynamique
d’une couche de fluide mince homogène en rotation, des modèles asymp-
totiques de fluide géophysique sont développés à l’aide de paramètres

, 

adimensionnels. Ces modèles ont la particularité de filtrer les ondes de
~ 

gravité et de décrire uniquement les mouvements lents. Deux classes de
modèles sont introduites: les équations de balance écrites en 3 variables

(potentiel de vitesse, fonction de courant, hauteur), et le modèle de
géostrophie généralisée écrit uniquement en hauteur. Leurs avantages
et inconvénients respectifs, en précision par rapport aux équations ori-

ginelles et en conditions d’implémentation numérique, sont discutées.
Une application à la dynamique de tourbillons est présentée.

1 Introduction

A l’exception des mouvements convectifs intenses et localisés, les mou-
vements océaniques sont décrits par les équations primitives [3], dérivées
des équations de Navier-Stokes, sous les hypothèses de Boussinesq, d’hydro-
statisme, et d’incompressibilité du fluide. Pour des fluides peu sensibles au
mélange, et dont la structure verticale est caractérisée par un empilement de
couches minces homogènes, ces équations primitives se simplifient en équa-
tions dites "shallow-water", dont les équations de Saint Venant (SV) sont un
exemple type (une seule couche dynamiquement active).

Les équations SV décrivent à la fois les mouvements rapides (ondes de gra-
vité par exemple) et les mouvements lents, comme l’équilibre géostrophique
(équilibre du gradient de pression horizontal avec la force de Coriolis). Tant
pour l’étude de mouvements océaniques lents (pour lesquels les ondes ra-
pides pénalisent de longues simulations) et pour la prévision globale de l’état
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de l’océan (pour laquelle les modes rapides autorisent la propagation des er-
reurs initiales par rapport à l’équilibre géostrophique), filtrer les ondes rapides
présente un intérêt théorique et pratique. Des méthodes ont été recherchées
initialement dans le cadre de la prévision météorologique. Deux systèmes
d’équations asymptotiques, dérivées dans ce but à partir des équations SV,
sont détaillés ici, avec quelques avantages et inconvénients respectifs.

Premièrement, les équations SV dans un référentiel tournant sont rappelées
avec leurs solutions linéaires. Les modèles asymptotiques sont ensuite dérivés,
et leurs méthodes d’implémentation présentées. Une application à la dyna-
mique d’un tourbillon illustre les écarts possibles entre les solutions originales
et les solutions asymptotiques et en analyse l’origine.

2 Les équations SV en référentiel tournant et leurs
solutions linéaires

La configuration géométrique et physique est décrite en figure 1. Une
couche de fluide active, de densité p, de vitesse horizontale (u, v) (supposée
nulle à l’infini), d’épaisseur locale h (supposée uniforme = H à l’infini) re-
couvre une couche inerte et infiniment épaisse de fluide de densité p + ~’p.
L’ensemble est en rotation uniforme spatialement et temporellement au taux
Q. Les 3 champs u, v, h sont infiniment continûment différentiables en les 3
variables x, y, t (coordonnées horizontales et temps). Les équations SV ex-
priment l’évolution de la quantité de mouvement horizontale en réponse au
gradient de pression et l’incompressibilité du fluide (non divergence de la
vitesse tridimensionnelle intégrée sur l’épaisseur de la couche active).

fv 

[~t + uax + v~y]v + f u = - ~yp/03C1
[~t + u~x + v~y]h + h(~xu + ~yv) - 0 (2.1)

où l’on a posé f = 2H (paramètre de Coriolis). L’absence de mouvement
(vitesses et accélérations nulles dans la couche inférieure) permet de conclure
à la nullité du gradient de pression profond. L’équilibre hydrostatique pfond =
psurface - g03B403C1(h - H) permet d’exprimer les gradients de pression de surface
comme = avec g’ = h = H + n.
En prenant le rotationnel des équations de mouvement et en substituant la
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divergence de la vitesse dans l’équation de hauteur, on obtient la conservation
de la vorticité potentielle:

[~t + uax + v~y]q _ o, q - 
03B6 + f h

, 03B6 = ax v-a y u ( 2.2 )

2.1 Equations adimensionnelles

A l’aide des deux nombres adimensionnels, de Rossby Ro = U/ f L et de
Burger Bu = g’H/ f2L2 (où L, U sont les échelles de dimension et de vitesse
horizontales), les équations (2.1) deviennent:

Ro[~t + u~x + v~y]u - v = - A~x~

Ro[~t + u~x + v~y]v + u = - A~y~
ARo[~t + uax + v~y]~ + (Bu + ARo~)(~xu + ~yv) - 0 (2.3)

avec A = g’03B4H/f LU où ôH est l’échelle de déviation verticale d’interface n.

2.2 Solutions linéaires des équations SV et modèle QG.
Deux solutions simples des équations (2.3) sont obtenues:

- les ondes de gravité. Autour d’un état de repos (u = v = 0, h = H), les équa-
tions (2) sont linéarisées et des solutions (u, v, 1]) en ondes monochromatiques
exp(ikx + ily - iwt) sont recherchées. Les équations homogènes conduisent
à un déterminant 3x3 dont l’annulation donne l’équation de dispersion des
ondes de gravité avec rotation:

Ro203C92 = 1 + (k2 + l2)Bu
ou de façon dimensionnelle W2 = 12 + (k2 + l2)C2, avec c2 = g’H. Ces mou-
vements sont rapides et de vorticité potentielle nulle; leur origine physique
est la divergence de la vitesse.
- l’équilibre géostrophique repose sur l’égalité du terme de Coriolis et du
gradient de pression horizontal. On a alors A = l, soit 8 H / H = Ro/Bu et
Ro   1.

En supposant de plus que Bu - 1, on obtient l’approximation quasi-géostrophique
(QG); les mouvements QG sont d écrits par la conservation de la vorticité
potentielle, développée au premier ordre en Ro:

lôt + - o
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où la vitesse d’advection est purement géostrophique (ici 03C8 = 7;). Par défini-
tion, ces mouvements sont lents, décrits par leur vorticité potentielle et sont
essentiellement rotationnels.

3 Modèles intermédiaires

Entre le modèle SV et le modèle QG existe un grand nombre de modèles
dits intermédiaires, obtenus par développement asymptotique en nombre de
Rossby. Ces modèles sont à base géostrophique; on posera donc ci-après
A == 1. Les mouvements sont toujours lents T = L/U  1/ f soit Ro  1, ce
qui limite les ondes de gravité, mais le nombre de Rossby plus élevé que dans
le modèle QG autorise une dynamique non linéaire, filtrée lorsque Ro « 1.
Deux classes générales de modèles intermédiaires sont obtenues ( 1 ) par sépa-
ration du champ de vitesse en parties rotationnelle et divergente (modèles de
balance), (2) par développement du champ de vitesse en fonction des dérivées
du champ de pression (modèles intermédiaires géostrophiques).

3.1 Equations de balance.

Ces équations sont obtenues en utilisant la forme générale d’un champ de
vitesse 2D, sous contrainte de faibles mouvements divergents: ic = Ro~ +
k A où k est le vecteur vertical, x est le potentiel et 03C8 la fonction de
courant. A partir de (2.2), la divergence du champ de vitesse donne:

Ro2[~t + + Roux + Ro3(~2~)2

- 2RoJ(-~y03C8 + Roôzx, ~x03C8 + Ro~y~) - ~203C8 = - ~2~

où J(a, b) est le Jacobien de a et b. Cette dernière équation est filtrée à l’ordre
2 en Ro [15]. Jointe aux équations de rotationnel de vitesse et de hauteur
(invariantes par rapport au système SV), elles forment le système d’équations
de balance:

+ 2RoJ(~x03C8, ~y03C8) = ~2~
Lat + J(03C8, .) + Ro~ . ]~203C8 + o2x(1 + Ro~203C8) = 0

f at + + Ro~ . ]~ + (Bu + Ro~)~2~ = 0 (3.4)
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Notons que ce système des trois équations de balance (BE) conserve la vor-
ticité potentielle, advectée avec la vitesse faiblement divergente.

[~t + J(03C8,.) + Ro~ . ]q = 0, q = ~203C8 - ~/Bu 1 + Ro/Bu~ (3.5)

3.2 Modèle de géostrophie généralisée
Ces équations sont obtenues en développant le champ de vitesse en fonc-

tion de ~ et de ses dérivées dans le système (2.2). L’accélération relative est
calculée à partir de l’expression géostrophique de la vitesse et est passée dans
le membre de droite.

u = - ~y~ - Ro [% + J(n, . )]~x~
’ 

v = (3.6)
Cette expression de la vitesse est substituée dans l’équation de hauteur, et
l’ensemble est tronqué à l’ordre 2 en Ro [6]:

~t[~2~ - 1 Bu~ + Ro 2Bu|~|2] + Ro 2Bu~~t~2~+

J(~V~+~V~+~)V~]) = 0
En supposant l’évolution temporelle lente, Cushman-Roisin et Tang (1990
[5]) linéarisent le terme de dérivée temporelle pour former l’équation de géo-
strophie généralisée (GG) :

~[V~ - ~] + J(~ V~ + j~V~ + ~V~]) = 0 (3.7)

où t est maintenant l’échelle de temps lente.

4 Implémentation numérique

Des comparaisons de modèles intermédiaires, entre eux et avec les équa-
tions shallow-water, ont déjà été menées [1]. Les choix d’implémentation
concernent 2 aspects: les équations et la méthode numérique.
Pour le système BE, les équations de rotationnel et divergence de la vitesse
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et de hauteur ont été résolues itérativement par méthodes multi-grilles [15].
Le coût de calcul associé est très élevé. Mohebalhojeh et Dritschel (2000,
[10]) montrent l’importance d’utiliser une équation de vorticité potentielle,
de dynamique lente et numériquement stable, pour contraindre les modes
rapides (potentiel et hauteur). Une telle équation se prête de plus bien aux
techniques lagrangiennes, en particulier CASL [10] et vortex-in-cell [7].
Pour l’équation GG, l’implémentation de la forme (3.7) a été faite jusqu’à
maintenant avec des méthodes eulériennes, qui advectent q avec le jacobien
non linéaire et recalculent le champ de hauteur à partir de q à chaque étape.
Une méthode de particle in cell a été adoptée par Pavia (1989, [11]) pour
discrétiser cette équation dans le cadre de l’étude de la fusion de deux tour-
billons.

Nous choisissons ici d’implémenter avec une méthode eulérienne pseudo-
spectrale les équations BE et GG. Le domaine de calcul, carré, de 128 noeuds
sur chaque côté de longueur 203C0, est bipériodique. Des FFT sont utilisées pour
le calcul des dérivées spatiales. Le schéma temporel est mixte Euler-Leapfrog
pour conserver l’énergie et éviter une divergence des solutions aux pas de
temps pairs et impairs. Un opérateur biharmonique de dissipation à faible
intensité est ajouté aux équations de vorticité potentielle.

5 Application et comparaison des modèles BE et GG

Les modèles numériques BE et GG sont appliqués ici à la simulation de
l’instabilité d’un tourbillon.

5.1 Simulations numériques.
La condition initiale des deux modèles est:

( = ~203C8(x, y, t = 4) - A0(1 - _r") +

r2exp(-r2)cos(203B8), r2 = x2 + g2, 8 = arctg(y/x)
soit un tourbillon déformé de facon elliptique; ce tourbillon est sensible à
une instabilité de cisaillement de vitesse horizontale (dite barotrope) lorsque
a > 2 (pour Ro « 1, [4]). Le modèle QG (par construction) et le modèle SV
(dans la plupart des cas, sauf lorsque Ro rv 1, Bu » 1 ou Ro - Bu « 1)
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montrent une instabilité identique, de même taux de croissance pour les cy-
clones que les anticyclones (Ao = ~ 1 ) .
Ici les paramètres sont a = 4, E = 0.05, Ro = 0.5. On choisit de plus Bu = 1,
valeur critique correspondant à la limite de stabilisation non linéaire du tour-
billon sous forme de tripole, dans les équations QG ([4]). Pour ces paramètres,
le modèle SV montre également une stabilisation non linéaire du tourbillon

quelle que soit sa polarité. Au contraire (voir fig.2), les modèles BE et GG
prédisent une instabilité plus marquée des cyclones, qui se brisent en 2 di-

poles, que des anticyclones.

5.2 Analyse des équations GG.

Il apparait directement que les équations GG ne conservent pas la vorticité

potentielle à l’ordre du modèle; elles correspondent à une équation QG forcée
asymétriquement pour les cyclones et les anticyclones:

[~t + J(~,.)][~2~ - 1 Bu~] = -Ro BuJ(~,~~2~ + 1 2|~|2])
Pour expliquer l’effet de ces non linéarités, une ellipse de Kirchoff équivalent-
barotrope (~2~ - j = 1 à l’intérieur d’une ellipse, 0 à l’extérieur) est
étudiée: elle est une solution stationnaire des équations QG (si son rapport
d’aspect est inférieur à 3). Le modèle GG déforme peu cette ellipse mais
accélère la rotation des anti cyclones et ralentit celle des cyclones. Pour un

tripole, ceci permet au cisaillement exercé par les satellites sur le coeur de

s’amplifier et de casser les cyclones, alors que les anticyclones se stabilisent.

Pour conserver la vorticité potentielle à l’ordre du modèle, une équation
similaire à (3.7) peut être obtenue en développant l’équation de vorticité
potentielle SV (2.2) à l’aide du champ de vitesse asymptotique donné par
(3.6), en tronquant les différents termes à l’ordre 2 en Ro.

[~t - Ro~t~ . . v + J(~,.) - Ro J(~, ~) . ]Q = 0,

Q = [~2~ - 1 Bu~][1 - Ro Bu~] - 2RoJ(~x~, ~y~) (5.8)

L’implémentation numérique de la forme complète (5.8) est possible avec
des méthodes eulériennes ou lagrangiennes, qui advectent Q et calculent le
champ de hauteur à partir de Q itérativement, puis en déduisent un champ
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de vitesse [7] ; il est impératif que ce champ de vitesse soit lissé car les erreurs
d’arrondi dans l’inversion de Q peuvent générer des divergences des gradients
de 1] ([12]). D’autre part, l’inversion de Q en 1] est soumis à une condition
de solvabilité des équations de type Monge-Ampère (voir ci-après le modèle
BE).

5.3 Analyse des équations BE

L’asymétrie artificielle observée ici entre cyclones et anticyclones provient
de la troncature de l’équation de divergence. Cette troncature implique d’une
part une relation diagnostique entre 7y et 03C8 et d’autre part un calcul diag-
nostique de r~. Or,

A) il a été montré ([8], [14]) que le calcul exact de la divergence (en
particulier son advection) est nécessaire dans les situations frontales (i.e.
lorsque Ro/Bu N 1). Les équations BE peuvent être ré-écrites sous la forme
NX = Y où

/ Ni 0 V~ B
N = o _v2 N2N3 1 0

avec Ni = v2 + Ro  . (~203C8 ),
N2 = (1 + 2Ro ~2yy03C8) ~2xx + (1 + 2Ro ~2xx03C8) ~2yy - 4Ro ~2xy03C8) ~2xy,
N3 = .

at~
X = )X = 

(~t ~ ~ )
Y= ( 0 

~203C8) 0

)B - J~~~ ~1) 
Le déterminant de l’opérateur N est D = NIN2 - N3~2. Les trois conditions
de solvabilité des équations BE sont:
1) 1 + Ro/Bu ~ > 0 (-N1 elliptique défini positif ); ceci correspond physi-
quement à la condition de stabilité statique;
2) 1/Ro + ~203C8 > 0 (-N3 elliptique défini positif ); ceci correspond physi-
quement à la condition de stabilité inertielle;
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3) 1 + 2Ro[~203C8 + 2RoJ(~x03C8, ~y03C8)] > 0 (-lV2 elliptique défini positif ); ceci
correspond physiquement à la majoration du taux de déformation (cisaille-
ment et étirement) par la vorticité absolue. Mathématiquement cela corres-
pond à la condition de solvabilité du problème de Dirichlet pour l’équation
de type Monge-Ampère (relation diagnostique entre n et ~, voir [15]). Or,
dans les situations de fort amincissement de la couche fluide active, cette

condition est la première des trois à ne plus être satisfaite ([16]).
Dans notre étude de tourbillon, le modèle peut atteindre ses limites au coeur
du cyclone où le cisaillement est maximal et l’épaisseur de couche fluide mi-

nimale ; on y constate numériquement des perturbations de petite échelle.

B) d’autres formes du modèle de balance consistent à advecter la vorticité
potentielle (SV ou BE) et à l’inverser par une séquence de dérivées tempo-
relles croissantes des équations du rotationnel ( et de la divergence 8 de la
vitesse ([9], [10]).

03B6 = (1 + Ro Bu ~)q + ~ Bu
~ - n/Bu - 2Ro J(u, v) - ~ ~ (ûb) - yl)

R02 A8(n) = ~~~(û~)-~2~’(û~l)~~n~-(2Ro J(u, v)-Ro2 ~~(ûb)~~"+1)+Ro2 8(n+2)
Ro ~~’~~ - ~-6 - Ro ~ ~ (û~)~~’~ _ ~~, , n =1...N

Ro r~~~’~ _ [-Bu b - Ro D ~ (ûr~)~~~’ _ 1~, , n = l...N -1

où A = ~2-I/Bu est l’opérateur de Helmholtz et où = ~nt x. Pour fermer
ce système, les dérivées temporelles N-ième et N + 1-ième de la divergence
sont supposées nulles 8N = bN+1= 0.
Mohebalhojeh et Dritschel montrent qu’un tel schéma (dans leur cas, avec
une advection semi-implicite de 8N et bN+1 ), avec N = 2, permet à la fois
une représentation exacte de l’évolution temporelle de la vorticité potentielle,
jusqu’aux plus fines échelles spatiales, et une bonne représentation du champ
de divergence.

6 Conclusions

Deux exemples de modèles intermédiaires, caractéristiques des 2 classes
les plus fréquemment utilisées, ont été rappelés et implémentés. Il existe
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d’autres modèles intermédiaires, comparables dans leur dérivation au mo-
dèle de géostrophie généralisée, dont le petit paramètre est la variation du
paramètre de Coriolis avec la latitude (effet bêta).
Les modèles reposant sur le développement de la vitesse en fonction de la
pression montrent plusieurs défauts: ils ne conservent pas la vorticité poten-
tielle à l’ordre 2 en Ro et introduisent un biais artificiel entre cyclones et
anticyclones ([2]). Lorsqu’ils sont développés sous une forme conservative de
la vorticité potentielle, ils peuvent devenir numériquement instables en rai-
son des conditions d’inversion de la vorticité potentielle et des arrondis dans
le calcul de la pression ([12]). Ces instabilités numériques ne disparaissent
que lorsque la vitesse est calculée itérativement en fonction de la pression en
utilisant la forme stationnaire des équations de quantité de mouvement ([13],
[7]).
Les modèles de balance reposent sur la séparation du champ de vitesse en par-
ties rotationnelle et divergente, et sur la troncature de l’équation de la diver-
gence. Cette troncature devient problématique dans les situations frontales
(amincissement extrême de la couche fluide active) où le champ divergent est
mal représenté et où la condition d’ellipticité de l’opérateur associé aux équa-
tions n’est plus satisfaite. Une meilleure représentation du champ divergent
et des fines échelles de la vorticité potentielle est obtenue par une séquence
de dérivées temporelles des équations de rotationnel et de divergence de la
vitesse, qui permet d’inverser la vorticité potentielle.
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Appendice: algorithme du modèle BE

A l’instant initial, la fonction de courant est calculée à partir du champ de
hauteur par relation diagnostique. La vorticité potentielle est advectée avec
une approximation du champ x (nulle à l’instant initial, de l’instant précédent
ultérieurement). La nouvelle vorticité potentielle fournit les nouveaux 7y et

L’équation de la vorticité relative est alors utilisée pour obtenir le champ
x à partir de la dérivée lagrangienne de la vorticité relative.
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FIG. 1 - Description schématique de la stratification et de la configuration
d’écoulement pour le modèle de Saint Venant
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FIG. 2 - Séquence temporelle de cartes de vorticité relative pour le modèle
GG - évolution d’un anticyclone (haut) et d’un cyclone (bas). Intervalle de
contour 0~ = 0.08, intervalle de temps Ot = 50 (haut), 25 (bas ).
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