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Transformation de Fourier sphérique
de type ¢
Applications aux groupes de Lie semi-simples.

Kinvi Kangni
Saliou Touré

Résumé

Let G a connected Lie group, K a large compact subgroup of G
and & an arbitrary class of irreducible unitary representation of K. In
this work, thanks to the generalized Abel transform, we construct a
spherical Fourier transform of type é and study some applications to
the real special linear group SL(2, R).

1 Introduction

Soient un groupe localement compact unimodulaire et K sous groupe
compact de G. Notons K le dual unitaire de K et pour toute classe § de
K, & le caractére de 4, d(8) le degré de § et X; = d(8)&. Si & est la classe
des représentations contragrédientes de § dans K, on a X5 = X et on vérifie
aisément, grace aux relations d’orthogonalité de Schur que Aj * Xy = Aj.
On note My;) (C) I'algebre des matrices carrées d’ordre d(§) a coefficients
complexes. Soit K (G) I’espace des fonctions complexes continues sur G a
support compact. En identifiant X5 a une mesure bornée sur G, on note pour
toute fonction f € K (G)

]
I

sf (z) X5 * f (z) Jic Xs (k) f (kz)dk
fs(z) f*Xs5(z) Jic Xs (K71) f(kz)dk

et Ks(G) = {f € K(G), f = sf = fs}, (dk étant la mesure de Haar norma-

lisée sur K).

I
i
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Soit J¢ (G) I'ensemble des fonctions K — centrales f de K (G) . Posons
K5 (G)NJc (G) =KL (G).
ICg (G) est une sous-algébre de K (G) . Définissons I'application fx en posant :

=/’f(kxk—1)dk (Vz€G).

Alors I'application f — X5 * fx est une projection continue de K (G) sur
Ki(G).

Désignons par D (G) 'espace des fonctions régulieres sur G & support
compact (cf.[1]) et D'(G) 'espace des distributions sur G, c’est-a-dire le
dual de D (G).

Soit £ un espace vectoriel complexe de dimension finie. Une fonction
sphérique ¢ (sur G) de type § est une fonction continue quasi-bornée sur
G a valeurs dans Endc (E) telle que:

(i) ¢ (kzk™") = ¢(2)

(i) Xsx ¢ == x X5

(iii) L’application ug : f — ¢S = [, f(z) (z™") dz est une représen-
tation irréductible de I’algebre IC5 (G) La dlmenswn de E est la hauteur de
¢ (cf. 2]).

Soient X, ()CJ (G)) I’espace des fonctions des représentations irréduc-

tibles de K} (G) de dimension m et S[* (G) I'espace des fonctions sphériques
de type J et de hauteur m. Soit G la transformation de Gelfand généralisée
de K& (G) i.e. application définie par:

G:KHG) — My ()59
f — Gf
avec  Gf(U) = U(f). Apres identification des espaces X, (ng (G)) et

S (G) , on montre qu'il existe (cf [2]) une application notée F f qui s’identifie
a Gf et qui est définie par:

/ f(e)é (=) de, (Vo€ SP(G)).

La fonction f — G f est appelée transformation de Fourier sphérique
de type 8. Ff n’est rien d’autre que la transformation de Gelfand généra-
lisée associée & K3 ().
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Si & est triviale de dimension 1 et si (G, K) est une paire Gelfand, on
retrouve la transformation de Fourier sphérique usuelle. Nous allons généra-
liser le théoréme de Selberg suivant le dual unitaire du sous-groupe compact
large K et ensuite construire la transformation de Fourier sphérique de type
6 d’un groupe de Lie connexe semi-simple.

2 Transformation de Fourier sphérique de type ¢ sur
G

Supposons que G est un groupe de Lie connexe unimodulaire et dénom-
brable a l'infini. Soit K un sous-groupe compact large de G. Soit A I'algebre
universelle enveloppante de G, ol G, est la complexifiée de 1’algebre de Lie
G de G. Soit C le centralisateur de K. dans A ot K. est la complexifiée de
’algébre de Lie K de K. (On rappelle que la projection canonique de A sur
C est définie par D — Dk ol Di = [ ad(k). dk).

Soit D —— Tp 'identification de I’algébre A avec I’algebre des distribu-
tions sur G & support {1} . Tp est définie par:

To(f)=D;(1) et To(f)=To(f) (feD(G))

ol pour tout z € G, f(z) = f(z™).
Si D € C alors Tp commute avec ¢ (k € K). Donc:

Dé(z) = Tp () = / é(ay™) dfp (v) = () Dé(1) Yz €G.

Théoréme 2.1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur C, ¢ une
fonction quasi-bornée et K — centrale de classe C™. Supposons qu’il existe
une représentation irréductible uy de C dans E telle que:

D¢ = ¢uy (D) ot uy(D)=Dé(1) VDEeC.
Alors il existe § € I\ telle que ¢ soit sphérique de type 4.

PREUVE: Nous allons montrer qu'il existe § € K telle que ¢ * X5 = ¢

et établir que l'application f — ¢(f) est une représentation irréductible

de ICg(G). L’espace C¢ = { z¢, € C} est de dimension finie. D’autre part

C contient un élément elliptique A. Il existe done, des nombres complexes

e (0<k<n,c,=1), tel que Y.ex A*¢ = 0. Comme 'opérateur différentiel
%
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Y erAF est elliptique alors ¢ est analytique. Montrons que ¢ vérifie ’équation

2
fonctionnelle:
/K 6 (ckyk™) dk = $(z) H(y) Vo,y € G,

Soit z fixé dans G, il existe un voisinage O de zéro dans G tel que pour tout
YeOona:

Jx b (zkexpYk)dk = fl\qb(zexp(Ad(k)Y))dk
= Ji £ 2 (AdR)Y)" () db

Z“—(Yx) ¢(<)

m=0T

é(z) (Z__:o—rﬁ_! (Ye)™ ¢(l)) (d’apres ’hypothése)
= ¢(z) (zexpY)

(car D¢ (1) = Dk (1), D € A et ¢ est centrale par K).

Comme ¢ est analytique, on peut alors ’étendre sur tout le groupe G.
Supposons que ¢ n’est pas identiquement nulle. Il existe donc § € K telle
que ¢ * X5 (1) #0. ,

En effet, pour tout z € G, on a: ¢ * Xs(z) = [ (zk) X5 (k)dk =
Ji (Jx ¢ (zk'kk'"1) dk") X5 (k) dk = ¢ () (¢* X5) (1) . Donc si ¢*X5 (1) =0,
pour tout § € K, ¢ * X5 serait nul d’ou une contradiction.

Fixons donc § telle que ¢ *X5(1) # 0. Comme X est centrale par K,
¢ * X5 (1) commute avec D¢ (1) (D € C). Donc d’aprés le lemme de Schur,
¢ * X5 (1) est un opérateur scalaire non nul Mj. Par conséquent

OMs = ¢ Xs = (¢ % Xs) x X5 = oM},

Et on en déduit que: ¢ = ¢ * X5. Comme ¢ = ¢y et ¢ * X5 = ¢, Papplication
f > @(f) est une représentation de )Cg (G) dans E. Montrons que cette re-
présentation est irréductible. L’espace D (G) est faiblement dense dans D’ (G)
et tout opérateur de la forme D¢ (1) (D € C) peut étre approche par les opé-
rateurs ¢ (f) ou on peut supposer f e Dl 5 (G) . Donc

Hom (E,E) = {/f z)dz, felci(G)}

i.e. U est topologiquement complétement irréductible donc irréductible. Par
conséquent f +—— ¢(f) est irréductible et ¢ est sphérique de type 6. O

Il
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Dans la suite de ce travail, nous désignons par G un groupe de Lie connexe
semi-simple de centre fini, KAN une décomposition d’Iwasawa de G ou K, A
et N sont des sous-groupe de G avec K compact; A abélien et N nilpotent
ayant pour algébres de Lie respectives K, A et M. Pour tout z € G, on
désigne par K(z) et H (z) les uniques éléments de K et A respectivement tel
que:

z=K(z)exp(H (z))n, n € N.

Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, ¢ un systéme de
racines réduit dans E,0 : E — E une isométrie involutive telle que op =
¢ (o # £1). La paire (¢, o) est appelée o — systéme de racines. Notons:

Ei={y€E,o0(y) =47}

et A un élément du systéme de racines S dans F..

Pour toute forme linéaire complexe p sur A, Harish Chandra a construit
une représentation continue U# (en général non unitaire) de G dans ’espace
de Hilbert L? (K) induite par un caractére de AN et définie par:

U* () f (k) = exp {—- (b+2p)H (z'lk)} f (K (a:"lk))

ou p= Y m(A)A, et od m(}) est la multiplicité de X dans S.
A>0
Considérons la transformation d’Abel généralisée f —» F; ? (cf.[4]) définie

pour tout h € A par:

Ff (h) = h"/};/l;f(k hn) uz (k™) dndk ou h* = exp[p(logh)]

(4 étant un élément du dual unitaire du groupe compact A’). Nous allons,
grace a cette transformation d’Abel, définir la transformation de Fourier
sphérique de type d du groupe de Lie semi-simple G et étudier quelques
applications au groupe de Lie SL(2,R).

Théoréme 2.2 Soit u une forme linéaire sur A. L’application f — ¢4 (f)
de K8 (G) & valeurs dans Mys) (C) définie par:

¢ (f) = / F3 (h) h* dh

est une transformation de Fourier sphérique de type 6.
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PREUVE: Pour toute f € K!(G), on a:

¢5 (f)

i

[y Fé(R) heto dh
= [ [y Jy B2 f (khn) uz (k™1) dk dh dn
= Jo fi BAF (2) us (K (K~'27Mk)) de dk

car pour tout z = khn € G, dz = h?* dk dh dn. Posons:

#(f) = /K h* us (x (k7'zk)) dk = / us (K (k™'zk)) exp [u (H (ck))] dk

K

Il reste a montrer que la fonction = +— ¢} (z) de G dans End (Ej) est une
fonction sphérique de type 4. ¢ est centrale par K (évident). Pour tout z €
G, on a:&; x ¢ (z) = ¢ (z) . En effet, X5+ ¢} (z) = [, X5 (k) ¢4 (k'z) dk
= [y Ji X5 (k) us (K (K'*zk~'k')) exp [u (H (zk~'K"))] dk dk’

= i S s (B)us (k (k%K) exp [ (H (z k)] dk di’

= d(6) fy S tr(us (K)) w5 (6 g (5°2) wy (2k') explu (H (cK)] dk di

=[x us (K (k™'zk)) exp [u(H (zk))] dk = 4 ()
car pour tout T' € Endc(F;s), on a

T=d(5)/Ku5 (k1) tr(us (k) T) dk.

D’autre part,

d(5)
# z))u = /I‘ Za,-t (k1) ay; (K (z7'k)) exp [u (H (zk))] dk.

ou (ajj (k)) est la matrice de us (k) par rapport & une base de Ej.

4(6)
(aie, U™ (x7 1) aje) = 3 (U* (2) air, aje) -

t

(6 @Dy = 3 o (1) K (k7220 exp s ( () .
o]

Par conséquent &} est quasi- bornée, (il suffit de prendre pour semi-norme
sur G, lapplication z — |U* (z)|]).
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Montrons que I'application f +— ¢ (f) est une représentation irréduc-
tible de 'algebre ICg (G). Pour toutes f, g € ICE (G),ona:

&5 (f*9) Jah#roFf (h) dh = [, R**+2F x FS (h) dh

I h“*"F“ (h K'=Y) F2 (k') dh di’
Lo Jy (R W22 FE (R h*=1) Riuto FS (h') dh db
¢ (f) &5 (g)-

1l

Donc ¢f est une représentation de ’algebre ICE (G) qui est irréductible car
us € 4. Ainsi la fonction ¢§ est sphérique de type . Par conséquent I'appli-
cation: f +— ¢§ (f) = Ff(¢5) est une transformation de Fourier sphérique

de type é. 0

Corollaire 2.1 Avec les notations du théoréme (2.1), si & est la classe tri-
viale de dimension 1, on a:

Ff(¢*) =¥u(f)

ot ¥, est une fonction zonale sphérique.

En effet, Ff (¢*) = [, [ f(z)e H(=%)) gy dk = Jo F @) (LU (z71)1) dz =
fG ) (U (2)1,1) dz = [, f (z) ¥, (z) dz = T, (f),
ol lIl,, z+— (U*(z)1,1) est une fonction zonale sphérique sur G.

3 Applications au groupe SL (2,R)

Considérons le groupe spécial linéaire G = SL(2,R). Il est bien connu
que G est un groupe de Lie semi-simple. Les éléments:

1 0 1 1/1 0 0 1
x=3( 2 o)”“-§<o -1)’X2=(o )

forment une base de I'algebre de Lie sl (2.R) de G.
Soient 8, t, £ trois nombres réels. Posons:

ug =expd Xo, a; =expt X; ns =expéX,
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et désignons par K, A, N les trois sous-groupes de SL (2,R) définis par
K={u,0 eR}~R/4rZ, A={a,, teR}~R et N={ng, £ €R}.

On montre aisément que (cf [3])

_{ cosB/2 sinf/2 [ et? 0 (1 ¢
o=\ _sing/2 cosb/2 ) “T\ 0 etz ) 0 ™ME g 1

que tout élément g € SL(2,R) se décompose de fagon unique sous la forme
g = ugang( décomposition d’Iwasawa) et que 'application f : (u, a, n) —
uan est un difféomorphisme analytique de K x A x N sur SL(2,R).

Pour tout élément g € SL(2,R) et 8 € R, soit gug = ug.ea4s) Ne(e,0) 12
décomposition d’Iwasawa de gug ou g.0 désigne ’angle de la rotation dans la
décomposition d’Iwasawa de gug.

Si
a b
g=(c d)ESL(Q,R),
ona: ‘ N
(@02 _ (a - zc) cos8/2 + (—=b+ zd) sin 0/2 o
|(a —ic)cos 8/2 + (—b + id) sin 6/2|
2
60 = |(a—ic)cos o+ (~b+id)sin s
et 5 3

€(9,9) e~H99) [(ab + cd) cos § + 1/2 (a® + b + ¢ — d*)sin 0]

On rappelle que le groupe SL (2,R) s’identifie, grace a la transformation de
Cayley, au groupe SU(1,1) = {g € M;(C),g%e1g = €1 et det g =1}

1 0 a b
avec e; = ( 0 -1 ), et que tout g = ( . d) € SL(2,R) peut
a B
s’écrire sous la forme g=| - _ | avec

B«
o= %[(a+b)+i(b+c)] ot ﬁ:%[(a-b)-i(bﬂ)]

Les classes de représentations unitaires irréductibles de SO (2) correspondent
bijectivement au groupe des caracteres de R/47Z et donc a Z.

)
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Soient X, (n € Z) une classe de représentations unitaires irréductibles du
sous-groupe compact SO (2) de G = SL(2,R) identifié 3 SU (1,1) et K% (G)
I’espace induit par &,.

Théoréme 3.1 Soit u une forme linéaire sur A. La transformation de Fou-
rier sphérique de type X, sur G est définie par:

4r 0 2n
T / / ( gzwi:) £ (9) exp [u (log a;)] dgdb
ol

g=(g | ?)esv(m) (Vf e KL (G)).

PREUVE: Soit f — F " la transformation d’Abel généralisée sur G sui-
vant la classe X,. On a:

t/2 4w +00

Ff (t) = — f(uga,ng)e —inf de de.
Donc la transformation de Fourier sphérique de type X, est définie par:

¢“(f)=/+ooF<">(t)e'/2ex [k d
n 7 p [u(log )] di

—00

(On rappelle que si g = uga;ng, on a dg = %ﬂe'/ 2dt dt). Par conséquent

4" f+°° f+°°f(u(;a,n¢)X (u—p) et exp [ (log a;)] df dt d¢
fo (g)X (K (97%)) exp [1 (log ar)] dg
fgfo g)X (K (u-s97"up)) exp [u (log ar)] dg db
= /5 fo (g)exp[in(—0+ ¢g718) + (log a;)] dg db
= L[ 1 f(9)[exp(~ig™ - 8/2 +i0/2)]"" exp [ (log at)] dg df

]

¢4 (f)

! R
Q™

On déduif de (2) quesi g = ( ) € SU(1,1) on a:

oo _ ae'/? 4 Be—i1

laexG/Z + ﬁe-—xﬁ/le (3)
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BE+a
16 + of

exp [—ig™'-0/2 + i0/2] =u (g"l,ew) .

En posant: u(g,¢) = ol pour € =e ¥ ona

Par conséquent :

$(f) = E ol ulg™e") exp [u (logaig )] dg db.
u!

Théoréme 3.2 Soit w € G et u, a, ug une décomposition de Cartan de w.
Pour toute fonction f € K& (G) on a:

1
¢ (wf) = Sremrr e ()

ot f est définie pour tout x € G par ,f (z) = f(w™'z)et a, - B est I'angle
de la rotation dans la décomposition d’lwasawa de a, up.

PREUVE: Considérons la transformation d’Abel généralisée f +— F >
suivant la classe X,. Montrons que pour toute f € KB (G) et t € Ron a:

P () = % (uaass) FF™ () (Vo= vaasup € G).

et/2 4r p+oo
Fw<;‘> @t = — f wf (ugaime) X, (u;l) d¢ db

= 47r T [H £ (wlugang) X (u_g) d€ dO
/2
(4

= I BT (umpa ucqugaime) Xo (u—g) dé df

Par un calcul matriciel direct on a:

-1 _ .,
U_pa, " U_oUgQtNg = ua’-l.(o_a)_p(zf(a’_x’g_ﬁ)nf(a’_l,a_ﬁ)a,ng
Ugr Ayt Ngr Qg Ng

= Uy ay ap a;'lnfl Qg Ng = Ugr Qprgt Nyre=1y¢

avec 0 = a;'-(0—a)—B;t =t(a;",0-p) et € (a;',0-0).
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Par conséquent

F5r2(t) = 7, f+°° f(“a’at"+tn€' ~t4g) Xn (ug) d€ df.
= I JZS £ (wsaimg) e et (o) g g
e’? 0
avec ¥ = a5. (0 + 8) + a. Comme a, = ,on a:
0 e~s/2
(57) = s/ e gmimasd — gmrgming (d'apres (3))
Ainsi:
FSm>(t) = — e""("+a= 5) f“ f+°° f ((upaing) €7°1%) X, (u_q) dt db.

4
-5/2X (u_a_a’-ﬂ) F‘j"> ( )

D’apreés le théoréeme (2.1) on a:

Bh) = S5 (umama) 84(0)

¢ (f)-

ein(a+a,.p)+s/2

0
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