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LEMME DE SCHWARZ POUR DES PRODUITS CARTESIENS

Frangois GRAMAIN

Abstract. We prove the best known Schwarz Lemma for analytic functions of several

variables which take on zero values with multiplicity on each point of a Cartesian product.

Résumé. On donne la preuve du meilleur lemme de Schwarz connu pour les fonctions

analytiques de plusieurs variables qui s’annulent avec multiplicité aux points d’un produit

cartésien.

0. Introduction et notations

Pour n € N\ {0} le (poly)disque (ouvert) D(0, r) de centre 0= (0,...,0) € C"
et de rayon r = (ry, ..., Ta) € [0, +o0[* est 'ensemble des z = (z1, ..., 2,) € C" tels
que |z| < r; pour tout ¢ (1 <7< n). Son adhérence est le polydisque fermé D(0, r),
ensemble des points : tels que |z;| < r; pourtout ¢ (1<i< n). On dit que la fonction
f & valeurs complexes est analytique sur le polydisque fermé de rayon r si elle est
continue sur le polydisque fermé D(0, r) et analytique en tout point du polydisque ouvert
D(0,r). On note |f|, le maximum de |f| sur le bord distingué {z € C™ ;|z|=r;,
1 S i < n} du polydisque. Le principe du maximum dit que |f|. est le maximum de
|f] sur le polydisque fermé D(0, r). Pour 7 = (r, ..., 7,) € N on note D" f la dérivée

on

o™

Les lemmes de Schwarz classiques (dans le cas des fonctions d’une variable) sont des
énoncés du type suivant
Théoréme. Soient r et R des nombres réels tels que 0 <r <R. Si la fonction f
analytique dans le disque fermé de rayon R admet (au moins) N zéros de multiplicité au
moins t dans le disque fermé de rayon r, alors on a
Ifle < E"N|fle.
ot E est un nombre 1éel positif ne dépendant que de r ¢t R (supérieur é 1 sous certaines

conditions). mais dépendant de la prevve utilisée.
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Dans [Wal2] (Lenune 7.1.3), M. Waldschmidt prouve ce résultat avec E = R 2: " et
24,2
dit que le Théoréme est vrai avec E = RZ:I-’: (ce qui est vrai!). On peut raffiner un

tel énoncé en introduisant un troisieme parametre p tel que le disque fermé de rayon p
contienne les zéros considérés de f,le nombre r étant alors un nombre quelconque au plus
égal & R (voir le Lemme 6.2.1 de [Wall] et le Lemma 2.2 de [Wal4]), voire en précisant la
multiplicité de chacun des zéros de f . C’est ce que nous ferons au paragraphe 1, retrouvant
un cas particulier du principe de Schwarz approché de P. Philippon [Phi]. Outre la preuve
naturelle, nous donnerons une preuve démarquée de la deuziéme démonstration du Lemme
7.1.3 de [Wal2] et qui permet de passer aux fonctions de n variables s’annulant sur un
produit cartésien, ce que nous ferons au paragraphe n . Nous obtiendrons_ ainsi ’énoncé qui

semble le plus précis actuellement connu, mais dont aucune preuve compléte n’est publiée.

1. Lemme de Schwarz en 1 variable

La valeur optimale de la constante E du lemme de Schwarz est obtenue & I’aide des
facteurs de Blaschke (isomorphismes du disque) dont le Lemme suivant (Lemma 2.1 de

[Wal4] dont nous reproduisons la preuve) donne les principales estimations.

Lemme.

(a) Soient z et (€C, r=|z| et p=|(|. On suppose r<R, p<R et rp<R2.

Alors
[r = ol 2=¢ T+p
R2—rp = |R2—-2z(| ~ R241rp’
(b) Soient ( € C et R >0 tels que |(| < R. La fonction z s f{;:% se prolonge
2z
en une fonction analytique sur le disque fermé de rayon R et on a R—;:—g—f = % pour

|zl =R.

Démonstration. (a) L'énoncé est symétrique en z et (. car |R? = z{] = |R2 — =(]. et il

est trivial pour r = 0. On peut donc supposer rp # 0. Alors

e S AN CEo S [ B e e N f(fc+:f)
R2-z(¢ (R?-z()(R2-3() R*-R%(z(+:()+r2p? rp )’
24+ p—rpr

) = . La foncti ti 11 st définie s ~2.2). ¢
ou f(r) R = Rlrpz + 127 1 fonction rationnelle f est définie sur [~2. 2]. car

rp < R? donne R*=R%rpr+1r2p? > (R® =1p)? > 0 pour r > —2. Sa dérivée est du
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signe de —rp(R* —R%rpz+1r2p> —R%(r? + p? —rpz)) = —rp(R? - r2)(R2 - p?) < 0.

Ainsi f est décroissante sur [-2,2] de sorte que f(2) < f(z) < f(=2) pour tout
2+

el qui est un nombre réel de

z € [-2, 2]. Cette double inégalité écrite pour z =
valeur absolue au plus 2, donne le résultat (a).
(b) Pour [¢|]=p <R il est inutile de prolonger la fonction considérée pour qu'elle

soit analytique sur le disque ouvert de rayon R?/p > R. Alors le (a) pour r =R donne le

(b). Si [¢| =R, sur le disque ouvert de rayon R ona —— Sl S , donc

R2-2( ((-2( ¢

la fonction peut étre considérée comme constante sur C, de module 1/R. Cela achéve la

preuve de (b). ¢

On en déduit le lemme de Schwarz suivant.

Théoréme 1. Soient r, p et R des nombres réels tels que 0 <r <R et 0<p<R.
Soient S={01,...,0n} une partie ¢ N (> 1) éléments du disque de centre 0 et de
rayon p et (ti,...,tx) ENN. Si f est une fonction analytique sur le disque fermé de

centre 0 et de rayon R qui s’annule d l'ordre t; au point 0; pour tout i (1<i<N),

alors on a
R + TIO’,’[ —h R? +rp —ZXSiSN t
Ifl- < 1fle [ (m) < (m) Iflr -

1<igN
Démonstration. Le résultat étant trivial pour r =R, on suppose que r < R. La preuve

naturelle consiste a appliquer le principe du maximum (|g|, < |glr) & la fonction

R2 -3\ \
z +— g(z) = f(2) H (—:——gg—) qui est analytique sur le disque fermé de rayon
1=0;

1<igN
K. Le Lemme (b) donne |g|lr < R* |f|r et il suffit d’appliquer la deuxiéme inégalité du

Lemme (a) pour minorer |g|-, ce qui donne le résultat annoncé, la deuxieme inégalité
R+p
R2+7p’

résultant de la croissance sur l'intervalle [0, +o00 de la fonction p

On peut aussi utiliser une formule d'interpolation. On part de l'identité

1 R? —ua +R(:-—u) R?Z-a¢ 1
(-z (R2—@z)((-u) R2-—iz R((-u)(-:

que I'on vérifie facilement [en prenant (R? — @z) (¢ ~ u) (¢ — =) comme dénominateur du
second membre, le numérateur obtenu est (R? — u@t) (¢ = z) + (= — u) (R? = @C) qui n'est

autre que (R? = &z) (¢ —u)].
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Soit (u;)oci<n-1 une suite finie de nombres complexes. On écrit I'identité précédente

avec u = up ; puis, dans le dernier terme, on remplace par sa valeur donnée par

I'identité écrite pour u = u;. L'itération de ce procédé fournit 1'identité fondamentale

suivante :
(1) 1 _ z R?-um; 1 R(:-u;) R*—u(
(-2 0<j<n -z (—uyy 0<i<; R?-mz R(C—w)
1 R(z-u) R* -1
(-2 0<i<n R2-%z R(C-w)

En effet, pour n =0 cest I'identité de départ (le produit vide vaut 1). Le passagede n a

c s . 1

n+ 1 consiste a remplacer dans le dernier terme du second membre c par sa valeur
-z

donnée par l'identité de départ

R-un@n  R(z—u) R2-T( 1
(R2—%z) (C—tn)  R2—tnz R((—tp) (—2

ce qui fournit bien la formule (1) & Pordre supérieur.

Pour démontrer le Théoréme 1, on écrit 'identité (1) pour la suite (u;) formée des
o; (1< j<N)otchaque g; est répété t; fois (I'ordre étant sans importance), de sorte
que n =3, ;<nt; - On multiplie alors chacun des deux membres de (1) par 2—117—; F(€) et
on intégre ’égalité obtenue sur le bord du disque {¢ € C; [(| < R}. Le premier membre

1 f(©)
vaut f(z) = Sim [[—RC—Z d( . Tous les termes de la somme 20<J<n sont nuls car la
Rz—u.

fonction & intégrer { +— C—'Uj Hogi <j Re=ud f(() est analytique sur le disque fermé de

rayon R. On obtient donc

Rz —u;) R(z-0;)\"
1) =+ TI Ja =) [ (3o
0<i<n R? 1511’_'_[<_N R? - 752
olt p(:)z—l—/ (RQ—Ej )lj 1) d¢
2irm K|=R 1<5EN R(C —O'j) C-— 2
Or. pour |{}=R ona R -7 = 1 (Lemme (b)), donc la formule intégrale donnant
R R((-0;)
@ fournit |2} < g flr -
ey ona |RE=9) o Rirtosl) o0 o , "

Pour |:|=r ona R =7 R ¥ 7jo] d’aprés le Lemune (a). I1 en résulte que

2 . -4
(E—i—’ﬁi> . c'est-a-dire
R{r+la;])

Rir+lo;])\¥
iflr < Iyl H (R(-’ ++1"|0Jj’|)) < Rlir £l H

1<jEN 1jEN
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le résultat annoncé au facteur parasite ﬁ-'}-_; prés. On se débarrasse de ce facteur grace a
I’astuce de Landau : pour tout k¥ € N la fonction f* admet un zéro d’ordre kt; au point
o; , donc le résultat que 'on vient d’obtenir appliqué a la fonction f* sécrit

Bl qpk < B gk R% 4o \ ™
£, = 17 < =17k 11 (R(H,a;,)) :

1<5<N

Il suffit alors de prendre la racine k—iéme de cette inégalité et de remarquer que

1/k
(RRr) a pour limite 1 lorsque k tend vers linfini pour obtenir l'inégalité

désirée. ¢
n. Lemme de Schwarz en n variables
L’itération de cette méthode de démonstration du Théoréme 1, comme dans la preuve

du Lemme 2 de [Wal3], conduit & I'’énoncé suivant.

Théoréme n. Soient f une fonction de n wvariables complezes analytique dans le
polydisque fermé de rayon R =(Ry, ..., Ry) et, pour chaque i (1 <i<n) une partie
Si ¢ N; éléments du disque {z; € C; |z:] < p;} . On suppose que, pour tout i (1< i< n)

ona
R+ ripi >SE>1

Ri(ri + p:)

Silon a D" f(z) = 0 pour tout z € H15i<n S; et pour tout T=(71,..., ) EN"

0<rm<Ri, 0<p<R;i et

tel que 301 i<, TiNi < T (ot T est un nombre réel), alors |f|, < ET|f|r.

Remarquons tout de suite que le Lemme 2 de [Wal3] contient la Proposition 7.2.1
de [Wal2] (dont la preuve compléte utilise le travail d’Abdelhak Azhari [Azh]), qui, elle-
méme, entraine la Proposition 4.7 de [Wal6]. L'introduction dans la preuve du Lemme 2
de [Wal3] des facﬁeur’é de Blaschke donne un Théoréme n qui est donc plus précis que
tous les énoncés que nous venons de citer. Pour r;=p; et Ny=N=T (1<i<n) on
retrouve le Lemme 1.3 de [Wal5]. ou les détails de la preuve sont laissés au lecteur. La
comparaison avec le principe de Schwarz de [Phi] (dans le cas ot la fonction considérée a
des zéros, et non pas des petites valeurs) est plus difficile 4 faire. Il semble que le présent
énoncé amdéliore le résultat en supprimant des termes parasites dans la majoration, tout

en affaiblissant un pen hypothese. Enfin, le parametre T du Théoreme est un nombre

71



72 FRANGOIS GRAMAIN

réel (positif) quelconque, mais il est clair que 1’on a intérét a le choisir entier et multiple

du pged des Nj;. Cela dit, on peut passer 3 la

Démonstration. Elle se fait par récurrence sur n. Pour n =1, I’énoncé est conséquence
du Théoréme 1.

Soit donc n un nombre entier fixé > 2 et supposons le Théoréme n — 1 démontré.
Notons S; = {01, ..., on,} et Ty = [T/N;] de sorte que N; T; > T et que. pour 7 € N
ona 7 < T sietseulementsi Ny 7 < T. On définit la suite (uj)o<j<n,T, comme étant la
suite ordonnée des o; répétés Ty fois:ona UgNy+r =0r41 51 0<g< Ty et 0<r < N;.

On multiplie la formule (1) de la preuve du Théoréme 1

! _ Ri-ww 1 Ri(z1—w)) RI-w(
(-2 o< <R, R? ~Uz (—uj 0<i<i RZ-%zy Ry (¢ —w)
bt Ri(z1 —w) RI-w(

(-2 0<i<N; T, Ri-%n Ry ((-w)

par -2-;17—T-f((, Z2, ..., zn) et on intégre sur le bord du disque {¢€C; (| <R1}, ce qui

donne
R? —uu; Ry (21 —u;
(2) f(zl,...,z,.)= Z fj(zz,---,zn)ﬁ% —RL'“’L—I_I-TZ—)
0<i<N; T, 17 5% ggigy 1T HiAL
T,
R1 (41 -0
+99(21,u-, (H R2—021 ) )
aGS,
1 RI-%(¢ ) £(C 2o, ... 2p)
ot fi(z9,...,2,) = — LI LA d
f]( 2 ) N Kl=R, R1 (C — u’_) (__ u] C

0<i<j

T,
- __1_ R%—E( f(<1227"')zn)
et ('9("1: ceay Zn) = %71 Kl_—_—Rl <ale!l Rl (C — U)) C - d( .

On va vérifier, par récurrence sur j (0<j < N;T,), que

(3) D7fi(z) =0 pourtout z = (z,,..., T,) € H Si ettout 7= (10, ..., 1) EN"!
2<ikn
tel que Z‘-’Sisn iNi<T—-j.
1 F(¢s 22y ..., 2p) .
22y ey 2p) = o 7 = 22, ... 2p), puis
Ona foler, ) = g [ HEeZtabic = g0y o) e
ug =0, . Par hypothése on a D" f(o,, 29, ..., 2,) = 0 pour tout (za, ..., r,) € H S;
2<isn
et tout 7= (0. 72, .... 7,) € N" tel que Z,<,<" 7 Ni < T, ce qui donne la propriété (3)

pour j=0.
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Fixons l'entier j (1< j <NyT;) et supposons (3) vraie jusqu’a Pordre j— 1. Fixons
(z2y ..., zn) € H'ZSiSﬂ S; et T=(m,..., ) EN""! tel que E'_’(iSn iNi<T—-j.

Par division euclidienne on obtient j =¢N;+r (¢ €N, 0<r < Ny ), de sorte que
(21

H (21 - U,’) = (21 d U])q-H e (21 - (7,-)q+1 (;’1 - U,-+1)q e = 0N, )q
0<i<i
et que, pour k > j, le produit H (z1 — u;) admet un zéro d’ordre > g+ 1 au point

0<i<k
21 =0r41. En dérivant g fois la formule d’interpolation (2) et en spécialisant au point

(Or+1, 22, ..., zn) on obtient donc
2 —
O sty ey )= T el o, ) e RATWE 1r Ra (o~ )
7373f(0r41, 22, .0y 20) = yeer Zn) 3 e S 7 )
ART —
02 0<kS; O\ Ri~nn o iy Ri-Wm | _

puisque les coefficients de ¢ et des fi pour k> j ont un zéro d’ordre 2q+1
au point z; =o.y;. Dans cette formule, le coefficient de fi(z2, ..., zn) est une
constante non nulle car o.4; est un zéro d’ordre exactement q du coefficient de
fj dans la formule (2). Ainsi f; est combinaison linéaire & coefficients complexes
de %f(arﬂ, z2, ..., 2n) et des fi(z2,...,2,) pour 0< k< j. Il en résulte que
D7 fi(z2, ..., ) est combinaison linéaire de D@ f(g,,4, 7o, ... , Tn), qui est nul car
gN; +225iSnT,‘N,’ <j-r+T-j=T-r<T,etdes D" fi(zs, ..., z,) (pour k< j)
qui sont nuls par I'’hypothése de récurrence, du fait que Z2Sisn iNi<T-j<T-k%.
Cela acheve la preuve de la propriété (3).

Cette propriété permet d’appliquer le lemme de Schwarz (Théoréme n — 1 ) & chacune

des f; pour obtenir |f;|, <E~T+|f;|s. La formule d’interpolation (2) fournit alors

j TiN,
Iflr < Z Rf + o} (Rl (ﬁ'H’l))J E-T+i Ifilr + (M) l]e-

0<i<N T, R}-p} \ RI+piny R+ pimy
Les intégrales définissant ¢ et les f; et le Lemme (b) donnent |filr < R Rlp |flr
1=/
Ry R} + piry . '(RI (7'1-*-111))J
et < -De 0SE< ——""— ondéduit B/ | 217U} <1 et
Iele < Ri—-p I/l T T Ri(ni+pm) l Ri+pn / =
comme N1T; >T,ona
R? + p2 R1
flr <ET (NT : 1+1) .
If] UIR 1 lR'l_r_lﬁ R, - p;

On utilise alors I'astuce de Landau pour supprimer le facteur parasite : pour

k€ N. on applique le résultat obtenu a la fonction f* avec T remplacé par kT.
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Pour cela, il suffit de vérifier que D”f*(z) =0 pour tout z € [Ti<i<n Si et pour tout
TEN" tel que ), i, iN; <kT. D'aprés la formule de Leibniz, D" f* est com-
binaison linéaire de produits Drmf...D"mf ot TM 4...4 7Kk =7 de sorte que

Z nN; = Z Z Ti(J)N,' . Le produit D"“)_f(x) .. .D"(k)f(r,) ne peut étre différent
1<i<n 1<i<n 1<j<k
de 0 quesil’on a Z Ti(J)N,' > T pour tout j, ce qui impose Z 7iN; > kT.On a
1<ikn 1<ikn
donc bien le résultat cherché et on obtient I'inégalité
R? + p? + 1) R,

R%“P% Ri—p

I = 175, < BT fk (leTl

car [KT/N;] (le Ty de cette nouvelle situation) est majoré par kT, (la double inégalité
de définition a < [a] <a+1 donne ka < k[a] < ka+k, donc [ka] < k[a]). Comme
(ak +b)'/* a pour limite 1 quand k tend vers linfini (puisque % logk a pour limite
0), en prenant la racine k—iéme de cette inégalité, on obtient, pour k —s 400, le

Théoréme n. ¢
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