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Résumé
Dans ce travail, nous étudions I’existence de solutions d’équations aux dérivées par-
tielles stochastiques paraboliques (EDPS) avec réflexion dirigées par un bruit blanc
spatio-temporel ayant des coefficients non-lipschitziens. Pour montrer l'existence
d’une solution, nous avons établi un théoréme de comparaison pour les EDPS avec
des coefficients non-lipschitziens et un théoréme d’existence pour les EDPS lorsque les
coefficients dépendent du passé de la solution.

Classification AMS (1991), 60H15, 35R30.
Mots clés. Equations aux dérivées partielles stochastiques paraboliques, bruit blanc spatio-
temporel.

1. Introduction

Dans (3], nous avons étudié ’existence de solutions d’équations aux dérivées partielles sto-
chastiques paraboliques dirigées par un bruit blanc spatio-temporel avec des coefficients
non lipschitziens. Dans ce travail, nous nous intéressons & ’étude d’existence de solutions
réfléchies sous les mémes hypothéses. Le probléme de réflexion a été étudié par [7] lorsque
le coefficient de diffusion est constant et par (2] dans le cas général. L’outil souvent utilisé
est le résultat de comparaison pour les solutions d’EDPS que nous utiliserons par la suite.
La comparaison assure la monotonie de la suite (u®) des solutions pénalisées et la solution
est obtenue comme limite de la suite (uf). La Section 2 est consacrée aux préliminaires
et 'hypothése H avec laquelle nous allons travailler. Sous cette hypothése, nous prouvons,
dans la Section 3, un théoréme de comparaison. La Section 4 est consacrée a prouver un
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résultat d’existence et d'unicité pour les EDPS dont les coefficients dépendent du passé de
la solution. Dans la Section 5, on construit une solution (u,7n) par pénalisation.

2. Préliminaires et hypotheéses

Soit W(t,z),t € [0,1],z € [0,1], le drap brownien défini sur I'espace canonique Q =

Co ([0, 1] x [0,1]) (Pespace des fonctions continues sur [0, 1] x [0, 1], nulles sur les axes), muni

de la tribu borélienne F et de la mesure de Wiener IP. On note F;, = o (W(s,z),s < ¢, z € [0,1]).

Soit ug une fonction positive sur [0, 1] qui s’annule en 0 et 1.
Soit f et o deux fonctions & valeurs réelles définies sur [0, 1] x [0, 1] x R vérifiant ’hypothése

H suivante : ) »
(2) If(t’zﬂ') "'f(tyx: Z)’ < K(IT—ZIP)
@) |o(t,z,7)—0o(t,z,2)P < K{r—2z)
@) |f ¢z )l +lo(tzr)] < C+]r])
pour un p > 20 et K est une fonction continue, concave croissante telle que

K(0)=0, K(u)>0si u>0et [)+E‘i(%=+oo.

Maintenant nous donnons quelques exemples de fonctions K qui satisfont H. Soit 6 € ]0,1{
assez petitet L > 0:
Ki(u) = Lu siu>0,

_ [ ulog(? si0<u<é
Ka(u) = {K;(&)(-}-)Kﬁ(is—)(“"'a) siu> 6,

Ks (w) { ulog (})loglog () si0<u<s

Ks(0)+K5(6-)(u—6) siu>6,
Ces fonctions sont décroissantes concaves vérifiant

/Mk—ii—?u—) = +4oopouri=1,2 3.
Nous dirons que le couple (u,7) est solution de I’équation réfléchie s'il vérifie les propriétés
suivantes :

(i) u est un processus continu sur [0,1] x [0,1] ; pour tout (¢,z) € [0,1] x [0, 1], u(t,z) est
F—mesurable et u(t,z) > 0 p.s..

(ii) 7 est une mesure aléatoire sur [0, 1] x [0, 1] telle que

- n({t} x 0,1)) =0
—/O/O:t(l —z)n(ds,dz) < 0o p.s.
— 7 est adaptée.
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(iii) (u,n) est solution de PEDPS

Ou (t,z) u(t,z)
ot 0z?

u(0,z) = wuo(z), u(t,0)=wu(t1)=0,

+ ) (62) + 0 (0) (6,2) S0 +7(,2)

au sens suivant :
Vte(0,1], ¢ € C?([0,1]) avec (0) = ¢(1) =0,

W )9) = (o) + [ (06, 55) ds [ (015,01

+/; /:a(u)(s,z)zp(z)W(ds, dz) +/; /; o(z)n(ds, dz),

ot (-, -) désigne le produit scalaire dans L? ([0, 1]) et f (u) (t,z) = f (t,z,u(t,z)) et o (u) (¢, z) =
o(t,z,u(t, z)).
(iv) fo Jo udn = 0.

Considérons I’équation aux dérivées partielles stochastique

2
fulbz) _ FuGD) ) t0) 4 0 () (2)

u(0,z) = uo(z), u(t,0)=u(t,1)=0,Vt>0,

(2.1)

ol ug € Co ([0, 1]).
On dit que u est une solution de (2.1) si elle vérifie '’équation intégrale

ut2) = [ G w@dy+ [ [ Goi)f @) (sv)dyds

+/ ; / : Gi-s (z,9) 0 (u) (s, 3) W (dy, ds)

ot Gy(z,y) est la solution de P’équation de la chaleur sur [0, 1] x [0, 1] avec les conditions de
Dirichlet.
Sous I'hypothése H, I'équation (2.1) admet une unique solution continue (voir [3]).

3. Théoréme de comparaison pour les EDPS
Le but de cette section est de prouver un théoréme de comparaison pour les solutions d’EDPS

sous I’hypothese H.

Théoréme 3.1. Soit (f,o) et (g,0) des coefficients qui vérifient H avec f < g. On note par
u (resp. v) la solution de (2.1) avec (f, o) pour coefficients (resp. (g,c)) et uo pour donnée
initiale. Alors p.s. pour tout (t,z) € [0,1] x [0, 1], u (¢,z) < v(t, z).
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Preuve. Soit (ex)5o un systéme orthonormal de H = L? ([0, 1]) tel que :
lleelle = SUP.epoy lex (z)] < C pour tout k € IN. Soit W = [ [ ex(z)W (ds, dz) une
famille de mouvements browniens indépendants.
Soit B} = "2, WkFe; un processus de Wiener & valeurs dans H.
On considere I’équation suivante
&
dup = a“; dt+ f (ul)dt + ¥ () dBP
(3.1)

ug(-) = up,

avec ¥ (u) h(z) = o (u) (z)h(z) pour tout h € H.
D’aprés Gatarek et Goldys [4] 'équation (3.1) admet une solution faible. Sous I’hypothése H,
il est facile de voir que (3.1) admet la propriété d’unicité trajectorielle. Il en résulte d’apres le
théoréme de Yamada et Watanabe [5] que ’équation (3.1) admet une unique solution forte.

Puisque f et g sont continues a croissance au plus linéaire on montre par un argument
d’approximation standard que la solution u” appartient & L2([0,1] x Q;V), ou V := {u €
L*([0,1]), & € L?([0,1]) et u(0) = u(1) = 0}.

On consxdére Papplication

® : H— R . A
h— @, (h) = [ (b)) dz = [ (4*(2) da.

¢p est une fonction de classe C? pour p > 2. On note w™ = u™ — v™ ol u™ et v" sont les
solutions de (3.1) avec les coefficients (f, o) et (g,0). Par la formule de It (voir Pardoux [8]
Théoréme 3.2 p. 147), il vient

op) < [, [ Bt ) (£ 0) - o(s7 () dyds
433 [, [ e w2 ) (o ) = 0 ()" e 4) s,

FE%, (wf)

IN

[ [ By w3 ) (1005 6) - 7067 ) s

23 [ [ By wr ) (o0 (4)) — o7 () e (5) s,

k—l

Be,up) < [, [ B, i) (< (2 0)")))" dyds

+5 E/ / Eﬂop (w? (y)) ((‘w;‘ (y)+)p))2’ eﬁ (y) dyds.

En utilisant les propriétés de ¢, @, et ek, I'inégalité |ab| < 1 3 laf” + 3 [b]7 avec lyl=tet
P'inégalité de Jensen, nous obtenons

Ed,(uf) < Gy [, (K (B, (u))ds,
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ot K (z) = z + K(z). Comme K satisfait les mémes hypothéses que K, il en résulte d’aprés
le lemme de Bihari (1] que E®, (w}) = 0 pour tout ¢ € [0, 1]. Par continuité de w",

ps Y (t2) €[0,1] x [0,1], v (t,2) < v"(t,2).

La solution u™ satisfait ’équation intégrale

w(62) = [ GEnu®d+ [ [ Grien)sw) (o) dyds

+y / ; ( / : o (u") (5,9) Gi-s (2,9) ek(y)dy) dW¥.

k=1

Nous avons besoin du lemme suivant qui assure la convergence de u" vers u.

Lemme 3.2. Sous I’hypothése H on a
lim sup E|u*(tz)-u(tz)f = 0.

=t o el 1)?

Preuve. u(t,z) —u"(t,z) = Apn+ Bp + D,
avec

A = [ [ Gealz)lo ) (5:9) — 9 () (5,5)] dyds,

]

B = 3 [ ([l 6 o) 6:0)]Gs 1) i) a2,

n

/:) ./(1) (a(u) (5,9) Ges (2,9) = Z (/:0' (u) (5,9) Ge—s (7, 9) ek(z)dz) ek(y)) W(dy, ds).

k=1

Dn

Soit F™(t) = sup,¢(o,y FE [u” (£, %) — u (¢, z)[P. Nous savons d’aprés [2] que pour tout £ > 0,
il existe N > 0 telle que

sup sup E|D,(t,z)]? < & pour n> N.
0<t<T 0<z<1

Par conséquent en utilisant les mémes estimations que (3], nous aurons
t
) < G, / K(F™(s))ds + &Gy,
A P'aide de I'inégalité de Bihari (lemme 5.5 dans I’appendice), on obtient

Frt) < HUH(eCp)+t] < HH(eC) +1],

H(r) = A —K:ii(%;
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Afin de compléter la preuve du lemme il suffit de voir que

HYr) — 0sir — oo.
Pour finir la preuve du théoréme, il suffit de voir que pour chaque (¢,z) appartenant &
(0,1] x [0,1], il existe une suite n; telle que

u(t,z) = k_l{_.moo u™(t,z)

v(t,z) = klimm v (¢, z).

Or u™(t,z) < v™(t,z), il en résulte de méme pour u et v. Le résultat est alors obtenu par
continuité.

4. Existence et unicité pour les EDPS avec coefficients qui dépendent
du passé de la solution

Le but de cette section est de montrer un résultat d’existence et d’unicité pour une EDPS avec
des coefficients non-lipschitziens qui dépendent du passé de la solution. Ce type d’équations
a été étudié par (2] et [6] dans le cas ol les coefficients sont lipschitziens.

Pour tout u € C([0,1] x [0,1]), t > 0, u* désigne la restriction de u & [0,2] x [0,1]. Soit f
et o deux applications de [0,1] x [0,1] x C ([0,1] x [0,1]) & valeurs dans IR qui vérifient les
conditions H’

Pour tout v, v € C([0,1] x [0,1]), (t,z) € [0,1] x [0,1], tel que u* = v*

i) fz,u) = f(tz,v) eto(tz,u) = o(tz,v).
Pour tout u, v € C([0,1] x [0,1]), (¢,2) € [0,1] x [0,1]

(i) If (t2u) - f(t,z,0)F +|o (t,z,u) - o (t,2,0)P < IC( sup lu(s,y)—v(s,y)l">

8<t,0<y<

) 17 @n 0P+l < 01 s o)

3<t,0<y<

pour un p > 20.
On considére ’équation

5w & o*'w
5{ = _3?2_+f(t’m’u)+0(t,x)u) otoz (4'1)

u(0,z) =uo (z), u(t,0)=u(t,1)=0Vt>0,

qui peut étre interpréter

utn) = [ G u@dy+ [ [ Geosles) 1 (5,2,0) dyds

+ /; /;G“' (z,y) o (s,y,u) W (ds, dy).
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Théoréme 4.1. Sous ’hypothése H’ et pour uy € Cy ([0,1]) I’équation (4.1) admet une
unique solution u, F;—-adaptée.

‘Preuve. Par une simple application du lemme de Kolmogorov et de la condition H’ (iii)
on montre de la méme fagon que [2] la non explosion de la solution wu.

Unicité. Soit {u(t,z), (t,z) €[0,1] x [0,1]} et {v(¢,2), (t,z) € [0,1] x [0,1]} deux solu-
tions avec la méme donnée initiale ug. On pose 2 = u — v.

i(t2) = [ [ Geoa(2,9) (f () (5,9) = £(0) (5,9)) duds

+ [ [ Ges (2,9) (0 @) (5:9) ~ o(0) (5,)) W (dy, ds).

D’aprés la condition H’ (ii) et I'inégalité de Jensen, il existe Cj, tel que

t
Bl 0o < G [,k (E sup fa (P) ds
yrs
On peut montrer comme dans (2] que

Eli(6n) -5 (o) < Gles) - o)l | [k (B sp

z,a<r

7 (o, Z)D dr} .

D’apres le lemme de Kolmogorov et le lemme de Garsia-Rodemich-Rumsey, il existe une
constante C,, telle que

t
FE sup |u(s,z)P < G / K (E sup | (1, 2)|P ) ds,
z,8<t 0

z2,r<
d’ou 2= 0 d’apres l'inégalité de Bihari.

Existence. Considérons I’application S défini par :

$@ ) = [ G w@dy+ [ [ Guula) fsyu)dyds

+[,/ : Gees (2,9) 0 (5,9, u) W (ds, dy).

On montre de la méme fagon que précédemment qu’il existe une constante C, telle que
t
FE (sup |S (1) (s,z) = S (v) (s,x)l”) < G /OIC [E (sup lu(r,z) — v(r,x)l’)] ds.
z,3<t z,r<s

On construit la solution par approximations successives.
On définit la suite u™ par

u(z,t) = w(z) et u*t(t,z) = S(u*)(t,z).

On montre de la méme fagon que pour les EDPS voir (3], la convergence de la suite (™). La
solution u est obtenu comme limite de la suite u™.
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5. Existence de la solution réfléchie

On considére le probléme pénalisé

out 2,6
O F ) ) +o ) (e T

u®(0,z) =up (), uf(t,0)=u*(t,1)=0Vt>0.

2 (62))"

Pour € > 0, on a P’existence d’une solution u® qui satisfait

E sup |o* (¢, z)[° < +00, Vp2>1.
z,t
D’aprés le théoréme de comparaison (Théoréme 3.1), si € < ¢ alors uf < ul

Théoréme 5.1. La suite u® converge p.s. vers un processus u lorsque ¢ tend vers 0.
Si de plus la fonction r — f(t,z,r) est décroissante, alors u est continu.
Preuve. La suite u® est une suite croissante quand € — 0, on note

u —-hmu = sup u°.
£—0

1¢™ étape: Nous allons encadrer la suite u® par deux suites v* et w® définies ci—aprés. Soit
v® I'unique solution de

€ 28 2
a—zg-’-ﬂ = Q—a—gﬁ:—) + f (v°) (t,z) + o (u¥) (t,m)%%z
¥ (0,z) = (), v (£,0) =vE(£,1) =0V ¢> 0.
Soit zf (z) = v* (¢, z) — u® (t,z), I'unique solution dans L? ([0,1] x [0, 1]) de I'équation
T )R - F (69 - L (o)

(5.1)
#(z) = 0,%£(0)=2(1)=0Vt>0.

Lemme 5.2. Pour tout £ > 0, 2* € L?([0,1],V).

Preuve. En multipliant I’équation (5.1) par z¢, nous obtenons

L eEras [ [ (a%-a(fl)zdzds _
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t (1 . . . 1pn ., -
L L @) 62) = £ ) (0,2)) 2 @) dods - 2 [ [ (5,2))" 2 (2) o,
En utilisant Pinégalité |zy| < 62z% + %42, on obtient

2/ (z‘(a:))zdz+// (aze(“)) dzds < C(e)+252/;/:(z§(z))2dxds

+3 [ [ 10z @) dads.

ol C (€) = %4 sup,, (uf (t,7))* < +oo. Nous utilisons le fait qu’il existe deux constantes
positives a et b telle que K (u) < a + bu et que la fonction z — z» est concave pour p > 2,
par suite elle est sous additive, pour avoir

; / (# (2)) dz + / / (aze("”)) deds < C(e)+25%% + 26%> /; /:(zf(z))zdzds.

L’application du lemme de Gronwall donne 1le résultat.
Multiplions I’équation (5.1) par p ((z‘)+)p_ , on obtient

[i(t@y Y ass [, [2o6-0 (@) (252) dass

p [ [ (107)(5,2) ~ £ ) (s,2)) (2 (@)*)"

-2 [ [ s @) (5 @) deds.

En utilisant I'inégalité |zy| < 2|z’ + 2 |y|? avec 3+ 3 =1et hypothése H (ii), on tire

[ < 6 [ & ()" das.

ou C;, est une constante strictement positive. L’inégalité de Bihari entraine que (2£)* =
11 en résulte par continuité que v*(t,z) < u°(t,z) pour tout (¢,z) € [0,1] x [0, 1].
D’aprés le théoréme 4.1 P'équation

- s gyt ) e 2

w®(0,z) = 0, w*(t,0) =w(¢1)=0,

admet une unique solution w*.

On pose @° = w® +sup,.,, (w(t,z))” = w®+ & w* >0, p.s. et B¢ est un processus
<tz t t

croissant. z°= u® — w*, est 'unique solution de l’équation

oz a"‘ . . -
5% = gz TS -f(@)- 4l (u (t,z)) 52)

#(0,z) = 0, 2 (t,0) =2 (t,1) = —&:.
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En multipliant I’équation (5.2) par p ((zj (z))+)p_l, on conclut de la méme fagon que précédemment
que u*(t,z) < wé(t,z) pour tout (¢,z) € [0,1] x [0,1]. 1l en résulte alors

lu(t,z)| < °(2, z)l+ Sup [t (s,9)]-
<t,y€[0,1)

Puisque f et g sont & croissance au plus linéaire, il en résulte d’aprés [2] que pour tout p > 20
ona 3
sup FE [sup (v‘(t,z)l”] < oo
€ [ zt

sup E sup Jws(t x)l’] < o0,
3

3,

ce qui implique

sup E sup |u‘(t,z)|’] < 00. (5.3)
€ z,

Par conséquent u = sup, u¢ est borné sur [0,1] x [0,1] p.s.

2¢me étape : Continuité de u.
Dans cette partie on supposera de plus que r — f (£, z,7) est décroissante. Soit 7° la solution

de
o _ 8% +ou oW
o 022 6tdz
#* (0,z) = 0, 7* (t,0) =° (t,1) =0,
et v la solution d
nce v b T W
o = a2 T Wag,

5(0,z) = 0, (t0) =9 (t1)=0.

En utilisant le fait que o est & croissance au plus linéaire et 1’estimation (5.3) il s’ensuit
d’aprés le critére de Kolmogorov que les solutions 7° et ¥ sont continues.

En suivant la méme démarche que dans [2] (Appendice, Lemme 6.2) on montre & l’aide de
I'inégalité de Bihari et une application du lemme de Kolmogorov que ||o — #||, tend vers 0
quand £ — 0.

Soit z* = uf — ©° la solution de

0z* 0%z* e e
5 = 62+f(z‘+'u)+ (z‘+v)

2(0,z) = 0, 2°(¢,0) = 2°(¢,1) =0,

et z°, la solution de
0z 62 z°

=+ (& +6)+é(2‘+a)‘

#(0,z) = 0, 2 (t,0) =2 (t,1) =0
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On procéde de la méme fagon que dans [2] et on utilise le fait que f est décroissante pour
établir I’estimation suivante

12 2Nl < II7 - ¥, - (5.4)
Nualart et Pardoux ont montré dans [7] la convergence uniforme de la suite ° vers une
fonction continue Z sur [0, 1] x [0,1] quand & tend vers 0, lorsque le coefficient de dérive f
est simplement continu et décroissant. En utilisant I’estimation (5.4) et la convergence de
l# — #°||,, vers 0 quand € — 0 on voit que u = Z + ¥ est une fonction continue. Ce qui
termine la preuve du théoréme.

Théoréme 5.3. Supposons que I’hypothése H est satisfaite et quer — f (t,z,r) est décroissante,
alors le probléme de réflexion admet une solution (u,m).

Preuve. Soit u€ la solution du probléme pénalisé et u = lim,_,o u®. Soit ¢ une fonction de
classe C* & support compact dans [0, 1] x [0, 1]

(5,0 ~ (s0,0) — [ (u "’ai) s [ (1 "’;;") do [ (Fu)pu)ds

- / ; / : o} (2))pls, 2)W (dz, ds) + é / :, ((u€)™, p,) ds pas..

ol uf (z) = u® (s, z).

On note par 7, la mesure aléatoire 7, (dz, dt) = (uf(t,z))"dzdt sur [0,1] x [0, 1]. Tl est facile
de voir que tous les termes de gauche de (5.5) convergent p.s. quand ¢ tend vers 0.

La convergence p.s., et la croissance au plus linéaire de o donnent

I ' o(uS)p(s, 2)W (da, ds) L [ [ otw)ols, )W (ds, ds).

On peut supposer que la convergence est p.s. quitte & prendre une sous suite. Ce qui entraine
la convergence au sens des distributions de 7, vers la distribution nsur [0,1] x [0,1] ps. 7
est une distribution positive donc elle induit une mesure sur [0, 1] x [0, 1].

Pour tout ¢ € C*([0,1] x [0,1]) & support compact on a :

(uh ‘Pt) = (UO: ‘PO) + /: (um %‘) ds + /; (‘us: 'aai;’;j') ds + /; (f(ua)a ‘Ps) ds

(5.5)

+/; /:a(u, (2))p(s, )W (dz, ds)+/; /: w(s,z)n(ds,dz) p.s.

Multiplions (5.5) par ¢ et faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

/ot (u:,w,) ds = 0 p.s.

pour toute fonction ¢ € C* & support compact dans [0, 1] x [0,1]. Ceci implique u(t,z) >

0 p.p. sur [0,1] x [0,1] p.s., par continuité, u(¢t,z) > 0 sur [0,1] x [0,1] p.s.

Pour € < ¢, ue < u*p.s, il s’ensuit supp7. C supp7, et suppn C supp7.. On sait que

u® < 0 sur supp7 il en résulte fy fy usdn < 0, [} J3 udn = 0, se déduit de la méme facon
“que [2], ainsi que toutes les autres propriétés.
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Remarque 5.4. La solution (u,7) est minimale dans le sens suivant : si (v,7) est une
solution du probléme réfléchie, alors u < v p.s.

Nous avons omis la démonstration puisque elle est analogue & celle donnée dans [2] avec
quelques modifications mineures.

Appendice.
Nous rappellerons I'inégalité de Bihari [1] et le lemme de Kolmogorov.

Lemme 5.5. Soit T > 0 et 8y > 0. Soit 6 (t) et ¥ (t) deux fonctions mesurables positives sur
(0,7] ; et K : Ry — IR, une fonction continue croissante telle que K (r) > 0 pour r > 0 et
IT9(t) dt existe. Si

0(t) < 90+/;19(3)K.'(0(s)) ds, pour tout t € [0,T].

Alors
0(t) < H- (H (80) + /:19(3) ds)

pourt € [0,T] tel que H (6o) + fg ¥ (s) ds € Dom (K1),
ot H(r) =[] Ed(aT) et H™! est l'inverse de H.

Lemme 5.6. SoitI' un cube de IR™ et { X;,t € I'} un processus stochastique & valeurs réelles.
Supposons qu’il existe des constantes k > 1, K > 0, u > 0 vérifiant

E (X, - X.[] < K|t—s["*.

Alors

(i) X admet une version continue,

(ii) Il existe des constantes 8 et 3, dépendant seulement de n, k et y, et une variable aléatoire
Y positive telle que

9 2/k
|Xe — X | <Y |t - sll"‘ (log (m)) p.s. pour tout t,s € I'?

et
EY* < BK.
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