N. ALAA

Solutions faibles d’équations paraboliques quasilinéaires
avec données initiales mesurés

Annales mathématiques Blaise Pascal, tome 3, 1n°2 (1996), p. 1-15
<http://www.numdam.org/item?id=AMBP_1996__ 3 2 1_0>

© Annales mathématiques Blaise Pascal, 1996, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales mathématiques Blaise Pascal » (http:
//math.univ-bpclermont.fr/ambp/) implique 1’accord avec les conditions géné-
rales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AMBP_1996__3_2_1_0
http://math.univ-bpclermont.fr/ambp/
http://math.univ-bpclermont.fr/ambp/
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Math. Blaise Pascal, Vol. 3, N°® 2, 1996, pp.1-15

Solutions faibles d’équations paraboliques
quasilinéaires avec données initiales mesures

N. ALAA
Université Cadi Ayyad
Faculté des Sciences et Techniques
B.P. 618 Département de Mathématiques
Marrakech MAROC

Résumé

Dans ce papier, ’étude porte sur D’existence de solutions faibles de certaines équations
paraboliques quasilinéaires avec données initiales mesures et une nonlinéarité quel-
conque sur le gradient. Les techniques classiques d’estimation de solutions ainsi que
leur gradient dans C* ne peuvent pas étre appliquées et une nouvelle approche est
considérée. On obtient des conditions nécessaires sur la donnée initiale pour avoir
Pexistence de solutions. Un résultat d’existence pour toute mesure bornée est donné.
Enfin, on présente des résultats de comparaison et d’unicité de solutions.

Abstract

The goal of this paper is to study existence of weak solutions for some quasilinear
parabolic equations where the initial data are measures and where the growth with
respect to the gradient terms may be arbitrary. The classical techniques based on
. C*-estimates for the solution or its gradient cannot be applied because of the lack of
regularity and a new approach must be considered. We obtain necessary condition on
the initial data as well as existence results for arbitrary measures in some cases. We
also provide comparison and uniqueness results for the solutions.



N. Alaa

1 Introduction

Ce papier décrit certains résultats concernant I’existence de solutions faibles pour
les équations de la forme

(1.1) %tu— ~Au = j(t,z,Vu), u >0 dans ]0,T[x Q

(1.2) u(0)=Af dans Q

(1.3) u=0sur]0,T[x 90 .

ot § est un ouvert borné et régulier de RN, A0 son bord, A désigne le Laplacien,
T et A sont des nombres réels positifs, j : [0, 7] x Q2 x RN — [0, +0o[ mesurable et
continue par rapport a u et Vu, f est une fonction intégrable ou plus généralement
une mesure de Radon positive et bornée sur £). On s’intéresse aux situations ol
f est irréguliere et ou la croissance de j par rapport & Vu est arbitraire, en
particulier plus grand que |Vu|® pour |Vu| grand. Puisque f est irréguliére, nous
devons travailler avec des solutions faibles pour lesquelles Vu et aussi u sont non
bornées. Comme conséquence, les techniques classiques et habituelles utilisées
pour montrer I'existence de solutions qui sont basées sur des estimations a priori
dans C*(]0, T[x ) sur u et Vu tombent en défaut. Considérons ’exemple modéle
suivant

u € C(0,T; L7(®) 1 L7(0,T; Wi*(9))
(14) % —Au = |Vuff dans ]0,T[x 2
u(0) = Af dans

ol |.| désigne la norme sur RV et p > 1.

Si p < 2, la technique des sous et sur-solutions peut étre appliquée pour
montrer l'existence dans (1.4) si f est assez réguliére: si f € L=(Q2) et f > 0,
u; = 0 est une sous-solution et u; = A||f|| .~ est une sur-solution , donc (1.4)
admet une solution réguliére et globale, voir [8].

La situation est différente si p > 2: T étant donné, méme si f est réguliere
il existe une condition de taille sur Af pour que (1.4) admette une solution;
donc il n’y pas existence globale de solutions en général; ceci sera prouvé dans
la deuxiéme section. D’autre part, on y obtient, une condition nécessaire de

régularité sur f dés que p > ¥E2. Par contre, comme on le montre dans la

N1
troisieme section, si p < %—";, alors (1.4) admet une solution globale pour toute
donnée initiale mesure bornée. Enfin, des résultats de comparaison et d’'unicité
de solutions sont donnés dans la quatriéme section.
Les résultats présentés ici constituent une version parabolique de ceux de [1].
Plusieurs des idées sont similaires, mais des difficultés nouvelles spécifiques a

'opérateur parabolique doivent étre surmontées.

Remerciement: L’auteur remercie le Professeur Michel Pierre de 1'Université
Henri Poincaré de Nancy I pour ses idées fructueuses qui ont permis ’élaboration
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de ce travail.

Nous rappelons, pour terminer ce paragraphe, les notations et définitions
suivantes:
. Notations:
C () = {p: N — R, indéfiniment dérivable et & support compact inclus dans Q}
Cy() = {9 :  — IR, continue et bornée sur 0}
M;(Q2) = {p mesure de Radon bornée sur 2} .
M} () = {u mesure de Radon positive et bornée sur 2} .

Définition 1.1. Soit u € C(]0,T], L}(f2)) et soit u € M,(), on dira que

u(0) = p dans M;()
si

pour tout @ € Cy(0), lim/u(t, z)p(z)dr = /cpdp.
t-tOn a

2 Conditions nécessaires d’existence

Dans cette section, on se donne

7:[0,T] x Q2 x RN — [0, +00] telle que

(2.1) j est mesurable, p.p. (t,z) € Qr, r — j(t,z,7) est convexe, continue.

(22)Vre BY, j(.r) € LYQr).

(2.3) j(t,z,0) = min {j(t,a:,r), r € RN} =0

o Q2 est un ouvert borné régulier de RN, Qr =10,T[ x 2,7 > 0 fixé.
Pour f € M;'(Q) et X € R, considérons le probleme

"ée C(]OvT] ) LI(Q)) n Ll(O,T; WOI’I(Q))7 j(tv T, Vu) € LI(QT)
(2.4) 51:— —Au = j(t,z,Vu) dans D'(Qr)
u(0) = Af dans M,(Q).

2.1 Non-existence globale dans le cas sur-quadratique

On montre dans ce paragraphe que, lorsque j(.,.,r) est sur-quadratique & l'infini
et T < oo donné, il existe A* < +oo tel que (2.4) n’a pas de solution pour A > A™.
Bien sir, si f est réguliére, il y a existence locale pour tout A > 0. Le résultat
montre donc qu’en général il n’y a pas existence globale. On suppose que j est
sur-quadratique au sens suivant:
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Dl existe 0 <7 < T,co > 0,p> 2, telle que

I existe J : RN — [0,+00[ convexe, J(0) =0
(2.5)
pp. (t,z) €10,7[xQ ,Vre RN, j(t,z,r) > J(r) > co|r|F.

On désigne par G le noyau de Green associé A ’opérateur —A avec condition
de Dirichlet nulle sur le bord de Q.

Théoréme 2.1. On fait les hypothéses (2.1)-(2.3), (2.5). Alors si f # 0, il existe
A* < +o0 tel que (2.4) n’a pas de solution pour A > \*.
Plus précisément, si (2.4) admet une solution, alors

A/MO 2) <//J. Vo - V(Gw)t)

(26) VQO € Cl([o T] X Q) N L°°(O T Wol °°(Q))
90(7'1') OV:L'GQ(PZO
ou (Gy); = 3(;&0)‘

Preuve. Supposons que u est solution de (2.4). D’aprés (2.4)-(2.5) on a
(2.7) a‘i —Au > J(Vu) dans D'(J0,7[x Q).

Soit ¢ € Cg°([0,T]x ), ¢ > 0. Multiplions (2.7) par ¢ et intégrons sur (g, 7) x Q,
on obtient

(2.8) /u(r,:c)<p (r,z) — /u(:-: z)p(e, z) //u +//Vchp > //J Vu)ep.

Ceci s etend par densité a tout v € CY([0, T] X Q) n L°°(0 T; W, '°°(Q))
Prenons dans (2.8) ¢(7,z) =0 V z € Q et passons a la limite quand ¢ tend
vers 0, on aura

A / fo(0,2) < / / (VuVp — J(Vu)p)dedt — / / 9% Jzdt.
Q 0 Q

Puis utilisons le fait que

Op dp,
Fri —A(Gb_t— = —A(Gp):.

Nous obtenons donc

(29) A / fo(0,2) < / / (VuVg - J(Vu)p — V(G)Vu)dedt
Q 0Q
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ou encore en utilisant la définition: J*(r) = sup (r.s —J(s)) et ¢ 20
s€RY

(2.10) A ‘[ fe(0,3) < / n/ J'(W)ao

ce qui entraine (2.6).
Maintenant pour montrer I'existence du A* < 400, nous allons montrer qu’il

existe ¢ telle que le membre de droite de (2.10) est fini et / fcp(O z) > 0. On

1
choisit pour cela ¢(t,z) = (1 — t)?®(z), avec % + 2 =1 et ® est solution de

(2.11) ®>0 dans Q

—A®(z) = 18(z) pourz e
®=0 sur 0Q

); est la premiére valeur propre de —A sur 2 avec condition de Dirichlet sur le
bord de Q.

D’aprés (2.10) et I'hypothese (2.5) on a J*(r) < Cr|*,g < 2 et

2 [ [t =3)V&(z) — ¢(r — s)T'V(GO)(2)/*
AT s:z/f@ < c(p)O/n (= 5} D%1(z) dzds

ol ¢(p) est une constante qui ne dépend que de p. Comme & = A;G(®), nous
aurons

((r—s) - —(T — )% 1)V‘b(-"s)
Ard / £& < c(p) / / - s)q(v~1) ) dzds

o[ [ 1728 -t ] [

D’ou 'on a

(2.12) A ] o < clp)(r + 779 / ‘Zf_’gﬁ')q

Or on sait que ® € Wy'™(Q) et que E}—‘; € L}(N) pour tout a < 1 (voir par ex.
[Ve(z)[*

[1]) Comme p > 2 alors a = ¢—1 < 1 donc 31(z)
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2.2 Condition nécessaire de régularité sur la donnée ini-
tiale

Théoréme 2.2. On fait les hypothéses (2.1)-(2.3) ainsi que
(2.13) Nexiste p> 1, co > 0 tel que p.p. (t,2) € Qr,¥r € RV, j(t,z,7) > co|rlF.
Alors si (2.4) admet une solution pour A > 0, on a:

1) si %ﬁ—f < p < 2alors f ne charge pas les ensembles de W*9-capacité nulle,
avec %+ % =18s=1- %, c’est a dire:

(2.14) si C,4(K)=10 alors f(K)=0.

2) si p > 2 alors f € L}(Q).

Remarque 2.1: Le résultat exprime donc que, si p > 2, toute mesure initiale
"admissible” est nécessairement diffuse. C’est le cas en particulier pour ’équation

{ —g—;i —Au = |Vul> dans ]0,T[ x 0
u(O) = f dans Q.

On peut le vérifier directement & 1'aide du changement de variable classique
w = exp(u) — 1 qui rameéne & I’équation de la chaleur linéaire pour w. On
montre d’ailleurs que, nécessairement, ezp(f) € L}, .(Q).

Sisg> N clest adirep < %E%, W21 s’injecte dans L*(f2) et seul ’ensemble vide
est de capacité nulle. La condition (2.14) est donc vide. En fait, on montre dans

la section suivante que dans ce cas toute mesure bornée est admissible.

Preuve. On a d’apres (2.4) et (2.13)

(2.15) { Zt—” —Au > ¢|Vuf’ dans D'(]0,T[ x )

u(0) = Af dans M;(R).
Soit K un compact de W*9-capacité nulle, d’apres par exemple [4], il existe ¢,

€ C3°(2) tel que
(2.16) ¥n 2 1sur K, p, — 0 dans W*? et p.p., 0 < p, < 1.

D’apres les théorémes de trace et d’interpolation (voir [10] théorémes 1.8.2 et
2.4.1), il existe 1, telle que
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(2.17) ¥a(0)=@n, ¥ — 0 dans LI(0, T} Wha) et p.p.,ég)f- — 0dans L(0,T; W—'9).

Multiplions (2.15) par ¥,(t, z), puis intégrons sur Qr; nous obtenons que

) ) T 4 " T ) T |
A ! Fom o/ n/ uEtdedt+ 0/ n/ VuVyndzdt—co o/ ([ [VulP podzdt+ ! W(T)a(T) > 0

Comme ¢, > 1 sur K, /f(p" > /f, de plus, comme Vu € L?(0,T'; L?(f2)), nous

obtenons d’apres (2. 17)

f/uad)"d:rdt — 0,}/VuV1/z,,d:cdt —0
0 q ot o

et comme ¥, — 0 p.p.,0 < ¥, < 1 implique par le théoréme de Lebesgue que
T
/ / IVulP $ndzdt — 0 et / w(T)a(T) — 0,
0Q Q

d’ohA/fSO.

K
2) Maintenant si p > 2 et si K est un compact de mesure de Lebesgue nulle, nous
considérons ¢, € C§°(Q) tel que
(2.18) @n > 1sur K, ¢, — 0 dans L%(Q) et p.p., 0 < pp, < 1.

Comme précédemment, on construit 1, satisfaisant (2.16) avec s = 0 et ¢ = 2.

On peut alors passer a la limite et obtenir / f <0, d’ott le résultat.
K

Remarque 2.1. Le résultat obtenu ici reste valable si on remplace dans (2.4)
P’opérateur —A par A c’est a dire pour 1’équation

{ ‘aétg +Au = j(t,z,Vu) dans D'(J0,T[x Q)
u(0) = Af dans M,(9)

ou aussi pour ’équation

{ %% —Au +|Vuff =0 dans D'(J0,T[x )
u(0) =Af dans M,()

Nous avons en fait le résultat suivant
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Proposition 2.1. Soit p > 1 et u une solution de

u € C(0,T; () N L7(0, T; Wy ()
%tﬁ +BAu > H dans D'(]0,T[ x Q)
u(0) =Af dans M,(Q)

avec € R, #0 et H € L'(Q). Alors on a les conclusions 1) et 2) du
Théoreme 2.2.

3 Un résultat d’existence pour toute mesure
finie

Théoréme 3.1. Soit j satisfaisant (2.2)-(2.3) et supposons qu’il existe ¢; > 0 ,

c; € LYQr),1<p< I-Aj—f% telle que

(31) P-P- (ta .’E) € QT’ V re RN: ’j(t,l:,f‘)' S (5] Irlp + C'Z(t’ SC)

Alors, pour toute mesure bornée, pour tout A € IR et pour tout T > 0, le
probléme (2.4) admet une solution.

Remarque 3.1. Ce résultat et le précédent montrent 'optimalité de la valeur
critique p* = Y42 En effet, pour le probleme

T N+1°
du ‘
{ 5 Au =|Vuf dans D'(]0,T[ x Q)
u(0) = f dans M;(Q),

si p < p*, toute mesure bornée est admissible, et si p > p* il y a une condition
nécessaire de régularité sur f. D’autre part, si p > 2, les solutions locales ne sont
pas nécessairement globales d’apres la section 2.1.

Preuve. On pose X7 = L*(0,T; W;*(R)), avec s, > 1, 24 %’— >N+1et
T > 0 fixé. On considere une suite (f,,) dans C§°(R) telle que

(3.2)  fa positive, || fallzs < | fllay, et fo — f dans My(92).
D’apres (8], le probléme suivant

u, € C(10,T]; L*(2)) N L*(0, T; Hy(R2))
(3.3) a;tn — Au, = ju(t,z,Vu,) -dans D'(Qr)
ua(0) = Af, dans My(Q)

ou
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jtz,r)y s |Ir)f<n

’"(t””"‘)={ it ) i il >n

admet une solution, puisque v, = 0 est une sous-solution, w, = A||fall - est
une sur-solution et j,(¢,z,r) < Mp(1+ IIrli*). De plus, nous avons l’estimation
suivante (voir [3])

T T A
(34) lunllgeorariny < OTr5,0,0)(cr [ [19ual dudt+ [ [ leal dadt + [ £2).
0Q 0Q Q

On peut traiter l'intégrale de droite comme suit: pour a > 1, B8>1

T T
1 1 28 1
(3.5) |Vu, [P dedt < Q)7 T# ([ ([ [Vua" dz)?=dt)?.
o/ ! [
avec o/ = =% B’ = ;. Nous aurons alors d’apres (3. 4), (3.5)

ltnll ooz ) < C(T 5,0, Q)(er 1947 T ltnll o, zparey + leallzs +11las)

ou encore si on pose C = C(T, 5,4, Q)1 |7 , k = C(T, 5,4, V) (l|call 2 + | Fllag)

1
(37) lenllzoo ey < CT% Wnllzono g rey

Maintenant choisissons @ > 1, 3 > 1 et p_zﬁ_ + % > N + 1, ce qui est toujours

possible puisque 1 < p < xif Posons s = pB , ¢ = pa, nous aurons finalement
(38) nllzooramiey S CT il gz + -

Posons ensuite zn(t) = ||unl|p.orwie) €t F(z)=z— CT# z? — k, nous avons

z,(0) =0,z,(T) >0
F(z.(t) <0

Ainsi z,(t) reste bornée indépendamment de n si le point b ou F atteint son

maximum est telle que F(b) > 0. Ici b= (-——_;;)P-l

1
b (p—l)ﬁ t.
F(b) > 0 si et seulement si T < Cp )ﬁ,( ) =T
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Par conséquent, nous avons pour 0 < T' < T™*

(3.9) "“n”z,-(o,r;wg'q) < K (indépendant de n)

et aussi d’apres (3.5) on a

T
(3.10) / / |Vun|P dzdt < K (indépendant de n).
Q

0

On déduit alors de (3.10), (3.3) et le résultat de compacité de [2], qu’on peut
extraire une sous-suite notée encore u,, telle que

(3.11) up, — u dans L'(0,T;Wp") fort.

Montrons que
up, — u dans LP(0,T;Wy¥) fort.

Pour cela on écrit pour my,n > 1let0<r <1

O/T f[ [Vt — VP dzdt < ( O/T n/ [Vatn — Vm|)'( O/T n/ [V — Ve |55

et on choisit r tel que &= = s= g > N+2, et on ad’apres (3.9), (3.11) le résultat.
De plus j.(¢,z, Vu,) — j(t,z, Vu) dans L'(Qr) fort grace a I’hypothese (3.1).
D’autre part comme

un(t) = S(EYa) + [ (¢ = 8)in(s, Vun(s))ds

ou S(t) est le semi-groupe de contraction dans L'(f2) engendré par 'opérateur
—A avec condition de Dirichlet nulle sur 0%, on a

S(t)(Afa) — S(t)(Af) dans L'(2) pout toutt >0

. / S(t = 8)jn(s, Vtn(s))ds —> / S(t — 8)j(s, Vu(s))ds

et u est donc solution de (2.4).
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4 Résultats de comparaison

Les résultats de comparaison et d’unicité que nous obtenons ici sont des conséquences
du lemme suivant:

Lemme 4.1. Soit A € (L?(Qr))" avec 0 > N + 2 et w une solution de
(41) w e C(0,T]; LHQ) N L}(0, T; Wo™ (), %% - Aw € L'(Qr)
(4.2) w(0) <0 dans M,() (ou w(0) = lim w(t) dansM,(2) )

(4.3) %t“i —Aw < AVw dans D'(Qr).

Alors, w < 0 dans Q7.

Remarque 4.1. Un résultat similaire peut &ére trouvé dans [9] pour w €
W'2(Qr) et pour un opérateur plus général Mais ici le fait que w € L*(0, T; Wp' ()
seulement marque une différence majeure. Rappelons quele cas A = 0 a. ete tralte

dans [3]. Notons aussi que w € C(]0,T]; LY(Q))NL*(0,T; Wy (Q)) et 3—;— - Aw

€ L'(Qr) impliquent que w et Vw € L"(Qr) pour tout 1 <r < ﬁ%, voir par
exemple 7], [3]. En particulier, le second membre de (4.3) est bien intégrable.

Preuve du Lemme 4.1. Soit ¢, une approximation réguliére de %—g — Aw
dans L(Q7). La solution w™ de

w™ € C(0,T; L*()) N L*(0,T; Wo*(9)),
wn

(4.5) —— —Aw" =¢, dans D'(Qr)
w™(0) <0 et w*(0) — w(0) dans M,()

converge dans L7(0,T; Wy (2)) vers w (d’apres le résultat d’unicité de [3]).
Multiplions (4.5) par jix(w"), o ji est définie par

0sir<0

jk(r)={ r* si 0<r<k
k¥ st k<r

N+2

puis intégrons sur ]0,¢[ x  (t> 0),

nous obtenons, si on pose Ji(r) = /jk(s)ds
0

i

(4.6) / Jr(w"(t))dz +e/ / (w)* ! |V dzds = // J(w™)pndzds.
0 focw™<k] o Q

Passons & la limite lorsque n tend vers 'infini dans (4.6), nous aurons
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t

4.7) / Je(w(t))dz+e ] / (w)*~! |V deds < / / j,,(w)(%t‘ﬁ-—Aw).
Q 0 Q

[o<w<k] 0

Maintenant nous passons a la limite sur k, pour obtenir de (4.7)

(4.8)

t t
€ £— 2 e
/(w*‘)1+ (t)dz+50/ / w1 | Vwl|* dzds S/ / w® |A||Vw| dzds.

1
te [o<w] 0 [o<w]

Notons que le membre de droite est borné puisque pour r = ¢’ on a w® € L(Q7),

Vuw € L™ (Qr) et A € (L°(Qr))V.

De plus on a

¢ t
0/ [ w1411 Vuldeds < Al ([ [ e [Vul” dads) <

fo<w] 0 [°<w]
t
-;—/ / 1| Vuw|® dzds + c(s)(/ / w5 )2—7
0 [0<w) 0 [o<u)

D’autre part

HEE)E,

';-/t/(w"’)e-l |Vu)+,2 dzds = k(e)jflv(w+);-zu
00 /]

D’ou l'on a

@) Q/(w*)“‘(t)dﬁk(e) j(!(w*)"?% * < efe)( / /(w (s )57

Posons a = ;'_-01' (N —2), puisque 1 < ¢’ < IT+_+1 alors

/

o
O0<a<l et QT;—QE'-F(I—Q)

2—0'
0’

et par suite nous aurons si ;1; +

( / / (w*)e 5% )57 < ( / (f w5 yo( f(w)ern)i==)F <
0o Q Q

( / (f (wtyesvF )5 / ([ wtyfernya-ense ]
0 Q 0 QO
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Posons ensuite p = f, p > 1 et appliquant Young dans cette derniere inégalité

nous aurons si p’ = ;{T

,

(4.10) (// +)(¢+1)—‘L—r )"’ k(s) /(/( +)(¢+1)2 )P k! (5)(/ /(w+)(e+1))-’r)%

t
Finalement, nous obtenons de (4.9), (4.10), si nous posons o(t) = / ( / (wt)e+))3F
0 a

o'(t) < K(e)o(t) pourtout 0 <t<T.

Comme o(0) = 0, ceci entraine o(t) = 0 pour tout 0 < t < T, par suite w* = 0
dans Q7. Ceci acheve la preuve du Lemme 4.1.

Théoréme 4.2. Considérons u, & deux solutions de (2.4) associées respective-
ment & (4, f) et (7, f) avec j > 7, f > f et telle que

(4.11) 1l existe A€ (L”(QT))N avec ¢ > N + 2, pp. (t,z) € Qr, A(t,2) €
0j(t,z, V).

Alors, u > 4 dans Q7.

Preuve. Posons w = @ — u. Par différence nous avons

w € (0, T); L@) N L0, T; W3 (), . — Aw € L'(Qr)
(4.12) %t‘ﬁ —Aw = j(t,z,V&) - j(t,z, V) dans D'(Qr)
w(0) <0 dans My(Q).

D’apres (4.11), (2.2), il existe A € (L=(Qr))"N telle que

(4.13) pp. (t,2) € Qr, 3(t,2, Vu) - j(t,2, V) 2 A(t,2).V(u — 8).

Comme j(t,z,Vu) > j(t,z,Vu), nous obtenons de (4.12) et (4.13)

w € C(J0, T); L}(Q)) N L} (0, T; Wi\ (@), %t’ﬂ ~ Aw € L'(Qr)

Ow ~Aw < AVw dans D'(Qr)

z%) <0 dans My(Q).

Le Lemme 4.1 s’applique: on a donc w < 0 dans Q7. Ceci achéve la preuve du
théoreme 4.2.
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Corollaire 4.3. On fait les hypotheses (2.1)-(2.3), on a alors

1) Toute solution réguliere de (2.4) (appartenant par exemple & L°(0, T; Wy (£2)))
est inférieure a toute solution faible; il y a unicité des solutions réguliéres.

2) Si, de plus, il existe p < -x—i%, c; > 0 et c; € L'(Qr) telle que

(4.14)  pp. (t,2) €Qr,Vr € RN, |jt,z,r)| S a1 |r]? + ca(t, )

alors (2.4) admet une unique solution faible.

Preuve. 1) Soit u une solution faible et % une solution réguliére de (2.4) au sens
que si A € 9j(t,z,V(4)) p.p. (t,x) € Qr, alors A € (L®(Q7))". Le théoréme
4.2. s’applique et on a u > @. Si u est elle-méme réguliére, comme u et 4 jouent
des roles symétriques on a I'unicité.

2) L’existence est assurée par le théoréme 3.1. Comme j est convexe on a

(4.15) Vr € RN, |0j(t,z,r)| < Ci|rP~! + C,.

Maintenant si u est une solution de (2.4), d’apreés (4.14), (4.15) on a

(416)  |01(t,, Vu)| € LF*T(Qr).

Comme ;{—1 > N + 2, le lemme 4.1 s’applique, d’ou le résultat.

Remarque 4.2. L’unicité des solutions u est en fait assurée dés que 9j(¢, z, Vu) €

L°(Qr) avec 0 > N +2. 1l existe cependant des solutions méme stationnaires de

(1.4) ( pour Q = B(0,1)), qui n’ont pas cette régularité, par exemple (voir [1])
u(t,z) = (2 — N)In(|z]) pour p=2

-2
u(t,z) = C(1 — |z|*) aveca = ;;—I,a0= N-2+4apour p>2.
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